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本 书 内 容 环 定量 颇具 特色 ， 

本 书 综述 了 数 慎 分 析 领 域 的 诸多 内 容 , 包括 苇 党 多项式 .有 限 差分 . 春 
乘 雪 项 式 , 求 和 法 .Newton 公式 、 冯 子 与 生 置 多 芍 式 . 样 条 ,密切 多 颜 式 、 
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景 小 二 飞 多 项 趟 过 近 、 甬 小 化 骸 人 多 二 式 姓 近 、 有 翌 症 数 道 近 、 三 角 过 近 . 非 
线性 代数 .线性 方程 组 ,线性 规划 、 边 值 问题 ,Monie Carlo 方法 等 内 容 . 

本 书 的 述 色 主要 表现 在 利用 例题 战 大 景 详细 的 积 解 来 迹 彻 地 阅 明 所 述 
内 容 的 内 请, 同时 附 有 太 量 的 补 介 题 以 使 坊 消 讲 -此 天 园 和 深化 从 书 审 获 
得 的 数值 分 析 知 识 . 

本 书 可 作为 理工 科 太 学 持 , 电 大.、 阔 授 土 学 习 数 值 分 析 的 教科 书 , 更 着 
合 是 作 理 论 性 较 强 的 数值 分 析 教 程 物 参考 书 ,也 可 作为 自学 数值 介 析 课 态 
者 的 读本 ， 
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前 言 


数值 分 析 的 主要 月 标 是 仅 用 最 简单 的 算术 运算 米 获 得 复 茶 问题 的 近似 解 . 换 名 话说 , 它 的 

任务 是 用 :系列 容易 的 步 台 来 解 用 难 的 问题 .显然 ,这 意味 着 寻求 可 在 计算 机 上 使 用 的 算法 步 
又 来 为 我 们 解 题 . 问题 来 自 数 学 的 方方面面 ,特别 是 代数 与 分 析 , 第 此间 的 界限 有 时 尾 准 以 分 
清 的 .数值 分 析 家 从 这 些 镶 域 中 借用 了 不 少 背 景 理论 ,为 明晰 起 见 , 某 些 内 容 还 必须 包含 在 入 
门 课程 中 .与 此 同时 ,我们 的 主题 也 打破 界限 反馈 不 少 素材 .数值 方法 已 对 代数 和 分 析 理 沦 作 
出 重要 贡献 . 
往 这 第 二 版 中 加 进 了 许多 新 的 课题 ,包括 向 后 分 析 、 样 条、 自 适 应 积分 .快速 Fourier 变换 、 
有 限 元 .刚性 微分 方程 以 及 QR 方法 .线性 方程 组 那 一 章 已 经 完全 改写 .一 些 老 课题 被 第 减 或 
取消 .然而 由 于 历 中 的 原因 古典 数值 分 析 中 有 代表 性 的 内 容 仍 部 分 地 保留 .其 些 割舍 使 作者 其 
感 忱 异 , 尤其 痛心 的 是 删除 了 微分 方程 解 的 存在 性 的 构 迁 性 证 明 . 总 体 来 说, 新 版 内 和 容 更 符 台 
客观 要 求 , 但 同样 可 以 说 是 课程 本 身 的 需要 . 

它 的 陈述 方式 与 目的 保留 不 变 .其 材料 适用 十 第 一 年 学 位 课程 . 在 作 恰 当 的 箭 选 后 也 可 方 
便 地 作为 一 个 学 期 的 入 门 课程 .题目 的 叙述 禄 式 既 可 方便 地 作为 其 他 课本 的 补充 ,也 可 作为 独 
立 的 研究 .每 一 章 开 闪 依 然 是 本 章 内 容 的 综述 , 并 且 可 以 看 作 是 本 章 的 内 容 索 引 . 其 内 容 不 打 
算 靠 其 自身 来 说 明 , 而 是 在 解 题 中 提供 它们 的 细节 

下 面 重 述 我 在 第 一 版 前 言 中 的 最 后 一 段 话 :党 无 疑问 , 虽然 已 竟 尽 全 力 , 而 错误 仍 在 所 难 
免 .也 许 由 于 犯错 误 的 机 会 是 如 此 之 多 ,以致 于 数值 分 析 上 作者 属于 世界 于 最 能 自我 意识 到 出 
错 的 一 类 人 .对 于 来 自 读 者 的 发 现 错误 的 声音 我 是 由 囊 地 欢迎 . (对 第 一 版 中 这 一 吓 请 确 应 者 
室 究 .) 除了 对 所 有 难以 理解 的 "真理 " 作 共 同 的 探讨 所 感到 的 快感 之 外 , 别 无 酬谢 ， 
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第 一 章 数值 分 析 是 什么 


算法 

数值 分 析 的 目的 是 仅 用 简单 的 算术 运算 解 复杂 的 数值 问题 , 并 开发 和 评估 由 给 出 的 数据 
计算 数值 结 朵 的 片 法 .这 些 计算 方法 被 称 为 算法 . 

我 们 将 致力 于 对 算法 的 研究 .迄今 为 止 , 仍 末 找 到 某 些 问 题 的 满意 算法 ; 另 一 方面 , 当 存 在 
着 几 种 不 同 算法 时 ,我 们 必须 从 中 作出 选择 ,选择 这 个 而 非 那个 算法 时 存在 种 种 理 庄 ,得 有 两 
个 明显 的 标准 : 速 虞 与 精度 . 速度 快 显然 是 一 种 优势 , 虽然 就 适当 规模 的 问题 而 言 ,这 一 优势 因 
计算 机 的 能 力 而 被 削弱 列 尽 .但 对 于 大 规模 的 问题 ,速度 们 是 重要 的 因素 ,速度 慢 的 算法 由于 
不 实用 会 被 湖 汰 . 然而 ,在 其 他 条 件 均 相 同时 , 速度 较 快 的 方法 定 会 被 首肯 . 
例 1.1 求 出 2 的 平方 根 , 直至 共有 4 位 十 进 制 小 数 . 

仅 用 4 种 基本 的 算术 运算 , 存在 着 不 只 一 个 算法 .无 疑 ,算法 
2] 


Tn 


TT! 二 1， ra = zt 


是 今 人 满意 的 . 据 此 , 由 少数 几 步 心算 就 能 很 快 得 到 


_3 0 = | 如 
2 2 3 2 12112 
或 四 会 五 入 到 4 位 十 进 制 小 数 ， 
xz; = 1.500, .ra = 1.4167, xd = 1.4142. 
最 后 的 xs 所 有 的 4 位 小 数 均 是 正确 的 .这 个 数值 算法 具有 悠久 的 历史 , 并 且 , 它 将 在 
第 25 章 中 作为 方程 求 根 的 特殊 清 况 而 再 次 遇 到 |. 


24 | 
+ 17 | » 


下 


误差 
数值 计算 的 乐观 主义 者 会 间 计 算 结 果 有 多 精确 ;而 数值 计算 的 悲观 主义 者 会 问 结 果 中 已 

引入 了 多 少 误差 .显然 ,这 两 个 问题 是 相同 的 .给 出 的 数据 , 很 少 是 精确 的 ,因为 它 通常 源 于 测 

基 过 程 , 从 而 , 答 人 的 信息 中 或 许 存 在 着 误差 .并 且 , 算法 本 身 通 常 也 会 带 来 误差 , 或 许 是 不 可 

避免 的 全 入 误差 . 这样 ,输出 的 信息 中 将 包含 出 自 这 两 种 来 源 的 误差 . 

例 1.2 假设 数 0,1492 淮 确 到 给 出 的 4 位 十 进 制 小 数 ,换言之 , 它 是 处 在 0.14915 与 0.14925 
之 间 的 一 个 真 值 的 近似 ,那么 , 其 误差 至 多 为 第 5 位 小 数 的 5 个 单位 成 第 4 位 小 数 的 
半 个 单位 .在 此 情况 不 ,这 个 近似 值 被 称 为 具有 4 位 有 效 数 宝 .类似 地 ,倘若 14.92 的 
误差 木 想 过 10.005, 则 它 具 有 2 位 准确 的 小 数 和 4 位 有 效 数字 . 

例 1.3 当 数 0.10664 缩写 成 0.1066 时 ,被 称 为 四 合 五 人 成 4 位 小 数 .而 0.10666 将 被 四 售 五 
入 成 4.1067. 若 给 出 的 数字 是 准确 的 , 则 在 这 两 种 情况 下 , 册 舍 和 人 造成 的 误差 不 大 于 
0.00005. 前 -个 例子 是 向 下 * 含 ", 后 一 个 例子 是 向 上 "入 ”. 像 0.10665 这 种 边界 状 
况 ,通常 舍 和 人 到 景 接近 的 偶数 数字 , 这 里 舍 到 0. 1066. 这 避 开 了 长 期 以 来 不 知 向 下 售 
还 是 向 上 入 的 乾 侈 ， 

例 1.4 1.492 乘 以 1.066, 积 是 1.590472. 计算 机 按 国定 的 * 字 长 "工作 , 所 有 的 数 均 剪裁 成 这 
个 长 度 . 假 设 有 一 台 康 构 的 4 位 数字 的 机 器 , 那么 ,上述 的 积 将 被 四 舍 五 人 到 1. 590. 
这 种 售 人 误差 是 算法 误差 , 由 现代 计算 中 下 可 避免 的 大 量 计 算 所 造成 . 


支 摊 理论 
虽说 我 们 数值 分 析 的 着 眼 点 将 面向 应 用 ,得 我 们 会 自然 而 然 地 涉及 支撑 理论 (supporting 


茹 值 分 帮 


theorv) .这 种 理论 用 于 发 现 算法 及 建立 算法 的 有 效 性 .通常 指导 我 们 的 这 个 理论 其 有 本质 的 
趣味 ; 它 挟 有 魅力 的 数学 . 寺 是 , 我 们 就 有 了 两 个 最 好 的 领域 . 但 切 匆 忘 记 ,我 们 的 兴趣 更 多 的 
例 1.5 计算 三 角 沙 数 、 指 数 函 数 以 及 其 他 非 初 等 函数 的 值 , 显然 要 依赖 支撑 理论 .对 于 小 的 
;为 了 获得 它 的 余弦 值 , 经典 的 级 数 


了 寺 看 
工 三 _ 并 ,. 
co 


仍 必 一 个 好 选择 . 当 z=0.5, 它 变 成 
cos0.5 = 1 — 0.125 +0.0026041 — 0.0000217 + … = 0.877582. 
这 是 足够 精确 的 .在 此 情况 下 , 更 深层 的 支撑 理论 可 确定 误差 界 ; 该 理论 指出 , 对 于 像 
8 
这 样 的 级 数 , 误差 下 大 于 第 一 个 格 去 的 项 { 见 题 1.9) .这 里 ， 第 一 个 略 去 的 项 是 8， 对 
于 了 =0.5, 它 恰好 达到 小 天 0.0000001 . 


数 的 表示 法 


出 十 我 们 的 最 终日 标 是 数值 的 , 故 关 于 数 的 表示 法 , 仅 用 一 两 句 话 将 是 不 适当 的 , 出 于 我 
们 最 热 悉 十 进 制 的 数 , 故 数值 输入 通常 将 使 用 这 种 形式 . 然而, 几乎 众所周知 ,通常 计算 机 发 现 
二 进 制 表示 法 更 方便 . 它 的 0 和 1 对 应 于 电路 的 关 与 开战 电压 的 高 与 低 状 态 .对 于 正 束 数 , 二 
进 制 的 形式 是 


da2” + ds-12" 1! + + di2! + do2", 
而 对 小 于 1 的 止 数 , 它 是 
di2 1!+tad22 +d_2 3 +.…, 
其 中 , 所 有 的 二 进 制 数字 a; 取 涪 或 1, 这 种 表示 是 惟一 鸭 . 
浮 点 表示 法 (floating_-point representation) 阁 外 方便 .在 这 种 形式 中 ， 数字 用 三 个 部 分 来 描 
述 :一 是 符号 , 一 是 尾数 (mantissa), 一 是 阶 (exponent) (自身 也 带 有 一 个 符号 ). 作为 最 初 的 例 
子 , 回 到 十 进 制 , 数 0.1492 能 表示 为 


+0.1492 10° 
它 的 符号 是 + ,尾数 是 0. 1492, 而 阶 是 0. 在 其 他 的 可 能 性 中 ,以 +1.492 10 一代 蔡 它 也 是 可 以 
的 , 查 一 般 的 习惯 要 求 第 一 位 ( 非 零 ) 数 字 愉 好 出 现在 小 数 点 后 , 然后 , 由 阶 来 处 理 数 基 级 .这 种 
表示 法 被 称 为 规格 化 (normalized) .十 是 ,1492 将 被 表示 为 0.1492 104 . 
例 1.6 将 十 进 制 的 13.75 转换 为 二 进 制 的 浮 点 形式 . 


有 更 正式 的 转换 方法 .位 即 使 没有 它们 , 由 于 小 数 点 的 左边 是 8+4+1. 而 右边 是 方 + 


过, 易 见 13.75 等 价 的 二 进 制 数 是 1101.11. 现 将 它 写成 


+0.110111(+ 100), 

其 中 , 图 括号 中 的 100 起 着 阶 4 的 作用 , 最终 转换 成 
01101110100， 

倘若 仅 得 革 种 约定 ,对 于 电 的 效 代 来 说 ,这 数 中 仅 有 0 和 1 是 令 人 感 兴趣 的 .首位 1 
被 解释 为 正 号 (1 将 意味 着 负 号 ). 然后 ,6 个 二 进 制 数字 或 比特 (bit) 作 为 尾数 , 并 假定 
在 该 尾数 前 有 一 个 二 进 制 的 小 数 点 . 紧 接 着 的 0 是 另 一 个 正 号 , 它 是 阶 的 符号 , 然 古 ， 
这 个 阶 结 束 该 表示 法 .最 终 的 形式 看 上 去 很 不 像 13.75, 但 它 能 被 理解 . 实际 中 , 尾数 
与 阶 将 包含 更 多 的 位 数 ,并 日 符 号 与 阶 的 形式 也 将 产生 变化 ,而 泽 点 表示 法 是 现代 计 
算 中 的 一 个 基本 工具 ， 


向 量 与 矩阵 的 范 数 
一 个 向 量 的 Euclid 长 度 ,对 于 分 基 为 ww 的 向 其 VW 来 说 , 即 
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它 也 被 称 为 Y 的 -个 范 数 (norm), 以 符号 外 立 ‖ 记 之 .这 个 范 数 的 3 个 基本 性 质 是 

1. Vl 宕 0, 上 Y=0 当 二 人 权 妆 Y=0; 

2. feV =|c| 中 让 ,对 任意 常数 。; 

3.| V+ 上 || Yl|+| WiI. 
最 后 一 合式 子 即 通常 所 说 的 三 角 不 等 式 . 

若干 其 他 的 实 函 数 也 共有 这 些 性 质 ,并 且 也 被 称 为 范 数 . 令 人 特别 感 兴 趣 的 是 工 , 范 数 

了 王 
lvl,= (2 11? pl1. 

当 记 =1 时 , 它 是 工 ; 范 数 , 是 备 分 量 的 绝对 值 之 科 . 当 p=2 时 , 它 就 必 熟 知 的 向 甚 长度 或 
Euclid 范 数 . 当 p 趋向 丁 无 穷 太 时 , 取出 占 优势 的 wv, 于 是 我 们 得 到 最 大 范 数 (maximum 


norm) 


VI, = maxl| v, 1. 
在 不 止 一 个 场合 ,尤其 是 在 研究 算法 的 误差 特性 时 ,我们 将 能 找到 这 些 范 数 的 用 途 
例 1.7 利用 工 范 数 ,向 基 (1,0),| 考 , 二 | , (0, 1) 中 的 每 一 个 均 有 范 数 1. 这 种 单位 向 址 的 平 


面 图 给 在 图 1.14a) 中 .原点 是 它们 的 起 点 ,而 它们 的 终点 构成 一 个 正方 形 .图 1.1(b) 
表示 更 为 常见 的 Euclid 范 数 下 的 单位 向 量 .利用 上 上 范 数 ,向 甚 (1,0), (1,1), (0,1) 中 
的 每 一 个 均 有 范 数 1, 它们 的 平面 图 如 图 1.1{c) 所 术 , 它们 的 终点 也 构成 - -个 止 方 
形 . 


{a} tb) (ce) 


转 到 矩阵, 我 们 定义 
| Al = maxl AV|, 


这 个 最 大 值 是 取 遍 所 有 的 单位 向 量 Y 而 得 到 的 . 这 里 , “单位 "的 含义 取 岂 于 所 用 的 向 其 范 数 
的 类 型 .这 种 矩阵 范 数 有 平行 于 上 文 对 向 其 列 出 的 那些 性 质 : 
1.14|1 关 0, 141=0 当 且 仅 当 A=0; 
2.1 ca1=lclllaA1l ,对 于 任意 常数 c: 
3.1A+B1 和 上 AW+1Bl. 
此 外 ,对 于 矩阵 4 .8B 与 向 量 V, 还 有 如 下 有 用 的 性 质 . 
4. Av| 志 A |VI:; 
5. .ABAIIBI. 
Li 范 数 和 工 。 范 数 具 有 容易 计算 的 优点 ,前 者 是 具有 最 大 绝对 值 的 一 列 之 和 ， 


1 A = mgx 1 as 1, 
而 后 者 县 具有 最 大 绝对 值 的 一 行 之 和 ， 


数值 分 本 


也 
| 4|| 。 = max >) | a |. 
全 


它们 的 许多 等 性 将 在 题解 中 被 证 明 . 
例 1.8 找 出 矩阵 
A i1 | 
“~\1 0 
的 工 , 工 : 与 工 w 范 数 . 
能 立即 找 上 山 最 大 的 列 和 及 行 和 , 于 是 我 们 从 
Li 三 Lo 二 2 
迅速 着 手 .不 幸 的 是 , 没有 相应 的 支撑 理论 对 工 ; 提供 帮助 以 及 无 困难 地 使 这 一 外 表 
十 分 简单 的 矩阵 获得 [2 范 数 的 值 .根据 定义 ,4 的 1; 范 数 是 向 量 
1 1iixi [zx + yi 
1 o> 
的 最 大 上; 范 数 ,其 中 x 十 y?=1, 即 (x, yy) 在 图 1.1(b) 的 单位 圆周 上 ,这 个 范 数 的 平 
方 是 
(z+yF + =1+2ry+r =1+2r 1-7 +r. 


根据 基本 的 微 积分 知识 能 取 到 它 的 最 大 值 . 在 这 里 ,由 于 对 (x,y) 与 (~ x ,一 y), 范 数 


取 值 相同 , 故 不 纺 设 y 是 正 的 .最 后 得 到 ; 当 z?= 填 + 全 时 ,有 最 大 信 


ei] 
2 ， 


1 4 1 = 


题 解 


1.1 计算 多 项 式 
plz) = 27r3— 3z2 十 9 一 引 
在 自 变 草 r =3 时 的 值 . 
解 i 依照 自然 过 程 ,我 们 求 出 z==9, z=27, 然 后 将 它们 合 在 一 起 ， 
Pp{3) = 54-27+15-4= 38, 
共计 块 行 了 5 次 乘法 ,1 次 加 法 ,2 次 减法 . 
现 将 该 多 项 式 重 新 整理 为 
pir = (2r -3)x + Slr — 4, 
并 且 声 试 骨 一 次 .从 过 =3 并 始 ,我 们 相继 得 到 6,3,9,14,42 与 38, 这 回 只 用 了 3 次 而 不 是 5 次 乘法 . 咸 
少量 昌 不 营 人 注意 ,但 它 却 具 有 启发 意义 .对 于 :个 一 般 的 n 次 多 项 式 ,第 一 个 算法 需要 2n - 1 次 乘 
法 ,而 第 二 个 算法 仅 需 要 wn 次 算法 .在 一 个 较 大 的 运算 中 , 包 会 着 许多 多 项 式 的 求 值 运算 , 减少 时 间 与 
算法 ! 舍 和信 ) 谍 盖 会 意义 重大. 
12 年 义 … 个 近似 伪 的 误差 . 
解 BF 传统 的 定义 是 


真 值 = 近似 值 + 误差 . 
羽 此 , 例如 ， 
v2 =1.414214 + 误差 ， 
T=3.1415926535 十 误差. 
1.3 ”相对 误差 是 什么 ? 
解 上 放 对 演 差 (relative error) 是 柱 对 于 真 值 所 大量 的 谋 差 ; 


第 -一齐 数值 从 析 乱 作 儿 


1.4 


1.5 


1.6 


1.7 


1.8 


1.9 


通常 的 博识 下 , 兵 值 基本 知 的 或 者 是 不 适用 的 , 稍 加 放宽 ,用 近 他 值 代 营 它 并 将 该 基 果 仍 称 为 权 对 谋 
莽 , 二 是 ,对 下 2 来 说 ,熟知 的 近 他 什 1].414 有 大 约 为 


的 相对 误差 ,而 更 粗粮 竟 近 傣 全 4.41 有 -个 接近 0.003 的 相对 洗 次 . 
设 数 rt rayzy 分 别 是 XXX 的 近似 值 , 而 各 自 最 大 的 可 能 误差 是 王 , 证 明 
7 之 和 的 最 大 的 可 能 误区 是 nmF . 


证 上 因为 
7 + 
由 如 法 得 到 
D+ 
因此 
-2E 才 YX- DF. 
这 就 是 所 要 证 的 ， 


计算 /1+v2+…+ v100 的 和 ,其 中 , 所 有 的 平方 根 计算 到 小 数 点 后 两 位 . 按照 上 上 题 , 最 
大 的 可 能 误差 居多 少 ? 

解 # 和 由 送 当 选择 的 很 少儿 行程 序 ,或 更 老式 地 ,求助 于 表格 ,能 得 到 这 个 可 旺 中 的 各 个 根 , 然后 求 
和 ,其 结果 是 671. 招 .由 于 每 个 根 有 -个 最 大 的 可 能 误 盖 了 -0.005, 所 以 , 和 的 最 大 的 可 能 误 蒜 nE - 
100(00.005? 一 站. .这 高 味 着 所 得 的 和 也 洗 连 :位 准确 的 小 数 也 证 有 . 

一 个 计算 结果 的 概率 误差 (probable error) 的 意思 是 什么 ? 

解 这 是 一 种 使 实际 误差 超过 估计 值 有 十 慨 率 的 嵌 差 估计 . 柳 言 之, 实际 误差 可 能 大 二 或 小 于 佑 
计 . 由 于 它 卫 决 于 庶 董 的 分 布 , 所 以 不 是 … 个 窜 易 研究 的 对 象 , 而 通常 它 被 vnE 粗略 代替 .其 中 ,已 是 
最 天 的 可 能 音 差 . 

赴 1.5 的 结果 中 实际 误差 是 多 少 ?” 将 它 与 最 大 误差 及 概率 误差 相 比 较 , 结果 会 怎样 ? 

解 ” BF 当 平方 根 求 到 有 5 位 小 数 时 ,新 的 计算 方法 以 和 671.46288 为 结果 .此 时 ,最 大 澡 闫 是 100 
t0.0900045)， 即 0.0095., 从 而 我 们 有 准确 到 3 亿 小 数 的 和 671.463. 于 是 , 题 1.5 的 结果 中 实际 误 益 大 
约 是 0.08, 与 最 大 (的 可 能 } 误 差 0.5 卜 概 率 误 差 0.05 相 比 ,我 们 的 估计 一 个 本 悲观 而 另 -个 又 有 些 乐 
现 . 

1000 个 而 不 仅仅 是 100 个 平 谨 根 相 加 , 若 想得到 3 位 小 数 精确 度 , 那么 , 参与 计算 的 各 
个 平方 根 应 精确 到 何 种 程度 ? 

解 EE5 为 了 确保 精度 , 景 好 是 假设 最 坏 的 结果 即 最 大 的 可 能 误差 能 基 到 .是 1.4 中 的 公式 wnF 变 成 
1000 王 ,这 指出 了 丰 这 种 长 麻 的 - -个 求 和 中 , 可 能 会 失去 3 位 于 进 制 小 数 .由 于 希望 在 输出 中 有 3 位 崔 
确 小 数 .所 以 在 输入 中 具有 56 位 准确 小 数 也 许 是 明智 的 .其 要 点 是 , 在 -一 个 长 长 的 计算 中 ,存在 着 非常 
小 的 误差 汇聚 成 大 值 的 机 会 . 

计算 级 数 


1 


4 十 a, 


1 1 
1-2+3 
准确 到 3 位 数字 . 
解 ”6 这 个 级 数 撒 述 了 一 个 常用 的 分 析 定 理 ; 央 为 它 的 项 在 符号 上 交 昔 出 现 正 、 负 , 并 且 不 断 变 小 ， 
其 部 分 和 来 回 穿 越 其 极限 即 该 级 数 的 值 , 这 意味 着 在 任 一 点 处 的 误差 将 小 于 第 一 个 舍 去 的 项 .为 了 获 
得 指定 的 精度 , 我 们 因此 涯 要 去 0， 0005 或 nn 宇 2000, 必须 将 这 2000 项 相 加 ,对 8 位 十 进 制 小 孝 运 
算 ,2000 个 售 人 误差 可 能 会 积累 到 nE = 2000(0.000000005) =0.00001. 这 看 上 去 是 微不足道 的 , 从 而 
我 们 区 许 计 算 进 行 了 去, 将 结果 售 到 3 位 ,有 1.693， 
注意 ,在 这 个 交感 中 没有 输入 误差 ,只 有 算法 误 状 .首先 , 我 们 仅 用 一 个 部 分 和 代替 这 个 级 数 , 外 


1.10 


1.11 


数位 分 本 


后 ,在 试图 求 这 个 和 的 值 时 , 我 们 制造 了 大黄 的 舍 入 误 蔡 , 脐 者 艘 称 为 截断 并 差 (truncarion error) ,并 
且 , 在 这 个 问 亚 中 , 它 香 上 去 荐 两 个 误差 米 源 中 较 大 的 个. 概 言 之 ， 
实际 误 盖 = 虐 断 误 益 + 伟人 误 芷 
=0.0005$ + 0.00001. 
实际 上 ,这 个 级 数 的 值 是 2 的 御 然 对 数 , 而 取 3 位 小 数 , 它 就 是 我 们 的 0.693. 
证 明 : 若 级 数 


ul 如 一 


是 收 襄 的 , 而且, 所 有 的 a, 均 为 正 数 , 则 
Da + D(a 一 如 3) 一 » (02 — a) + 了 (aa 一 qaqa) tm 
也 是 收 敏 的 , 并 月 表示 相同 的 数 . 
证 8 用 A 和 B。 去 示 上 述 两 个 级 数 的 项 部 分 和 . 易 见 ,A - B, 一 土方 4 由 于 前 个 级 数 是 
收 伐 的 ,lim a = 由 从 而 得到 结 打 . 
将 前 题 中 的 定理 用 于 求 题 1.9 中 的 级 数值 , 仍 准 确 到 3 位 小 数 . 


和 解 ”8 本 用 -- 点 代数 知识 就 可 得 出 也 ， = 十， 且 对 于 n>1， 


B, — 广 + errr 
这 仍 基 -- 个 具有 单调 下 降 项 的 交错 级 数 , 从 而 题 1.9 中 的 定理 仍 有 有 效 . 为 了 3 位 数字 精 硝 , 我 们 需要 
F700 TS 0.0005, 
或 * 六 32. 这 远 远 少 于 是 1.9 中 所 需 的 项 数 ,因而 在 一 个 8 位 十 进 制 的 机 器 中 , 全 入 误差 简直 就 不 成 
为 一 个 问题 了 .新 算法 较 之 另 一 个 快 多 了 ,并 量 , 它 用 较 少 的 工作 量 就 获得 了 相同 的 0.693. 
给 出 足够 准确 的 数 0.1492 和 0.1498, 即 , 其 误差 不 大 上 第 5 位 小 数 的 5 个 单位 .根据 


I i 
所 考虑 的 商 汪 14025-7205 玉 关 明 相 对 误差 的 形成 


解 t 对 于 这 些 给 出 的 数 来 说 , 相对 误差 约 为 an. 接近 0.03 个 百分点 ,对 上 它们 的 和 与 关 而 
言 ,产生 第 4 位 小 数 中 个 单位 的 最 大 误差 及 可 能 的 .在 和 的 情况 下 ,我 们 仍 导 出 一 个 大 约 为 0.03 个 
百分点 的 相对 误差, 但 对 于 差 0.0006 而 言 ,我 们 得 出 -个 达到 目的 误差, 这 是 17 个 百分点 . 回 到 所 求 
的 商 , 它 也 许 恰好 达到 最 精 的 情况 ,如 所 给 的 , 取 最 接近 的 整数 ,算出 的 商 将 是 1667. 可 设想 它 本 该 用 


1 ， 。 i 1 _ ， 
0.14985 0.14915 但 地 被 取代 了 ,而 这 使 我 们 得 到 1429, 另 一 个 极端 其 114675 0 TS = 2000. 这 


个 非常 简单 的 例子 清楚 地 说 明 , 作 某 些 持续 计算 的 内 部 过 程 中 ,一 个 大 的 相对 洪 差 完全 可 能 引出 大 的 
绝对 误差 ， 

数值 问题 的 条 件 指 的 足 什 么 ? 

解 ”t 如 果 输 入 信息 中 的 小 变化 只 引起 输出 的 小 变化 , 则 称 该 问题 是 良 态 的 (well-conditioned) ; 反 
之 , 它 是 病态 的 ( 遍 -zonditioned) ,例如 , 系统 


r+y=l, 


lilrt+y—2 

呈现 出 “个 明显 的 难点 : 它 表示 几 平 平行 的 丙 直 线 航 交叉 ,而 解 为 x= 10,y= -9. 

今 将 1.1 改 为 1.05 然后 青 求解 . 比 时 ==20 而 y= 19. -个 系数 上 的 于 个 百分点 的 改变 导致 
了 解 的 100 个 百分点 的 改变 . 
什么 是 稳定 的 算法 ? 
解 、 在 持 绪 的 计算 中 ,将 可 能 产后 许多 合 和 误差 .这 些 合 入 误差 中 的 每 个 部 扮演 着 剩 下 的 计 
算 中 输入 误差 的 角色 , 并 昌都 对 妃 终 的 输出 结果 产生 影响 . 若 所 有 这 些 误差 对 算法 的 累积 影响 是 有 限 
的 , 算 添 能 获得 有 用 的 结果 , 则 称 之 为 稳定 算法 (stable algorithms). 不幸 的 是 , 有 这 种 时 候 ,误差 的 黑 
可 是 破坏 性 的 ,而 解 被 误差 淹没 .不 言 击 喻 ,这 促 算 法 被 称 为 是 不 稳定 的 (unstable). 
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1.16 


1.18 


1.21 


解释 浮 点 上进 制 数 0.1066 * 104. 

解 8 显然 , 阶 4 人 忆 小 获 点 石 移 # 位 ,成 岁 1060. 类 似 ,0.1066* 10 下 是 0.001066. 

解释 浮 点 一 进 刷 符 导 +0.10111010* 2 

解 ” EB 这 虫 的 阶 将 : 进 制 罗 小数 点 向 右 移动 4 六 ,使 之 成 为 1011.1040. 它 等 价 于 十 进 制 数 11+ 


高 眶 11.625 类 位 肥 ,10111010 #271 是 嫩 .01011101, 显 热 , 它 是 原先 所 给 定数 的 1732 倍 ， 
解释 浮 点 二 进 制 记号 0101110100100. 除 了 它们 的 符号 ,尾数 使 用 8 位 而 阶 使 用 3 位 ， 
解 ”EP 第 一 和 第 十 位 上 的 过 表示 下 号 ， 

0i011 [0100100 


/ | ~ 
符号 ”尾数 符号 阶 


二 进 制 的 小 数 点 取 刘 尾数 物 前 面 ,按照 这 些 来 理解 ,我 们 叉 次 得 委 了 + 0.10111010 * 23. 类 似 地 , 六 
以 相同 的 约定 ,+ 0.10111 人 0 #2 1 认为 0101110101001, 最 后 4 位 数字 的 合 久 是 阶 为 “1. 
利用 前 三 中 的 约定 , 将 以 下 泽 点 数 相 加 ， 

0101101110010 

0100011001100 
解 GP 不 管 怎么 翌 , 二 进 制 小 数 点 必须 "对 齐 ". 对 于 记号 的 解释 引出 如 下 的 和 :; 

10 .110111 
Tf .000010001100 


=10 .111001001100 
使 用 输入 时 的 形式 , 它 就 变 成 
0101110010010 
这 里 ,除了 符号 ,尾数 仍 取 8 位 , 阶 取 3 位 ,由 于 机 器 的 容量 ,最 后 6 位 二 进 制 数字 被 删除 , 这 就 产生 了 
使 入 误差 . 
什么 是 溢出 ? 
解 8 从 利用 我 们 虚构 前 机 器 中 的 约定 ,能 表示 的 量 大 数 是 Oilttilili0ii1, 这 个 数 中 , 屁 数 和 阶 


均 是 最 大 的 . 二 进 制 小 数 点 向 有 移动 7 位 , 等 价 于 1111111.1, 这 是 二进制 的 数 127+ 二 或 2 一 2- 1 
在 已 知 前 约定 下 ,任何 文王 六 个 数 的 数 都 不 能 拼 表 示 , 而 这 就 称 为 -个 六 出 fovertlow7. 
什么 是 下 洲 ? 
解 ”8 除了 零 和 负数 , 在 我 们 虚拟 的 机 器 中 ,形式 上 能 被 者 入 的 最 小 数 是 0000000011111. 然而 ， 
鉴于 各 种 理由 ,这 样 做 是 适当 的 ;要 求 尾数 的 第 一 位 数 是 1, 然后 来 确定 阶 . 这 就 是 有 名 的 规格 化 彩 式 
(normalized form) , 零 必 须 作 为 “个 例外 如 果 规 格 化 是 必须 的 , 则 最 小 的 正 数 变 成 0100000001111. 
企 十 进 制 数 中 , 它 是 2-1*2 ?或 2.8. 小 于 这 个 数 的 任何 工 数 都 不 能 用 该 机 器 来 表示 , 而 这 就 称 为 下 
遵 funderilow) .表示 数字 的 任何 译 点 系统 都 会 受到 这 种 限制 ,并且 都 将 使 用 溢出 和 下 滋 的 概念 . 
假想 有 - -个 甚 全 更 简单 的 浮 点 系统 ,在 这 个 系统 中 尾数 仅 有 3 个 二 进 制 数 字 , 日 阶 只 基 
-1 0 或 ,那么 ,这 些 数 是 如 何 分 布 企 - -条 实 线 上 的 ? 
解 ”E 珀 臣 岩 规格 化 六 , 则 这 些 数 除了 阶 之 外 有 如 下 形式 :1x x .于 是 ,整个 集合 包含 二 个 子 集 , 每 
- 个子 集 包括 4 个 数 训 下 : 

0.000 00O0 0.0H0 001 《对 于 阶 为 上 

0.100 0.101 0.110 0.111 (对 于 阶 为 0) 

1.00 1.01 1.10 1.11 {对 于 阶 为 1) 
它们 被 标 在 内 1.2 中 


注意 ; 较 小 的 数 较 笠 帘 的 存 驻 .从 前 一 组 到 后 一 组 ,其 间隔 从 世 增 加 到 十 .显然 ,这 是 由 于 我 们 人 


数值 分 机 


1.24 


在 3 们 月 效 数字 ! 第 一 世 贺 定 为 1), 它 随 荐 阶 的 增加 提供 逐 级 放大 的 景 的 绿 虐 .例如 ,1.005 在 这 时 是 
不 能 表 直 的 , 它 错 要 4 位 有 效 数 字 . 击 在 这 部 分 范围 内 ,集合 没 有 那么 秽 密 .现实 中 的 汉 点 系统 姓 在 里 
复杂 的 情 竟 下 ,但 县 有 相同 的 桂 征 ,并 用 ,人 有效 数字 的 妃 想 与 相对 误 益 是 月 天 的 . 


图 1.2 


假定 数 x 由 浮 点 屋 进 制 符号 束 示 , 四 舍 开 人 为 x 位 尼 数 , 又 假定 它 是 规格 化 了 的 . 那 

么 ,由 人 金 入 引起 的 绝对 误差 (absolute error) 和 相对 误差 的 界 是 什么 ? 

解 EE 分 人 引起 的 误差 至 多 为 二 进 制 数 第 * * 1 位 的 一 个 单位 ,或 第 ” 们 的 半 个 单位 .于 最 
绝对 误差 妥 2 


而 对 于 相对 误差 ,我 们 必须 考虑 其 真 什 .规格 化 意味 着 其 尾数 不 小 于 方 ,这 导 笋 如 的 界 ， 


| 相对 误 若 ,过 2 a 


2 
没 民 x) 表示 的 泽 点 符号 ,用 它 来 改写 是 有 益 的 .于 是 ， 
相对 误差 = 革 X = 
或 


fllx) = rtl+E}=7r +7E, 
其 中 | 天 |2 “. 会 入 误差 的 弃 算 可 以 看 成 所 一 个 扰动 值 (perwurbed value} r+ z5 去 代 赫 .而 这 个 由 
动 相对 来 说 是 小 的 . 
找 出 由 两 个 浮 点 数 相 加 造成 的 相对 误差 界 . 
解 有 设 这 两 个 数 是 z= mix2cv-max20 而 > 较 小 . 则 ma; 必须 问 右 移动 。 了 位 (对 齐 二 进 
制 的 小 数 点 }), 然后 尼 数 相 吉 ,将 结果 规格 化 并 加 以 会 入 .这 赃 存 在 两 种 可 能 性 :或 者 对 二 进 制 小 数 点 
左边 发 生 汶 出 {这 里 所 说 的 溢出 不 是 是 1.19 意义 上 的 溢出 }, 或 者 不 发 竺 .第 一 种 可 能 性 由 


1 fm + mso 所 也 


米 描述 ,而 第 二 种 可 能 性 由 


1 _ 
[mt ma *2 | 1 


来 描述 . 若 确 实 发 生 这 种 溢出 ,将 要 求 向 右 称 -- 位 , 然后 我 们 有 
lx+ y) = [fm + rma #2 "#2 t+ e]*2°!, 
其 中 ,es 是 舍 六 误 郑 ,这 可 以 改写 为 
fl | 1 + ZE | 
(z+) (r+yil Mi t mx*21 
={r+ yl + E), 
而 |E!l 所 2e 所 2 ". 
若 不 发 竺 这 种 溢出 , 则 


fllr + yw) = [Cm + mas2 "+ e]*2: 


| 


— {r+ ?1 + m2 
= + yl + EE), 
其 中 下 的 界 同 前 . 
滩 点 数 减法 的 相应 结果 ,将 在 题 1.45 中 给 出 ， 


找 出 两 个 译 点 数 相 乘 的 相对 误差 界 ， 


第 - 章 数 但 分 析 丰 什么 


解 GE 再 - 滩 设 这 两 个 数 为 了 = mi*2* 和 Y= “2 刚 IY = mI? * 2 因为 已 规格 化 , 故 
二 玉 1mimz|<1. 这 意味 着 规格 化 使 乘积 将 至 多 左 移 位, 因此, 舍 人 后 的 积 将 或 者 是 ml + wi; ++， 
或 悄 是 2mrmz+E ,而 | 六 2 ”这 能 概述 如 下 ， 


EE | 一 


(zlma+eyx27， 若 mna1 蒂 
fltxy} 一 | 
{2mim2 + ey x*2°/., 若林 >! Wm 


Ee 
m2 


~ 
+ 荐 | m2 这 字 ， 


mm 2 


1+ < 


= xy(l + E), 
而 |E|<2|8 |2 ". 
题 1.46 中 , 对 于 除法 运算 概述 了 -个 类 和 似 结果 . 这 意味 着 在 所 有 的 4 种 算术 运算 中 , 利用 党 点 
数 , 引 来 的 相对 澡 差 不 超过 尾数 的 最 末 位 有 效 数字 上 的 1. 
1.25 估计 利用 浮 点 运算 计算 和 
人 十 证 
所 产生 的 误差 . 
解 ”& 和 我 们 考 虚 部 分 和 5;. 设 5,= x1, 则 
s2 = fl(sy + za) = (#1 + ri)(l + FE}. 
正如 是 1.23 中 所 证 明 的 , Ei 的 界 为 2 ". 改 写 
82 = Xl + E+ ratl + E1), 
继续 下 去 
ss =fl{sa+ za) = ts2 + za) (1 + Es) 
wri(l + ED + EE) + raft + ET + Es) + ratl + Es), 
而 最 后 有 
se =flsy_ 1 + ra) = (se. 1 + xa)(l + Es) 

= 区 ML toe)+ zl Ft ea} tt rtl+ ee), 
其 中 ,对 于 =2,…, 上 ， 

l+e = (+ E, (1+ ED)"t(tl + EI), 
且 1+c1=1+e2. 鉴 于 EE 的 界 相同 ,对 于 1+c, 现 在 我 们 有 如 下 估计 : 

(2 lt + 


故 可 概括 出 
nl Bs) = | 了 (1 + E£), 


器 上 
el 1=1 


其 中 ， 
+ 
E= ef Ds 
1 | 
注意 ; 若 真 和 >, z, 相对 于 zx, 是 小 的 , 则 相对 误差 五 可 能 是 大 的 , 这 是 由 减法 引起 的 相 消 结果 , 早 
在 题 1.12 中 就 被 注意 到 了 . 
1.26 阐述 向 前 误差 分 析 . 
解 上 假 定 AtB+C) 的 值 是 由 近似 值 a,5,c 计算 出 具 的 , 这 些 近 似 值 误差 量 是 oe ,ey, el, 则 真 
信 


A(B+C)= ate)(b etrete) = a + a + 误差, 
其 中 ， 


误差 三 afe2 ea) +t bel + cel + PLPI FT e184. 
假设 有 统一 的 误 状 界 |e:| 氢 e, 旦 误差 之 积 可 以 忽略 不 计 , 那么 ,我 们 得 到 


数值 分 析 


1.27 


1.28 


1.29 


1.30 


1.32 


, 误 莽 | 过 {2 a1+18 +1e 1)e. 
这 个 暴 型 的 过 程 改称 汶 向 有 误 差分 析 (forward errer analysis), 原则 上 它 能 运用 于 任何 算法 浴 丽 , 通 
常 这 种 分 析 不 是 不 知 所 措 的 就 是 元 长 之 味 的 . 除 此 之 外 ,所 产生 的 这 个 界 , 通常 是 非常 保守 的 ,只 通 局 
于 想 知 道 最 坏 可 能 发 生 什 么 情况 .在 此 例 中 ,很 少 被 留意 但 确实 出 现 的 “点 是 ;看 上 去 a 的 人 浓 比 5 和 
c 的 值 敏 域 耳 和信. 
什么 是 向 后 误差 分 析 ? 
解 向 后 误差 分 析 (backwurd error analysis) 的 本 质 思想 是 ; 先 接受 计算 铺 果 , 然后 去 确定 能 产生 
它 的 输入 数据 的 范围 .在 这 里 ,重要 的 是 不 要 误解 这 样 散 的 动 树 即 不 存在 由 改 输入 数据 使 之 适 宅 计算 
结果 的 企图 . 苛 完 成 了 向 后 误 益 分 析 而 显示 出 所 莫 结 果 与 输入 数据 的 观测 或 舍 入 误差 乓 范围 相 - - 致 ， 
则 疆 果 可 以 信赖 .反之 , 则 在 号 外 的 地 方 看 相 误差 的 主要 来 源 , 技 推测 , 它 存 在 了 于 算法 本 身 . 
说 明 在 题 1.23 中 的 误差 分 析 就 是 午后 误差 分 析 . 
解 # 1,23 中 得 到 的 结果 是 


ry) (r+ wll+tE), 
|Ei 寺 2 ", 其 中 ,n 是 二 进 制 尾数 能 位 数 .将 它 改写 为 
fl{r+ yo tl+ E+ ytl+ EE). 
回顾 题 1.22, 我 们 发 现 计算 所 得 的 和 , 即 (x + ?), 仍 是 与 原始 数据 rz 和 y 相差 不 太 于 一 个 沈 入 误差 
界 玉 的 两 个 数 的 真 和 ,也 就 是 说 ,输出 可 由 恰当 地 落 在 认可 的 误差 限制 内 的 输入 数据 太 解 芭 . 
说 明 在 题 1.24 中 所 做 的 分 析 是 向 后 误差 分 析 


赴 上 本 我 们 发 现 ， 


fltry) = xy{l + E) 
可 看 成 是 x 彝 以 y{1 + EE) 的 积 . 这 意味 着 计算 出 来 的 有 (xy) 也 是 与 原来 的 工 , wy 的 差 以 不 大 于 省 入 误 
善 的 两 个 数 的 真 积 (true product), 这 与 输入 数据 在 我 们 认可 的 误差 限制 内 是 一 致 的 . 
在 题 1.25 中 , 同 后 误差 分 析 说 明了 什么 ? 


解 # 首先 ,方程 


[3 
让 人 > = (LT+eciy 二 Tagt+eo) te +t rll+t+es) 
yl 
表示 个 数 >1 到 之; 的 评点 运算 之 和 也 是 上 个 数 的 其 和 ,这 点 个 数 与 原来 的 并 个 元 盖 在 相对 误差 
上 .不 地 的 是 , 题 1,25 中 得 到 的 估计 也 表明 这 些 误 营 可 能 远 远大 于 单一 的 售 人 误差 ， 
取 工 ; 范 数 ,由 先 证 Cauchy-Schwarz 不 等 式 
| Dapi) < | > dj | > 5 引 ， 

来 证 明 向 量 长 度 的 三 角 性 质 ， 
解 ks 一 种 有 趣 的 证 明 从 注意 到 > (a, - hr)? 非 负 时 开始 , 于 是 一 次 方程 


Sle)r? -2 DS ap)z + Da? = 人 0 


不 能 有 不 同 的 实 根 , 这 要 求 
4| at) -4F ey ph, 
约 去 4, 我 们 便 得 到 Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 
艳 在 , 仅 用 一 点 点 代数 知识 ,就 能 立即 得 到 二 角 不 等 式 , 写成 分 量 形式 ,有 
[fo + ww} + + (vw, + ww vt 本 Ff 二 wi 
对 它 平 方 ,合并 同类 项 , 再 平方 ,利用 Cauchy-Sechwarz 不 等 式 就 将 得 到 所 需 的 结果 ( 见 题 1.50}. 
试 证 , 当 请 赵 向 于 无 田 , 向 量 的 上, 范 数 到 近 于 max| vi. 


证 鳃 假设 ww 基 绝 对 值 最 大 的 分 量 ,并 将 和 改写 为 
| i 
Io! |1+ 一 | ， 


‘mm | Tm 


括号 内 除了 第 项 外 ,所 有 的 项 欧 于 零 ,于 是 有 所 需 的 铺 果 ， 


第 闲 数 人 分 析 吓 什么 


1.33 试 证 ,对 于 单位 同 量 ,定义 的 A 上 = max | AV 能 满足 引言 中 所 给 的 性 质 1 ~-3. 
证 ”六 这 些 性 质 很 容易 从 相伴 向 量 范 数 对 庶 的 性 质 得 到 .由 上 4Y 基 向 量 , AV 1 守山 故 上 A 
220. 若 41 - 必 而 4 哪 目 权 有 一 个 下海 穹 的 元 素 , 则 能 选择 基站 合 得 AV 的 一 个 分 量 是 正 的 ,这 
与 47 -0 了 竹 拓 .这 就 证 出 了 性 质 1]. 

其 次 ,我 们 有 
| ec4 1 nax, cAV | - max le | 和 oA 


这 证 明了 性 质 2. 性 质 3 o 类 位 地 处 理 ， 
1.34 单位 矩阵 fidentity matrix) 的 上 Li, 上; 各 工区 数 分 别 是 什么 ? 
和 解 ” EF 它们 均 为 1. 轩 为 VW 是 单位 向 量 , 我 们 右 


qi max| VI ~ max| VI| =1. 


1.35 上 阵 | -的 ;上 2 和 工 范 数 分 别 是 什么 ? 


解 EF 我 们 有 


VI + v2 
总 VW 二 . 


LT T D3 

为 了 简单 起 见 , 设 w1, ws 非 负 .此 于 下 是 工 | 范 数 中 的 单位 向量 , 因而 对 于 工 | 范 数 ,我们 相 加 有 
1471=20m+a2)=2, 于 是 141， -2. 对 于 工 ; 范 数 ,我 们 寄 对 两 分 量 平 方 然 后 相 加 ,得 到 2( vi 
+2v1%z 二 v9). 在 这 种 范 数 中 ， t+ 时 一 1 于 是 我 们 对 wivz 由 最 大 值 ,出 基本 的 微 积 分 运算 可 得 w， 
一 22 一方 , 立 得 1 4 1 一 2. 最 后 ,因为 使 用 工 < 范 数 我 们 要 找 的 是 最 大 分 量 ,所 以 | AV 1 -= wr 
v2. 由 于 征用 这 种 范 数 ,wri, va 均 不 超过 1, 故 这 里 最 太 值 仍 明 2. 利 用 下 面 的 题 或 它 的 相伴 题 的 结 

二 种 工 范 数 能 很 快 被 解 出 . 

1.36 试 让 


bE 
| A |, = max >) 1 ay !. 
Pe 


证 时 选择 一 个 所 有 分 量 为 1 且 符 号 与 a,, 柑 此 配 的 向 晤 VV, 使 得 》，: a,,' 最 天 .于 是 ， Day 
是 AV 的 一 个 等 于 该 最 大 值 的 元 素 , 并 且 , 它 显 然 不 可 能 被 超过 ,由 于 V 的 范 孝 是 ],- 故 A 的 范 数 仍 
取 此 值 .I 范 数 的 类 似 结果 留 必 题 1. 52 
1.37 证 明 | AV 雪上: 中 vl. 
证 EF 根据 1 四 | 的 定义 ,对 二 单位 向 量 UU, 我 们 有 
AU = max Il AU | — 1Al, 
选取 UU= V/V 并 应 用 性 质 2， 


上 4 1al, lavl<lallvil. 


1.38 证明 上 .48 近 上 4 全 号 上 . 
证 直 我 们 重复 利用 题 1.37 的 结果 ， 
IAB =max| ABU | Smaxh A - BUI SmallA，， 1B| .Ul 
= A -|Bl. 


补 充 题 


1.39 利用 支撑 理论 


一 + 
1] 一 上 


计算 和 995, 其 中 了 =0.018， 
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1.40 当 误差 不 超过 0.005 时 , 数字 准 现 到 2 位 小 数 ,下面 的 平方 根 取 和 白 一 个 表 . 


和 2 3115| | | 1 | |2 


vy 分 四 学 六 入 到 3 位 小 数 | 3 317 | 3.464 (3,742 3.873 | 4.000 | 4.123 | 4 243 | 4.359 |#4,472 


| | 


斌 将 每 个 数 会 和信 到 两 位 小 数 并 注 出 会 入 误差 的 数 居 大 小 . 这 些 会 入 谋 差 与 误差 最 大 入 0.005 相 比 情 
况 刀 何 ? 理论 上 这 由 个 数 冲 合 入 谋 莽 在 10( -0.005) 到 10(0.005) 之 间 , 而 实际 上 是 和 多少? 它 与 * 概 
紊 误差 ”y10(0.005) 相 比 ,情况 如 伍 ? 

1.41 假设 N 个 数 均 淮 确 到 给 定 的 位 数 , 求 其 和 .用 概率 误 盖 公式 来 估计 , 当 N 大 约 多 大 时 ,计算 出 来 的 各 
的 最 后 一 位 数字 将 可 能 元 意义 ” 当 六 大 约 多 大 时 , 和 的 最 后 王位 数 可 能 无 意义 ” 

1.42 序 而 Jo Ji Ja 


ntl = 了 一 i- 
定义 ,Jo=0.765198, J 一 0.440051 均 准 确 到 6 位 小 数 . 斌 计算 了;,…,J; 且 特 它们 与 下 垃 中 的 准确 村 
进行 比较 (这 点 玲 确 恒基 由 另 完全 不 同 的 方法 得 到 的 .对 误差 的 解释 见 下 题 ) 


四 | 2 3 4 5 6 7 


| 
[ 


0.114903 .019563 0.002477 0.000250 D0. 000021 0.000002 


1.43 试 证 ;对 寺 上 题 的 序列 ,精确 好 有 
17 = 36767J - 21144J0， 
由 缩 定 的 Jo 和 和 万 值 米 计 算 ,次 得 到 同样 不 准确 的 值 , 大 系数 乘 给 定 的 如 和 .了 值 中 的 舍 入 误 辩 , 则 合 
并 后 的 结 单 含有 -个 太阳 差 . 
1-44 数 了 ;直到 6 位 都 将 为 等 , 按 题 1.42 中 的 公式 ,实际 得 出 什么 ? 
1.45 试 证 浮 点 数 减 法 所 产生 的 误差 以 2“" 为 界 .如 在 题 1.23 中 那 衬 , 设 x= jm x*2,y= mzx* ml. 则 一 * 
= (m1 一 各 2* 21 “)2", 除 非 它 为 零 ,否则 就 有 
2 "| mi ma*2 :< 2. 
对 这 个 新 的 尾数 进行 规格 化 处 理 ,也许 小 数 点 需要 左 移 n 一 1 位 ,而 实际 的 数 : 由 


2 | my m2x2 oF |< 2 


{ltz- y)= [tm my 2 + ej]j*2° 7, 
而 最 化 
ltr oy) = tr yl +E), 
其 中 |E| 扎 2. 


1.46 试 评 泽 点 数 除 靶 所 产生 的 误差 以 2 为 界 . 按 照 题 1 .24 中 的 约定 ,让 分 子 尾数 的 一 兴 除 以 分 母 的 尾数 

‘这 是 为了 浴 免 商 太 于 1) 而 阶 相 减 , 它 给 出 了 

EE 

其 中 于 志 | md2m， 之 1. 现 仿效 对 乘法 运算 所 作 的 分 析 步 绎 ,上 骨 一 次 证 明 相 对 误差 玉 如 所 述 ,是 有 界 

的 
1.47 分 析 内 积 计算 

= fry + ray2 十 和 + Ti ). 
它 酷 似 题 1.25. 设 
t= ry), 7 = 1,.,&, 
接着 令 
= 5 =f tt 1 


它 造 出 了 所 求 的 内 积 号 今 求 出 类 似 于 那些 在 前 面 的 题 中 得 到 的 关系 式 和 估计 . 


第 一 章 ”数值 分 析 是 什么 


Hk 


Le pr 
- 中 


:48 
:9 


.57 


使 用 题 1,17 的 约定 ,解释 浮 点 符号 9100110011010{ 这 导 仪 以 8 位 尾数 对 0.1492 最 可 能 的 接近 ). 
仿效 态 1.21, 想象 一 个 序 点 系统 ,在 该 系统 中 规格 化 的 尾数 有 4 位 ,市 阶 为 一 1,0,1, 证 明 这 些 数 形 成 
二 证 ,种 有 8 个 数 ;对 应 上 它们 的 阶 , 一 组 落 在 1/4 到 172 区 问 中 , 劳 一 组 在 1/2 到 1 区 间 中 ,而 第 三 
组 在 1 与 2 之 间 . 哪 个 正 数 会 得 成 溢出 ”哪个 下 溢 ? 

完成 在 题 1.31 中 开始 的 证 明 ， 

通过 证 明 两 个 矩阵 和 的 范 数 不 超过 它们 范 数 的 和 来 完成 题 1.33 

通过 对 单位 向 量 的 通 当 选择 { “个 分 蔓 为 ,其余 的 为 零 ), 证 明生 阵 4 的 工 ; 范 数 可 以 从 绝对 值 元 素 的 
最 太 列 和 算得 ,并 与 题 1.36 中 相关 的 证 明 相 让 较 . 


证 明 对 逢 陈 4 = | 。 “|, 上 ,Lz 玉民 范 数 均 相等 
a a 

证 明 对 知 阵 A= | - 上 1 范 数 为 (a7+ 67). 
bp —a 


证 明 对 类 阵 A= | 。 “]. 可 以 得 到 -个 使 1 AV 1 为 极 天 的 向 量 Y, 其 形式 为 (cost sint)7. 其 中 ,在 


如 = a? 的 情况 下 , cos21 =0, 而 在 另外 的 情况 下 tan21 2a/[a 一 5). 

下 面 的 信息 已 经 被 建议 作为 本 行星 生 活着 智慧 生命 的 信号 侍 播 到 外 层 空 间 . 这 里 的 想法 是 , 无论 在 什 
么 地 方 的 任何 形式 的 知 正 生命 都 会 理解 这 信息 的 智慧 内 渭 , 并 由 此 推 知 这 里 存在 着 我 们 所 拥有 的 智 
慧 . 该 信息 11.001001000011111101130 

的 意义 是 什么 ? 

若 以 x,y 为 分 量 的 向 量 Y 表示 平面 上 的 一 个 点 (x,y), 则 对 应 十 取 上 ; 范 数 的 单位 向 量 的 点 形成 古典 
的 单位 圆 ,如 图 1.1 所 示 , 对 了 工 | 及 工 w 范 数 ,该 " 圆 ” 取 作 正 方形 .在 一 个 有 止 方 形 衡 区 的 城市 中 ,对 出 
租车 行进 来 说 , 乙 -种 是 合适 的 范 数 ( 从 一 个 变 灵 点 出 发 ,在 给 定 距 离 中 , 找 出 所 有 的 交 马 点 ). 在 一 个 
棋盘 上 ,为 什么 对 国 干 的 行进 而 言 ,合适 的 范 数 是 工 。 范 数 ? 
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多 项 式 埋 近 

多 项 式 授 近 是 数值 分 术 中 最 古老 的 岂 想 之 而且 是 迄今 仍 最 爱 重 用 的 方法 之 一 .对 于 一 
个 函数 v(x ), 用 一 个 多 项 式 (xz ) 人 代替 它 专车 众多 的 理由 , 其 中 最 重要 的 也 许 是 因为 多 项 式 
便于 计算 , 它 仅 涉及 到 简单 的 整数 匡 . 它 们 的 导数 和 积分 也 不 难得 到 , 并 且 仍 然 是 多 项 式 .多 项 
式 较 之 其 他 函数 妨 上 式 根 , 破 而 流行 用 多 项 式 代替 其 他 函数 是 不 难 理 解 的 ， 


通 近 准 则 


关 yx) pz) 是 着 近 误 卷 .显然 , 其 核心 思想 是 保持 该 误差 合理 地 小 .由 于 多 项 式 简单 ， 
允许 以 不 同 的 方法 接近 这 个 日 标 .在 这 些 方法 中 我 们 考虑 的 是 

1. 配置 (collocation) 

2. 密切 (oseulation) 

3. 眠 小 二 科 fjeast squares) 

4. 极 小 - 极 太 (min-max} 


配置 多 项 式 


配 图 多 项 式 (coliocation polynomial) 是 这 一 章 及 下 面 少数 几 章 中 的 研究 对 象 , 在 革 些 指定 
的 点 上 , 它 与 y(z) 重 合 ,这 种 客 项 式 与 一 般 的 多 项 式 的 许多 性 质 在 展开 过 程 中 起 作用 . 
1. 存在 和 惟一 性 定理 指 败 ,对 于 所 变 基 ro, …,Tr 恰 好 存在 一 个 x 次 配置 多 项 式 , 即 ,使 
得 对 这 些 变 其 , y(z)= (7r). 存 在 性 将 由 实际 展示 在 后 继 的 章节 中 的 多 项 式 证 实 . 惟 
一 性 将 在 本 章 中 被 证 明 , 它 是 多 项 式 某 些 基本 性 质 的 一 个 结果 . 
. 驾 转 相 除法 . 任何 多 项 式 可 以 表示 为 
plxr}= (xr - rjg(r)+R, 
其 中 ,> 是 任意 数 , g(x) 是 一 个 n -1 次 多 项 式 , 而 R 是 一 个 常数 , 它 有 商 个 直接 的 淮 
论 . 
3. 剩余 定理 . (remainder theorem) 指 出 , p(r)= 展 
4. 因 式 定理 . {factor-theorem) 指 出 , 若 plr)=0, 则 x 一 +r 是 plzx) 的 因 式 . 
. 零点 限制 .一 个 次 多 项 式 至 多 有 ) 个 零点 ,这 意味 着 方程 p(x )=0 至 和 多 有 nn 个 根 . 
作为 需要 证 明 的 惟一 性 定理 ,是 一 个 直接 的 推论 ,正如 将 证 明 的 那样 . 
6. 综合 除法 (synthetic division) ,对 于 获取 g(x) 和 R 的 轻 转 相 除法 来 说 ,是 一 个 经 济 的 
程序 (或 算法 ) .通常 它 被 月 十 求 玉 ,由 剩余 定理 , 尺 = 户 (7). 求 站 Or) 的 这 条 路 也 许 比 直 
接 计算 多 项 式 的 值 更 好 . 


[| 


tn 


7, 鞠 积 ,xf ) = (x 一 zw 一 (一 ,) 在 配置 埋 论 中 起 着 重要 作用 ,注意 , 在 配置 
自 变 基 x0, zl yx 处 , 滋 积 为 过 .配置 多 项 式 的 误 益 将 被 证 明 是 
{nt+ly) 
y(z) - pr) = rT, 


其 中, 取决 十 x .并 且 , 倘若 x 是 配置 端 不 , 则 位 于 端点 间 , 注 意 到 这 个 公式 在 rp 
ris… ,rs 处 为 零 , 从 而 在 这 些 挟 上 , p (x) 确实 与 y(x) 相 配置 ,而 在 其 他 的 地 方 ,我 们 
将 pt.r) 看 作 是 对 ytz) 的 适 近 . 
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2.1 


2,2 


2.3 


2.4 


2.5 


题解 


证 明 ; 任 一 多 项 式 p(x) 能 表示 为 
pz = (rz 一 refz + R, 
其 中 ,r 是 任意 数 ,ofzr) 是 -个 -1 次 多 项 式 ,而 玉 足 - -个 常数 ， 


证 ”是 这 是 驾 转 相 除法 的 一 个 例 广 . 设 az7) 为 上 次 多 项 式 ， 


nl 


P(r) = a tt arr 一 人 十 au 


出 
Plr) 一 (ra 
将 不 大 于 m 1 次 .类似 地 有 ， 
gr) rr gr) gt 
将 不 大 于 nn -2 次 , 傅 实 类 推 ,最 终 我 们 可 得 到 个 中 深 多 项 式 g(r ), 姑 -个 常数 , 沁 这 个 常数 为 民 ， 
我 们 有 
plr) fr -ra th rt ti)+tR- (rr)a(r)+R. 
证 明 p(r)= 民 .而 六 被 称 为 莉 余 定理 . 
证 内 设 题 2,1 中 2 一 7, 立 得 p{r)=0:9(r)+RR. 


利用 +r=2, P(xz)=.c 一 3z "+5r+7, 来 阐述 “综合 除法 ", 用 以 完成 题 2.1 中 是 述 的 除 


解 有 “综合 除法 "只 不 过 是 题 2,1 中 相同 运算 的 缩写 形式 , 它 仅 出 现 各 系数 .对 于 上 术 的 p(x} 和 
r, 开始 的 悄 式 是 
+=2 1 -3 5 ?7p(x) 的 系数 


1 
“ 霓 以 r 且 相 加 "三 次 后 ,完成 了 格 趟 . 
r=2 1 -3 5 7 
2 -2 在 
1 -1 3 43 此 为 数 民 
az) 的 系数 


于 是 ,gz)=x -x+r3R 一 六 2 一 13. 由 计算 (>- gf(z)+ 尺 可 验证 ,这 就 是 放 (zc) .对 于 寻找 glx) 
而 言 , “长 除法 {long division) "也 是 有 用 的 . 它 从 常见 的 格式 

tr 一 2) Va 3r Sr+7 
开始 .将 产生 此 绍 江 的 计算 与 济 十 完成 的 “综合 "除法 相 比 较 , 荔 见 匡 者 是 等 价 的 . 
证 明 ;: 若 p(x)=0, 则 xz 一 +r 是 p(xz) 的 一 个 因 式 .这 就 是 因 式 定理 , 那 剩 下 的 因 式 为 a - 
1 次 ， 
证 8 着 p(r)=0, 则 0=0.qg(x)= 民 ,从 而 R= 习 于 是 ， 


站 (Try = (x 一 rafc)， 
证 明 n 次 多 项 式 至 多 有 7 个 零点 ,这 意味 着 plx)=0 至 多 有 个 根 ， 
证 由 假设 皮 在 #5 个 很 , 记 为 站,r2,……, 7 ,将 因 式 定理 应 用 nm 次 , 列 有 
ptr = A{r— rtr -ron(r or) 
其 中 , A 有 零 次 蛤 ,是 - :个 常数 .这 清楚 地 表明 不 可 能 存在 其 他 的 根 { 同 时 指出 4 一 a,). 


2.6 证 明 ; 至 多 有 一 个 mn 次 多 项 式 在 给 定 的 自 变 量 x 处 能 取 到 指定 的 值 y, 其 中 =0,1， 


-天 


证 和 本 假设 存在 两 个 这 样 的 多 项 式 pj{xr) 利 po{ xz), 那么 其 益 p[7)= p(x) 一 prtlx) 特 不 大 十 点 


+ hp: 


数值 分 下 


2.7 


2.8 


2.9 


次 ,并 在 所 有 的 和 变量 x 处 p(xr)=0. 由 于 存在 n+1 个 这 科 和 白 变 其 使 名 项 式 为 零 与 上 述 问 题 玫 盾 ， 
喜 至 客 有 一 个 总 次 亏 项 起 能 取 到 这 些 指 定购 介 . 共 下 章节 以 许 包 实用 的 形式 来 展示 这 种 密 项 式 . 它 补 
称 为 配置 多 项 式 . 
殷 设 一 个 吕 次 才 项 式 关 (rr) 与 攻 数 yz) 在 了 =xozr rs 处 取 相 同 的 值 ( 这 被 称 为 
两 个 函数 的 配置 ,而 (xz) 是 配 贮 多项式), 求 Ptz) 与 yz) 之 差 的 公式 . 
解 BE 由 于 在 角 置 点 上 ,两 者 的 益 居 零 ,我 们 可 预料 有 形 如 

3fr) pir Clr- roltr Dr x) = Cntx) 
的 结果 .这 可 职 作 的 定义. 今 考虑 如 下 东区 (x): 

Fir = ylr)} - plr} — Cr( xr). 

对 于 工 = woy zi 一 ,ear 上 (x4) -0., 而 若 我 们 选 -个 新 的 自 上 变量 x, , ,以 及 
_ yn 一 Plrat1) 


Tarl) 


[和 


则 F(x ,1) 也 将 等 于 零 , 此 时 F(xr) 至 少 有 +2 个 零点 .那么 由 Rolle 定理 , F'{x) 定 有 n+1 个 零点 
在 F(z) 的 零点 之 间 ; 而 F(z) 定 有 m 个 零点 在 已 (7) 的 零点 之 同 . 依 此 连续 应 用 Rolle 定理 ,最 次 证 
出 ,在 x 到 zs 区 间 ,， F(z) 至 少 存在 一 个 零点 ,比如 说 ,在 =& 处 . 现 计算 此 导数 ;想到 p(.c) 的 
nn 二 1 阶 导 数 是 零 , 令 x 一 £, 有 


0 yee) — Cin + 1)!, 
这 可 定 出 C, 代入 前 面 的 式 子 有 


{n+1Y 
FTart) 一 四 (Tar = (n+ 1)! tnt). 


由 于 r, .可 以 是 zo 与 x, 之 间 除 ro, cl ,rw 之 外 的 性 一 自 变量 ,并 因为 我 们 的 结果 对 工 0 Tl s 
zn 也 显然 成立 ,我们 用 无 下 标的 = 来 代替 x ,1, 有 


ntly 


Fer) ph) (xr nt). 
尽管 数 上 通常 是 不 能 确定 的 ,但 这 个 结果 通常 仍 相 当 有 用 , 因为 我 们 能 不 依赖 8 去 估计 y' "(8). 
找 出 一 个 取 值 y(0) =1 且 yt)=0, 或 取 值 如 表 


的 -次 多 项 式 . 

和 解 EF 于 根 据 蛤 算 或 初等 几何 学 , 立即 有 所 涡 结 时 p(x)=1 -六 .这 是 只 提供 了 贷 下 数据 的 一 个 配置 
多 项 式 . 

图 数 y(Tr)= cos 了 rz 仍 取 题 2.8 的 指定 值 , 求 其 着 y(zr)- p(x). 

解 根据 题 2.7, 当 n= 二 1 时， 


reos Le 
3 -站 = rl). 


即使 没有 定 出 3, 我们 也 能 根据 


| ytx) — pix) I —1) 


估计 出 这 个 差 .将 p(x) 看 作 y(z] 的 一 个 线性 逼近 , 其 误差 估计 是 简单 的 , 不 过 过 估 了 .在 z= 方 时 ， 


它 指出 的 误差 大 下 为 0.3, 而 实际 的 误差 cou 二 x -| 1 一 十 | ~0.2. 


当 次 数 * 无 限 增加 时 , 所 得 的 配置 多 项 式 序列 是 否 收 伊 于 y( 5)? 
解 #5 答案 比较 复杂 .正如 后 面 将 出 现 的 , 若 仔 细 选 择 配 置 点 zx; 及 合理 的 函数 y{ zx), 则 收 铺 是 肯 
定 的 .但 对 于 最 “ 般 的 点 zu 等 路 的 情况 ,可 能 会 发 散 , 对 某 些 >(z), 多 项 式 序 肌 对 所 有 间 变 量 工 均 


2.1] 


2.12 


2.13 


2.18 
2.19 
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是 收 伊 的 , 而 对 另 些 函 数 , 收 辣 仅 限于 一 个 有 限 区 向 ,而 误差 y(24) 一 px) 的 振 落 形式 如 图 2.1 所 
术 . 在 收 误区 成 内 , 概 荡 消失 而 iimtw 一 p) =0, 但 在 那个 区 间 外 ,3(z) p(xz) 随 着 n 的 增 大 而 任意 
增 大 .该 振 葛 产生 于 x( zx ) 央 式 ,其 幅度 受 w(z) 的 导数 的 影响 , 这 个 误差 特性 严重 地 限制 了 对 高 阶 配 
兽 风 项 式 的 使 用 . 


JAD PO 


收 化 区 间 


图 2.1 


补 充 题 


应 月 综合 除法 ,以 了 -上 除 p[x)=z)-xz:+z-1. 注 意 ; 及 =p(1)=0, 从 而 -1 上 写 pt:r) 的 一 个 因 式 
且 +=1 是 p(x) 的 个 零点 . 

对 pfz)=2r4-2455+100r2 -168r+93 应 用 综合 除法 ,计算 p(1){ 除 以 xr 一 1 且 取 余数 RY). 同时 计 
算 p(2),p(3),p(4) 及 pl5). 

为 了 找 出 取 如 下 值 


的 一 个 二 次 多 项 式 ,我们 可 写 出 p(x) 一 六 + Bzx+ Cx, 代入 后 获得 条 件 

0=ABA,， 1=A+B+C, 0= A+2B+ dt, 
解 出 A, B,C, 从 而 定 出 这 个 配置 多 项 式 .理论 上 , 对 于 高 次 多 项 式 , 可 用 相同 的 方法 得 到 , 位 基 , 更 有 有 
效 的 算法 将 会 被 开发 . 


设 函 数 /(z) = sin -rr 仍 取 题 2.13 中 的 指定 全 .试用 题 2.7 证 明 


1 
neos "ne 


yr) -pr) = (rz -2), 


其 中 ,上 依赖 斑 . 
继 题 2.14, 试 证 


3 
1 y(x) 一 plz) 区 4z(z -DCz -2)|. 


它 用 来 估计 以 配置 多 项 式 p(x) 作 为 yfz) 的 :个 通 近 的 精度 . 当 x 一 方 时 计算 这 个 估计 误差， 并 与 实 
际 误差 相 比 较 . 

对 于 z= 方 ,比较 y (x) 与 px). 

对 于 x 一方 ,比较 (zx) 与 (2). 

比较 ytx) 与 p(x 在 区 间 (0,2) 上 的 积分 ， 

找 出 取 值 邵 下 家 


,20 
2.21 


数值 分 本 


的 性 的 -次 罗 项 式 pl.r). 


设 消 数 y(z) = 于 ,也 取 上 题 中 的 给 定 值 .对 于 蔡 yt.r)- 上 (zh 利用 


在 民间 {0,3) 下 ,|ytx) p(r)i 的 最 人 值 是 多少 ? 


有 限 差 分 

几 个 世纪 以 来 , 有限 差分 (finite difference} 对 数学 家 们 上 其 有 强烈 的 吸引 力 , Isaae Newtow 
旦 它 的 一 个 特别 重要 的 使 用 者 , 而 且 许 多 课题 还 起 源 于 他 .给 出 一 个 离散 的 郴 数 , 即 给 出 “个 
自 变量 zx 的 集合 ,其 中 ,每 个 x 对 应 一 个 内 ,又 假设 这 些 自 变量 是 等 距 的 ,于 是 < -x = 
五 ,相应 的 y 值 的 差 被 记 为 


有 和 二 一 
并 被 称 为 一 阶 差 分 (first difference) .这 些 一 阶 差分 的 差 被 记 为 
A = A(A) = Aye — A = Yr2 — 2 十 入， 

被 称 为 二 阶 世 分 {second difference) .一 般 

Ag = 站 加 A y;, 
定义 为 4 阶 莽 分 (nth difference). 

如 下 的 差分 表 ( differences table) 是 展示 有 限 差 分 的 一 个 标准 格式 ,除了 ri yi, 它 的 对 角 

线 模式 使 得 每 一 个 表 值 成 为 它 左边 两 相 邻 阁 的 差 ; 


20 30 
全 30 
| Fl A yo 
Ay1 Ayo 
T2 2 3 全 0 
Ay2 A yl 
3 3 A yy 
Ays 
T4 yy4 


每 一 个 差分 都 能 被 证 明 是 第 二 列 中 y 值 的 一 个 组 合 .一 个 简单 的 例子 是 Ayo= ys -3y2+3y1 
一 yo; 其 一 般 结 洒 是 


A A i 
30 = 2 人- 1) | Jo 


差分 公式 
就 初等 画 煞 而 言 , 差 分 公式 (differencc formula) 与 微 积 分 公式 有 有些 平行 .例子 如 下 ， 
1. 一 个 常数 函数 的 差分 足 零 , 记 为 


AC = 0, 
其 中 ,C 表示 一 个 常数 (与 起 无关)， 
2, 对 于 一 个 常数 羔 另 一 函数 ,我们 有 
A{Cur} = CAwu:. 
3. 两 个 函数 之 和 的 姜 分 是 它们 的 差分 之 和 : 
站 (十 VE) = A + Avs. 


4. 线性 性 质 与 纳 了 上 面 的 两 个 结果 ， 


"2 


3.1 


数值 分 杰 


SCIu + Cav) — CA + CA 
其 中 , C1, Cs 是 常数 . 
. 积 的 差分 由 公式 


nn 


AL pv) = wivs + Vi 


给 出 .在 此 应 注意 变量 有 + 


6. 商 的 车 分 是 
A| 于 | _ UA OO— Us 
| VO 
骨 一 次 提请 注意 变量 +1. 
7. 蜂 函 数 的 差分 由 
AC = CCC 一 1 


给 出 .特别 ,C=2 有 Am = 
. 正弦 与 余弦 函数 的 差分 也 令 人 回 硕 微 积分 中 相应 的 结果 , 但 细节 却 颇 缺 所 那 种 魅力 ， 
了 | 


(0 


， 
Afsin&) = 2sin 六 cos| E+ 


A{lrosk) = — 2sin 2 1 nl 志士 村 | 


. 对 数 函 数 的 差分 同样 邻 人 失望 , 当 x; = za+ 夫 ,我 们 有 


1+ 下 | 
Te! 


Allogxs) = log 


当 E/zi 非常 小 时 ,A(leg zj) 近似 为 /zi, 而 在 对 数 的 微分 运算 中 , 它 是 x 的 倒数 , 非 
常量 著 ,两 者 相距 苦 近 . 
10. 单位 误差 函 数 (unit error function), 对 于 这 种 在 一 个 单一 的 点 上 从 二 1 而 在 其 他 点 上 
是 零 的 函数 ,有 一 个 带 交 错 符 缉 的 逐次 的 二 项 式 系 数 构成 的 差分 天. 在 一 个 六 值 的 
表 中 孤立 谋 差 的 检测 可 基于 单位 误差 函数 的 这 个 性 质 . 
11. 振荡 误 美 图 数 (oscillating error function), 对 于 这 种 交替 有 如 = 土 1 的 函数 ,有 -个 带 
交错 符号 的 、 由 2 的 逐次 徊 组 成 的 差分 表 . 
12. 其 他 特别 重要 的 函数 人 在 后 继 的 章节 中 将 被 研究 , 而 差分 与 微分 运算 两 者 间 的 关系 将 
是 一 件 继 续 关 心 的 事 . 


蔬 解 


根据 表 3.1 中 xi, ys 两 列 所 展 水 的 离散 库 数 ,计算 到 三 阶 差分 (为 方便 计 , 整数 变 基 上 也 
列表 中 )， 


0 1 1 
] 
1 2 8 12 
19 6 
2 27 18 
37 6 
3 4 64 | 24 
61 6 
4 5 125 30 
91 1 6 
5 6 216 36 上 一 
127 6 
6 7 343 42 
169 
7 8 512 
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3.2 


3.3 


了 .4 


本 .5 


解 Et 所 要 灶 的 盖 分 在 简 于 的 一 列 中 . 表 3.1 被 称 为 差 学 表 , 它 的 对 角 线 持 构 已 成 为 展示 差分 的 标 
淮 格式 . 头 分 列 中 的 每 一 个 表 信 和 嘴 左 边 最 近 的 两 相 邹 才 的 莽 分 . 
任何 这 种 表 , 展示 差分 如 表 3,.2 所 上 


表 3.2 

0 -人 让 

Dn 
1 了 1 wl A yn 

yl yn 
2 12 3 全 31 

3 Aiyl 
3 Ty 33 人 

ys 
4 ra 4 


例如 
Ayo Ty y=-1=7, 
yy =Ay - Myo = 19 .7= 12, 
等 等 ， 
题 3.1 中 的 函数 的 所 有 4 阶 和 更 高 阶 的 差分 是 什么 ? 


解 上 任 一 4 阶 及 以 上 差分 是 零 . 这 是 可 立即 获得 结果 的 特殊 情况 . 
证 明 yo0=y3 3y2t+3y1 yo. 
证 网 根据 表 3.2 或 前 面 所 给 的 差分 定义 ， 
站 一 站) (0 ~ 2y1 + y0) 

= y3— 3y2 + 331 一 30， 
证 明 Atyo= ya 一 4y3+ 6y2 4y1+ yp. 
证 因 根 据 定义 ,A'yo= yi 一 局 yo. 利 用 题 3,3 的 结果 以 及 由 提升 所 有 的 下 标 得 到 的 几乎 完全 相 
间 揭 式 子 


A y= 4 3y3+ 3y2 — 1 


立即 可 得 所 需 的 结果 . 
证 明 : 对 于 任意 证 整数 丸 ， 
E | 
Ayo = D1 | 
1=0 ‘1! 
其 中 ， 
国 |! 下 (和 二 1) (Ri+1) 
vil HE-!l 下 
正 是 熟知 的 二 项 式 系数 ， 


证 EP 用 归纳 落 来 证 . 对 于 上 = 1,2,3,4, 结 采 已 经 成 立 , 当 上 = 工时 ,根据 的 是 定义 , 现 假定 当 ， 是 
某 个 特定 的 整数 p 时 ,有 


p ， 1 
Apo0 = 2 | ; |， 
握 升 所 有 的 于 标 , 我 们 又 有 


Afyl = 六 | ?yo,, 


，22 数 信 分 析 


更 改 利 式 的 指标 , 即 令 i=j+1, 有 
上 ， p 
APy 加 Jp+1 加 2 ul +1 js 了 
对 和 和 式 的 指标 作 一 和 名称 上 的 癌变 也 是 方便 的 .在 我 们 的 另 一 和 式 中 , 令 革 = 六 有 
疡 一 上 


APyr = (一 ys, 1 tC— Lye, 
70 : 


十， 
Pl | 1 i | 
Mr lyo = An -Ap 7 ol- 2 (- | . ? I+ A 上 一 (一 Dm 
:二 二 
今 利用 
p | [| p+1| 
i+]1! 1 j+1! 
( 见 题 4.5) 并 作 最 后 一 个 和 标的 变化 , 即 令 7+1= 六 有 
+ 1 ip+1i 
A7 ye. ~ Ys+tl + > 1) | e+ 一 《一 1 Fyo 


P+1 | 了 1 
= yp 
于 是 , 当 训 =p+1 时 ,结果 成 闲 ,这 完成 了 归纳 法 . 
3.6 证 明 ,对 常数 函数 而 言 ,所 有 的 差分 都 是 埠 . 
证 结 设 对 所 有 的 上 ,y= C, 这 是 常数 函数 .于 是 对 所 有 的 
Am = hr p= CC-t=0. 
3.7 证 明 A(Cy)= CAy. 


证 0 千 这 类 似 于 微 积分 中 的 结果 ;A(Cy)= Cy, ,| -Cy = CAy. 
本 质 上 ,这 个 问题 包含 了 对 相同 变量 .ce 定义 的 两 个 参数 .一 个 画 数 有 值 y,, 另 个 有 值 x = 5Cy 
我 们 已 证 出 Az = Cay. 
3.8 ”考虑 定义 在 相同 自 变 量 x, 集合 上 的 两 个 函数 . 令 这 两 个 落 数 的 值 分 别 为 uw 和 中: 同 
样 , 考 虚 值 


Wh = Cup + Cov 
的 第 三 个 函数 ,其 中 CLs CC 是 常数 (与 区 可 无 关 ). 证明: 
Arwe = CA + Chu. 
这 是 差分 运算 的 线性 性 质 . 
证 上 贱 直 接 由 定义 来 证 明 ; 
A = Ww We = (Cu + Catri} - (Cm + Crow) 
= Cu — me) + Col ws = He) = Ch + Cv,. 
显然 ,相同 的 证 明 将 适用 于 任何 有 限 长 度 的 和 式 . 
3.9 利用 题 3.8 中 相同 的 符号 , 考虑 具有 值 加 = wv 的 函数 ,证 明 Ax, = tAvs + vi ,1Au. 


证 旺 仍 从 定义 开始 ; 


Th TF pr Ut HOR = REL MpUa4l 
= wt Wa) + wav — wa) 
= A + 名 和 
还 可 证 明 这 样 的 结果 ， 
A = D+ WA . 
3.10 计算 表 3.3 中 前 二 列 所 展示 的 函数 的 差分 .如 果 除 了 单独 的 1 是 一 个 单位 误差 之 外 , 其 
他 所 有 的 值 是 零 , 则 可 视 之 为 一 个 “误差 函数 "(error function) 型 .这 个 单位 误差 将 如 何 
影 喇 各 种 差分 ? 


第 = 章 有 限 部 分 .了 


解 人 EE 表 3.3 中 的 其 余 各 列表 示 某 些 所 需 的 差分 . 


表 3.3 

ET 0 
0 

I] 0 0 
0 0 

人 0 0 1 
0 1 

3 日 1 一 4 
1 -3 

| 1 一 立 看 

-1] 3 

Ts 0 1 一 4 
0 —1 

EE 0 0 1 
0 0 

I 0 各 
他 

I8 0 


这 个 误差 影响 到 差分 表 的 一 个 三 角形 部 分 .对 于 较 高 阶 的 差分 来 说 ,误差 不 断 增长 且 具 有 二 项 式 
系数 的 形式 . 
计算 表 3.4 中 前 二 列 所 展 水 的 钞 数 的 差分 .这 可 视 为 一 个 误差 函数 类 型 , 它 的 每 个 值 
均 是 等 于 一 个 单位 的 合 入 误差 . 试 证 :交错 正 负 型 导致 在 较 高 阶 差分 中 严重 的 误差 增 
长 ,幸好 ,会 人 误差 很 少 恰 以 如 此 方式 交替 变化 . 
解 # 洁 表 3.4 的 其 他 列 中 出 现 的 是 一 些 所 求 的 差分 ,对 于 每 一 较 高 阶 的 差分 来 说 , 其 误差 是 低 一 
阶 差分 的 两 榜 ， 


表 3.4 
Ed 1 
-2 
EE -1 4 
2 -8 
Ta 1 -4 16 
一 2 8 一 32 
Ty -1] | —168 人 
2 一 名 32 
Pn 1 一 4 16 
一 之 8 
55 -1 4 
2 
Le 1 


一 览 表 
1 2 4 8 16 26 42 64 93 


中 有 一 个 数字 被 印 错 , 是 哪 一 个 ? 


数值 分 析 


解 EF 乔 为 了 修改 - 览 去 ,计算 第 一 个 4 阶 蔡 分 , 并 水 平 乳 展 开 它 们 , 我们 有 


1 2 4 8 10 16 22 29 


上 是 ,这 种 想法 是 不 可 如 倪 交 :这些 二 项 式 的 系 散 产生 于 原始 表 的 中 间 项 16 中 大 小 为 1 的 数据 误差， 
将 它 改 为 15 产生 新 的 表 
1 2 4 8 15 2 42 64 9% 


由 此 ,我 们 得 到 养分 
1 2 4 7 11 16 22 29 


这 总 昧 普 事情 做 得 不 坏 . 这 是 数据 修 均 (date smoothing) 的 一 个 非常 简单 的 例子 .在 后 面 的 章节 中 .我 
们 将 会 更 充分 地 讨论 它 , 始终 在 在 着 这 种 可 能 性 ;正如 我 们 的 原始 表 那 样 , 数据 米 日 一 个 不 平整 而 非 
光 请 的 过 程 ,以 对 于 突起 处 (16 而 不 是 15) 是 真实 数据 而 非 印刷 错误 . 上述 分 析 可 视 为 检测 出 了 突起 
处 ,而 非 更 正印 刷 错误 . 


补 充 题 


对 于 如 下 yi 值 ,计算 到 4 阶 差 分 (这 里 可 假设 x = 上): 


对 于 &=5, 由 定义 直接 证 明 
AAS30 二 Ys Sy + ly 一 1033 十 I yl 一 yy 
来 验证 题 3.5. 
仿照 题 3. 和 证明 A 二 -人 
由 


区 


计算 到 5 阶 差 分 ,以 便 观 察 大 小 为 | 的 “ 相 令 并 差 " 的 影响 . 


利用 线性 性 质证 明 : 若 = 上, 则 
上 一 3 
= 人 人 6， 
A ye = A yp 一 A yy 6. 

试 证 ;车 y 一 28, 则 Aly 一 24. 


第 :党 有 限 差 分 
3.20 试 汪 ; 背 y=2*, 利 Ay, = %,， 
3.21 试 证 : 若 坟 一 CC 名 ay 一 (C1). 
3.232 由 以 下 提供 的 一 阶 莽 分 . 算出 向 省 的 yi 值 . 
为 员 
A 1 2 4 7 11 16 
3.23 由 以 下 提供 的 数据 ,算出 缺 演 的 % 值 与 Aw 值 . 
VE 6 
ys 
AT y; 1 年 13 18 24 
3.24 由 以 丁 提供 的 数据 ,算出 缺 省 的 yy 值 . 
Ye 0 0 0 6 24 60 
My 0 0 6 18 36 
A y, 0 6 12 18 
A ys 6 6 6 6 6 6 
3,25 在 数据 
yw 1 3 1 31 69 113 223 351 521 739 1011 
中 找 出 一 个 印 出 错误 并 更 正之 ， 
3.36 提升 公式 全 yo= y2 -2y1* wo 中 所 有 的 下 标 , 对 总 yl 和 六 ys 写 出 次 似 狼 展 并 式 ,} 
的 和 , 它 应 该 等 于 Ay -an= ¥4 一 33 3+ 
3,27 找 出 一 个 满足 A& =2w 的 函数 vy， 
3.28 找 出 一 个 满足 和 y=9y 的 函数 .你 能 找 出 两 全 这样 的 沙 数 码 ? 
3.29 继续 前 题 :寻找 “个 函数 使 得 如 加 =9 并 有 加 =0 = 
3. 折 证明 A(sink) = 2sin 六 cos 人 +1). 
3.31 证 明 A{tcosk)= 一 28in sin 下 一 3 | . 
3.32 证 明 Al log.ri | = log\ 上 十 ki ze | ,其 中 Ta= To 二. 
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阶乘 多 项 式 


阶乘 多 项 式 (factorial polynacomial) 由 
ye =k Rnt1) 
所 定义 ,其 中 nn 是正 整 数 .例如 ,人 =(k- 1) = 大 .由 于 这 些 多 项 式 具有 使 用 方便 的 特 
性 , 故 它 们 在 有 限 其 分 的 理论 中 起 着 重要 作用 .一 个 阶乘 多 项 式 的 各 种 差分 全 是 阶 收 多 项 式 ， 
更 详细 地 说 , 一 阶 差 分 


Mk 一 本 
让 人 联想 起 微分 是 怎样 作用 于 z 的 任 的 . 较 高 阶 的 差分 则 变 成 进 ~- 步 降 阶 的 阶乘 多 项 式 , 直 
至 最 后 


A = nt, 
以 及 更 高 阶 的 差分 全 为 零 . 
二 项 式 系 数 以 
j 有 
(| 一 nl 
与 阶 丧 才 项 式 相关 联 .因此 就 分 享 这 些 多 项 式 的 其 些 性 贰 .特别 著名 的 递 推 式 
+ i & 1- [| 
4 关 十 开 (= 天， 


具有 一 个 有 限 差分 公式 的 形式 ， 
从 阶乘 多 项 式 的 定义 可 直接 得 到 简单 的 递归 式 
ntl} 一 (天 加 nk 

将 它 改 写 为 

kintl) 

四 一 如 

它 能 用 于 将 阶 琵 思想 推广 到 和 政 数 "=0 -1 -2 …, 寺 是 ,基本 会 式 
AR™) = nk ™ 1) 


kin) _ 


对 所 有 整数 成 立 . 
Stirling 数 


当 阶 乘 多 项 式 用 标准 多 项 式 的 形式 表示 时 ,产生 第 一 类 Stirling 数 . 
El") 二 Se 十 im 一 BI": 


中 , $1” 是 Stirling 数 .例如 


hh 


EY = 2k — Ik + kk’, 
这 使 得 S19 =2, S31 = -3, S99 =1, 道 推 公式 
Sl = St) ns”) 


能 迅速 构造 出 Stirling 数 的 表格 . 
当 上 & 的 短 被 表示 为 阶 习 儿 项 式 的 组 合 时 ,产生 第 二 类 Stirling 数 .于 是 
pr = RD 
中 ,s" 是 Stirling 数 . 例如 


第 四 章 “ 阶 乘 几 二 站 .27 . 


失 而 5 二 15 人 1 = 5 人 =] 道 推 公式 
tl) __ [| | 
1 二 ,1 13, 


能 迅速 构造 出 这 些 Stirling 数 的 表格 .基本 定理 指出 , 每 个 友 的 等 , 作为 阶乘 多 项 式 的 组 合 , 仅 
有 一 个 这 样 的 表达 式 . 这 傅 保 了 第 二 类 Stirling 数 惟一 . 
任 窟 多 项 式 的 表示 法 

任意 多 项 式 作为 阶乘 多 项 式 的 组 合 的 表示 法 是 下 一 个 自然 的 此 又. 的 每 一 个 圭 被 如 二 
表示 , 然后 将 它们 组 全 起 来 , 由 刚才 介绍 的 起 本 定理 ,这 种 表示 是 惟一 的 ,例如 

R22+2E+1= [RD + ED +2 1 = + +l. 

根据 先 将 这 种 多 项 式 表 示 为 阶乘 多 项 式 的 组 合 , 以 及 随后 对 求 差 分 的 各 阶 药 项 使 用 我 们 
的 公式 ,将 便于 找 出 任意 客 项 式 的 差分 .至 此 已 可 理解 本 章 的 一 个 主要 定理 , 该 定理 指出 :一 个 
nt 次 多 项 式 的 差分 是 另 一 个 一 1 次 多 项 式 ,这 使 得 n 次 多 项 式 的 阶 差分 是 - -个 常数 ,而 更 
高 阶 的 差分 是 过 . 


题 解 


4.1 海 虑 满足 y, = 六 ( 上 一 1)(k& ~2) 的 特殊 肾 数 ,并 证 明 Ay, =3&( 开 一 1). 
证 # 当 Aye = yr” 1)R(CR -1)— ktk—1)(tk -2) 


=[(R+1)— (EE-2 RCE -1) =38(8 -1). 
对 二 开始 的 几 个 整数 值 ,同样 结果 的 表格 形式 给 在 表 4.1 中 . 


表 4.1 

点 
0 0 

0 
1 0 

0 
2 0 

6 
3 6 

18 
4 24 

36 
5 60 


4-2 将 题 4.1 一 般 化 .考虑 特殊 函数 
本 
(注意 :上 标 不 是 医 ). 对 于 =”>1, 证 明 
Ay = nk. 
此 结果 使 我 们 猛然 联想 到 有 次 医 函 数 的 有 关 导 数 定理 ， 
证 Ay y+)] 
= [RR+1)— (RR- ntl)]RE 1) -n+ 2) = nk 
4.3 证 明 :车 yy =, 则 A?y,=n(n-1)k” 2， 
证 将 题 4.2 应 用 于 Ay, 而 不 是 用 二 yy; 
人 
推广 至 高 阶 差分 正如 求 导 那 祥 进行 . 
4.4 证 明 Ak=n! 而 A '!lp "=0. 


2 


数 信 分析 


4.53 


4.5 


4.7 


4.8 


4.9 


证 BF 将 题 4.2 应 川 #4 次 以 后 立 得 第 一 个 结果 {符号 "可 看 作 1). 由 于 n1 是 常数 (与 上 无关》 


它 的 卷 分 拿 为 零 . 
二 项 式 条 数 是 整数 
nd! nl nlfk 一 nn)! 
让 明道 推 公式 
tl Rik 
| 
如 十 二 n+l1! nA! 
证 要 利用 阶乘 和 厄 式 以 皮 应 川 惠 4.2 
Et katl) Ak tl) 


本 (人 ae+l {x+1)! 


(nn + 雪琴 (1 Rim) 全 
ntl 9 


移 项 后 可 立即 证 出 结果 .这 个 著名 的 结果 已 被 使 月 过 . 
利用 递 推 公式 ,将 直到 上 = 8 的 二 项 式 系 数 制 成 表格 


解 8 去 4.2 的 第 一 列 给 出 的 | ”| 被 定义 为 1 根据 定义 ,对 角 线 = ”处 是 ,其 他 表 值 来 源 十 闻 
挫 公 式 .此 表 区 于 推广 


加 
2 
Fa 
| 咒 
到 
, 
kw 
已 
cn 
后， 
必 
oe 


0 1 
] 1 1 
2 1 2 ] 
要 1 3 3 1 
4 1 4 在 4 ] 
3 1 5 10 10 5 1 
6 1 在 15 20 15 下 1 
了 1 7 21 35 35 21 7 1 
名 1 8 28 5 70 6 28 8 1 


1 上 


《| 是 夫 [ 对 于 w > 符号 | “| 定义 为 


好 上 


试 证 ;若是 一 个 正比 数 , 则 当 n> 时,&(" 与 | 
kt") 
可 | 


证 8 注意 到 kTD=(4 -1)…0, 当 > 阶 科目 将 包 售 零 因子 , 认 而 | ”| 是 地. 
ni 


二 项 式 系 数 符号 和 阶 莱 符 号 常用 于 非 整 数 庆 .对 村上 = 方 和 n 二 2,3, 计 算 to 及 月 ， 


时 呈 四 -二 
oo 
| ER 1 | 11 1 
21 2! 2 41 8! 


jk (3) | 
上 -年 -去 二 | 井 . 


阶乘 的 思想 也 可 推广 到 上 标 不 是 正 整 数 的 情 癌 .根据 定义 , 当 是 -- 个 正 整数 时 , 有 
”大 ”将 它 改 写 为 
{ny (n+l) 
* = 下 一 a 
并 用 作 w=0, 一 1, 一 2,… 时 外 的 定义 . 试 证 k=1 且 "=1/(h+ nn 


第 四 章 险 息 多 而 式 


证 三 将 pz=0 代 入 交 邯 背 第 一 个 关内 对 于 第 二 个 结 畦 ,我们 上 有 


- -ll ”1L 
| -1 Rr 


p_i 1 . 1 
Rk+2 (RIRT LY + 2) 


如 此 等 等 ,过 需 要 用 山 纳 法 来 证 明 , 而 此 外 省 略 其 疾 贡 ,对 于 大 -小 定 区 下 一 1 并 接 尝 此 站 果 往 往 是 
方便 的 . 

节 . 了 9 证明: 对 于 所 有 的 整数 n,Ak'" nk 1 
证 和 对 于 n>1, 已 在 题 4,2 中 证 明 , 村 于 一 1 和 人 0, 于 以 立即 得 到 结论 ,村 于 如 为 负 整 数 ,比如 


NH——p, 
ty ot- A。 1 _ __] 1 
放电 一 记 A pm (RR+1+t p(t+2) (E+tp)tk+1) 


. 1 i ] ~ 抽 _ - 户 
人 


+1- 
这 个 结果 类 似 于 微 积分 学 中 * 若 Fx) = m, 则 对 于 所 有 的 整数 , 广 ! >y = nr" ! 均 威 立 " 这 一 定 至 . 
4.11 求 A 7. 
解 ”b 由 前 题 知 


_ 《一 和 
tl a 中 “ 
n) 


AKCD LD | 


4.12 试 证 = 一 + =28 一 38+, k= 6+1lk 6k +k 
证 & 委 直接 从 定义 出 发 ， 
BY RCE-1) -kt 
kl = -2) = 2k -3k - kY, 


hE RR 3) = 6+ 11 -6k + ,4. 
4.13 将 题 4.12 推广 , 试 证 :在 一 个 阶乘 多 项 式 表示 为 标准 多 项 式 的 展 并 式 
有 SS 
中 , 系数 满足 递 推 公式 
SS 人 -xsS(0 
这 些 系 数 被 称 为 第 一 类 Stirling 数 ， 


证 # 人 以 n+1 代 普 ， 
下 Cr 加 SI" 十 … 十 Sg 


而 利用 "= 让 (R 一 x 这-- 事 实 ,我 们 有 
SR + + Si RT [SE + +t SE] #). 


今 比较 式 子 两 端的 起 的 系数 ,有 


SIH) 一 号 _ ne), i 二 2 


由 比较 及 kr"!! 的 系数 ,还 应 注意 到 特殊 人 情况: 81” 一 一 n91" ,Sm 一 Si 
4.14 利用 题 4.13 中 的 公式 构造 一 个 第 一 类 Stirling 数 的 简 委 . 
解 BEF 由 特殊 情况 下 的 公式 S01 一 -rn91 中 立 寻 导出 表 4.3 的 第 -- 齐 .例如 ,因为 511! 显然 屁 


1, 故 


So. SD Ts 一 25 -2 
如 此 等 等 . 另 一 特殊 情况 下 的 公式 将 表 的 顶部 对 骨 线 全 韧 上 1, 然后 ,我们 的 主要 道 推 公式 完成 了 此 


表 . 例如 
S53) _ SI” - 25 一 【 1) 一 2(1) 一 3， 


数值 分 本 


SH = Ss 3585 = (2) -3(- 3 = 11， 
SH SH 35 (3) Hl) 一 -6 


节 此 等 等 . 直至 2 一 38, 该 去 读 取 划 下 ; 


2 一 1 1 

3 2 3 1 

4 一 各 11 1 

5 | 24 3 35 -10 l 

6 ~ 120 274 223 B35 —13 l 

7 2720 一 1 764 1 524 一 735 175 -21 1 

9 -5 040 13 068 -13132 6 769 一 1 960 322 -28 1 


4.15 利用 表 4,3 展开 全 ， 


解 EF 利用 表 的 第 5 行 ， 
0 -24k — SSO? + 35k3 一 10k: 于 RS. 


4.16 试 证 


人 3 | 


R27 = kD +RD, p= ED 3 +R ,k= k +Ik +6k +kh 


证 利用 表 4.3， 
和 
时 
ED + 7k + RD + RO = TC- E+ 6 3k + 上 k) 
| bk- ll? — Gk + ht) = pt, 


4.17 作为 下 题 的 必要 准备 ,证 时 闪 的 寡 作 为 阶乘 多 项 式 的 组 台 仪 有 一 个 表示 法 . 


证 WF 对 于 ,假设 存在 两 个 这 样 的 表示 法 ， 
pp = Alk! + 上 二 岂 拓 名， EP Big'! 二 十 BE'?, 


两 式 相 城 白 
日 = 《| Bik + 二 Bek'?. 

由 于 式 子 的 右 端 是 一 个 和 多项式, 而 没有 客 项 式 可 对 所 有 的 不 值 为 零 ,于 是 , 右 端 友 的 每 一 展 的 系数 攻 
须 是 零 . 但 姑 公会 出 现在 最 后 :项 中 ,因此 一 定 有 4,= 8, .然后 ,瑟瑟 仅 会 出 址 在 剩余 项 的 最 后 “项 
中 ,这 将 是 (4 一 互 DR 1 项 ,因此 有 人， ;= Bi. 同 理 ,直至 Ai 一 BI. 

这 个 证 明 是 对 惟一 表示 法 的 典型 让 明 方 法 , 它 在 数值 分 析 中 被 频繁 地 采用 .类似 的 定理 ;两 个 多 
质 忒 没有 导 等 的 系数 就 不 呆 能 有 人 恒 等 的 值 , 是 代 数 中 的 经 上 典 结论 ,已 被 用 于 题 4.13. 
将 题 4.16 推广 到 一 般 , 试 证 & 的 短 能 表示 为 阶 线 多 项 式 的 组 全 


如 DT 
并 且 系 数 满足 递 推 公式 
s+) 一 3] 十 st, 


这 些 系数 被 称 为 第 二 类 Stirling 数 . 
解 IE 我 们 继续 利用 归纳 法 .对 于 小 的 &, 题 4.16 已 确立 这 种 表示 法 的 存在 性 . 侯 设 


[el 


Er™ = :1 el) 十 ,十 5 ， 


乘 以 以 后 得 到 


4.21 


兴 四 全 ” 阶 淹 束 项 式 
Re = lp) tt eR 
邻 注意 到 
下 
从 而 
PE 一 2 全 | 下 1 so + mn 
这 已 是 "1 的 -个 表示 法 ,从 而 ,我们 能 写 出 
Bl = ， ， RR 
以 完成 归纳 法 .根据 是 4.17, 在 最 后 排 齐 了 的 阿 式 中 ,的 系数 必定 相 司 , 从 而 
se" 一 一 站 十 站 人 )， 了 一 
比较 天 二 和 的 条 数 还 可 注意 到 如 下 特 哺 情况 ; 
st 二 sf sl _ 人 
利用 题 4.18 中 的 公式 构造 一 个 第 二 类 Stirling 数 的 简 表 . 
解 BE 由 上 5 显然 是 1, 由 特殊 公式 5 立即 导出 表 4.4 的 第 一 州 .由 男 … 特 号 公式 得 
到 硕 部 对 第 钱 ,然后 ,用 主要 的 说 推 公式 完成 此 表 . 例 允 
3 1 
0 = (1) + 2(3) = 7, 
se so 3513} = (3}) + 3(1) = #6, 
等 等 , 直至 2 = 8. 该 下 读 取 如 下 ， 
1 2 3 和 5 [4 了 局 
1 1 风 
2 1 1 
3 1 3 i 
4 | 1 7 6 ] 
5 1 15 25 10 1 
加 1 31 90 b5 13 I 
7 1 63 301 350 1 4 21 1 
入 1 127 oo6 1701 05 晶 266 28 1 
利用 表 4.4, 用 阶 滋 多 项 式 展 开 7. 
解 上 利用 波 表 的 第 5 行 ， 
0 
证 明 ; -个 ; 深 名 王 式 的 第 阶 营 分 是 相等 的 , 贡 于 第 阶 的 差分 是 等 


证 BE 记 此 多 项 式 为 PCz) ,考虑 它 在 等 距 自 变量 co, zl, ra,… 六 个 离 数 集 上 的 值 .我 们 经 常 使 用 
的 以 整数 变 景 二 来 代 蔡 r 的 处 理 方法 常常 是 很 方便 的 ,这 个 上 由 -za= 丰 与 > 产生 联系 ,其 中 
是 连续 变 基 > 之 癌 的 特产. 对 于 自 变量 ,用 符号 P; 表示 我 们 的 基于 自 变量 上 的 多 项 式 的 值 .由 于 这 
种 自 变量 的 代 换 是 线性 的 , 故 以 > 与 以 米 表示 , 才 项 式 均 其 有 相同 的 次 ,我 们 可 将 它 写 为 

十 tk, 

个 医 能 被 表示 几 阶 缚 多 项 式 的 一 个 组 侣 ,这 导致 P, 自生 作为 这 和 组 合 的 


Pi = an + alk- aak? 二 
题 4.18 局 正明 了 的 每 一 
一 个 表 尺 : 
Pe bot bk + pk + .+ hk". 
利用 题 4,2 及 线性 性 质 ， 
PE = Bb1 + 2bok'l + ee 十 pb" 


上 题 4,2, 最 后 导出 AP -xn! .于 是 ,所 有 的 第 1 阶 差分 部 是 这 个 数 ,它们 不 随 & 空 化 ,而 更 


及 复合 


均值 分 析 


山 阶 的 益 分 是 和、 


于 ,22 人 想 疫 如 下 的 yi 值 属 于 -个 4 次 多 项 式 , 计算 其 余 的 了 个 值 . 


业 
kw 
后 


解 8 恨 据 题 4.21, 一 -个 4 次 多 员 式 第 4 阶 莽 分 是 常数 .从 给 定 的 数据 出 发 进行 计算 , 我 们 得 到 于 
4.5 中 例 强 左边 的 岩 值 . 


假设 其 余 的 4 阶 基 分 也 是 4, 则 导出 线 杏 边 的 表 值 ,出 此 可 料想 向 少 的 天 入 汶 yw 一 5, wo = 26, 4- 
= 77， 


£2 1 | 3} 


1 ga) etry) i 
计算 阶乘 :69 6560 i) ,| 二 | 


从 科 :6 6 06 二 


3 
， ， 1 了 
有 6 i 761 | 二 | | 二 | | 
计算 二 琉 式 系数 :| | ,| | ,| 1 ,| 3 |3 由 . 
43 6 47 3 (a 


对 村 yy 一 的 这 些 悄 , 计 算 到 4 阶 差 分 . 


* | 1 1 2 3 4 5 6 7 


J 站 D 0 0 24 120 360 B40 


税 动 于 阶乘 过 项 式 , 利 市 题 4,2 表示 yy 一 的 开头 4 个头 分 . 

借助 上 阶乘 多 项 式 ,利用 题 4.2 表示 x -8 的 开头 5 个 差分 . 

利用 表 4.3 将 只 =28 -的 二 4 人 -了 表示 为 -个 莹 通 多 项 式 ， 

利用 袁 4.3 将 号 = 人 +AGI + 上 表示 为 :个 普通 多 项 式 ， 

利用 训 4.4 将 风 = -了 (244- 8k2+ 引 表示 为 阶乘 多 项 式 的 一 个 组 全， 

利用 表 4.4 将 加 一 80 卫 一 3054+ 3&5 表示 为 阶乘 多 项 起 的 -个 组 舍 . 

借 豚 于 阶乘 多 项 式 , 利 困 上 述 癌 题 的 结 兴 算出 Aw, 热 后 , 利 睛 才 4.3 特 该 结果 转换 到 普 道 多 项 式 . 
划一 于 阶乘 多 项 式 ,利用 滥 4.32 的 结 困 得 出 Aw 和 Aw, 然后 利用 天 4.3 将 两 结果 转换 为 普通 多 项 
式 . 

假设 如 下 的 是 一 个 4 次 多 项 式 的 值 ,推测 接 下 去 的 3 个 全 


第 四 之 阶乘 多 项 比 


3 ， 


4.38 


4 .的 
和 .40 
4.4] 
.42 
4 .43 


加 0 1 2 3 4 5 
Eh | 0 3 时 15 24 35 
和 ] 2 3 4 5 
Ys 0 1 ] 1 1 0 


找 出 一 个 函数 yy, 对 它 而 言 Ayw = 天国 一 二 (二 一 全。 
找 出 一 个 消 数 为, 对 它 而 育 Ays = (一 1)(& 一 2). 
找 出 一 个 函数 ,对 它 而 言 Ays = 和 = 有. 
找 出 一 个 函数 yi, 对 它 而 言 Ay, = 上?. 

找 出 - -个 函数 w ,对 它 而 言 Ays 二 1(R+ 1)(k+2). 


第 五 章 求 和 法 


正如 积分 法 由 对 十 微分 法 , 洲 和 法 (summation) 是 相对 十 差分 化 (difterceneing) 的 道 运 和 名. 
广泛 的 讨论 将 呈现 在 第 17 章 , 而 此 处 则 介绍 由 个 基本 的 结果 . 
1. 嵌 套 和 (relescoping sum) 是 鞠 分 的 有, 我 们 具有 简单 而 有 用 的 
m-1 
2) Ay = ya ~ 30. 
这 英 似 于 导数 的 积分 法 .倘若 对 上 函数 y ,方程 Ay; = zs 能 求解 出 来 , 那么 任意 和 能 转 
换 为 嵌 套 和 .十 旦 


和 
| 中 
有 限 积 分 法 (finite integration) 是 从 
My = XE 


获得 y 的 过 程 ,其 中 z, 是 已 知 的 .内 为 显然 有 


nu-1 
3 二 30 二 Dz 
主人 


故 有 限 积分 法 与 求 和 法 是 相同 的 问题 , 然而 , 正好 在 积分 计算 中 那样 , 存在 许多 显 式 有 


限 积 分 (不 会 立 ) 有 出 的 机 会 . 
2. 分 部 求 和 法 (summatation by parts) 是 求 和 法 运算 的 员 一 主要 结果 , 它 包 括 公 式 


之 WAV = WU 一 一 2 vAu,, 
这 类 似 于 相应 的 分 部 积分 公式 ， 
这 个 公式 的 应 用 包含 着 以 一 个 (推测 上 ) 比 较 简 单 的 和 去 取代 原先 的 和 . 若 两 个 忆 
中 有 一 个 是 已 知 的 , 则 该 公式 起 善 由 :个 和 定 出 另 一 全 和 的 作用 . 当 钥 套 和 或 分 部 求 
和 法 能 适合 于 无 穷 级 数 的 部 分 和 时 , 该 无穷 级 数 也 能 被 求 值 . 


题 解 


mn 1 
5.1 证 明 Days 二 3 Vp 


点 一 站 
证 9 这 是 一 个 简单 而 有 用 的 结果 .出 于 它 和 包括 着 分 的 求 和 法 ,所 以 遂 常 特 它 与 包括 一 个 导数 的 积 
分 法 这 一 类 位 于 德 积 分 的 结果 相 比 较 . 首 先 注意 到 
Ayn TY wy 


Ayg TT Ay = E31 — 0) + (ya — v1) = v2 — yy 


Ayn + Ay1 + By2 (3 yo) + (ya 1) + {ya 2) = y3 — yo 
这 些 式 子 描述 了 所 含 的 这 种 嵌 这 和 .，- 般 地 ， 


Day = Cy 
所 有 其 他 的 » 慎 既 出 更 正 号 , 又 出 现 负 号 .在 差分 表 中 观察 ,结果 看 上 去 其 至 让 简 单 .邻近 的 差分 之 和 
给 出 了 上 行 中 两 个 表 值 的 差 


yn 。 。 。 。 。 。 y, 
Ayy Ay) Ay2 * “ yh 


第 五 齐 术 半 法 


5.2 


53.3 


3.4 


号 ,和 


在 右 的 其 他 地 方 仍 有 类 忆 结 果 


_ 2 n(n +1)(2n + 1) 
Pu 一 6 ' 
1 


证 明 12+22+ 


证 和 我 们 需要 求 -个 围 数 , 对 它 而 言 Aw% = 22; 这 类 似 于 微 积 分 中 航 积 分 问题 .在 这 个 简单 的 例 邯 


中 ,y, 几乎 能 涯 直觉 技 出 ,尽管 如 此 ,我 们 仍 使 用 -全 也 能 处 理 难 题 的 方法 ,首先 , 以 -个 阶乘 多 项 式 的 
组 会 代 挽 癌 ; 利用 Sturjing 数 ， 


具 辱 这 个 差分 的 一 个 函数 是 


这 容易 由 计算 Ay, 来 证 实 .由 4y, 号 到 裕 称 为 有 限 积分 法 . 因 然 , 它 菊 似 于 导数 的 积分 . 现 改 写 葛 


5.1 的 结果 为 > Ay -yi 一 v1: 经 过 代 换 得 到 
3 上 


DE le, + + 0° |- [D3 +4 | 
<? LL3 : 2 L3 2 


交工 如 (入 一 【下 十 了 4 n(n ~ 1)(2n +1) 
3 2 


6 


融雪 站 GT 的 入 


， 中 录用 上 一 i 1) 
和 解 和 由 以 前 的 结果 ai EE Ta ,利用 题 4.9 处 理 让 “, 则 
S，= " 2) -Da D000 
1 
二 1 一 + 


诛 奴 数 定 关 为 limS,, 它 因此 等 二 1 
考虑 定义 在 同一 个 自 变量 x, 集合 上 的 两 个 函数 ,它们 分 别 有 值 & 与 内 :证明 
了 CO >» vit, 
=D 
证 了 滞 这 被 称 为 分 部 求 和 法 , 它 类 位 于 微 积分 中 的 结果 
al)v (dr — wra)o{tr) — utrol ut rn) -slaw lz)dr. 
了 站 ， 


-0 


证 明 始 于 题 3.9 的 结果 : 称 作 整理 有 
HD = 站 


从 1=0 加 到 i=n--1, 有 
nl1 


nl nl 

> 人 电机 一 DACum,) 一 ma 

0 3 3 
然后 对 右 弟 的 第 :个 和 式 应 用 题 5.1. 接着 就 得 到 所 需 的 结 


求 级 数 SiR 的 人 ,其 中 -1<R<l 


解 f 和 由 了 AR:=R'"!-RR' 一 RR'(R-1), 我 们 可 设 w=7, w= R/CR 一 1), 并 利和 分 部 求 和 法 . 取 


有 限 和 
5 1 ， 办 由 1 及 
5, = >， ‘i = Pute = ue 1 一 ， 
最 后 的 和 式 是 一 个 几何 可 级 数 生 符合 一 个 基本 公式, 从 而 
zl" R{l1 — R") 

3 - Rit+ Ry 
由 十 nR” 与 玉生 极限 均 为 零 , 故 该 无 穷 纺 数 的 信 是 

limS, = R/(l - RY. 


+ 


数值 分 入 


5.6 投 括 一 榴 硬 市 ,直至 第 一 次 显示 在 而 朝 上 , 若 在 第 i 次 投 拂 时 第 一 次 显示 正面 朝 上 , 则 形 


成 个 等 于 ; 美元 的 支付 (payoff) (区 在 第 一 次 投 挪 时 就 立即 显示 正面 朝 上 则 支付 1 美 
元 ,在 第 -次 投掷 时 显示 止 面 朝 上 就 支付 2 美元 , 依 此 类 推 ), 对 于 平均 支付 (average 
payolf), 概率 论 导出 却 下 级 数 ， 


11 .1 1 i ll 
31+2 +3 = Di 
试 利用 上 古 中 的 结果 计算 此 级 数 . 
解 GF 出 题 $ 5 _ 工 得 | - 
由 其 5.5, 取 R 2 得 之 2 广 | ,放下 | = 2 美元， 


5.7 ”将 分 部 求 和 法 用 上 求 级 数 YYi2R, 的 值 


t= 


解 8 设 站 -om=RAR- 有 ,我 们 得 到 Av =2r+1, 从 而 
zx +1 


一 局 了 SA: -. RE” _ 加 有 
SS MR = Dd = wR 0 RIC +1) 
2 BR 2R OH RR 
R-1 R12iR -R i rR. 
在 加 5.5 中 已 求 出 了 剩余 的 两 个 和 式 中 的 第 -个 ,而 第 二 个 和 式 是 几何 级 数 , 站 是 我 们 得 到 


nR* 2R [2 1 本 
R-1 有 -IELR-1I (1 Ri R-1 1-R: 


令 n ro, 最 括 得 到 lim 5,=(R+ RIY(1-R);, 
5.8 投掷 一 核 硬 币 ,直至 第 一 次 显示 正面 朝 上 , 若 在 第 ; 次 投掷 时 第 一 次 显 反 正面 朝 上 , 则 形 


成 一 个 等 十 它 类 元 的 支付 对 于 平均 支付 , 报 率 论 导 出 级 数 > | 十 | . 求 此 级 数 的 什 
:+ 一 


一 六 


Sa 一 


解 FP 由 题 5.7, 取 R= 二 ,得 > 1 = [十 + }/ 村 | = 6 美元 


补充 题 
s.9 利用 有 限 积分 法 [如 同 在 题 5.2 所 那样 ?证 明 
yi = 工 + 十 … 十 二 一 于 


1 上 
5.10 出 有 限 积分 法 求 77 的 值 
5.11 利用 有 限 积分 法 , 试 证》 4，- 入 二 (参看 题 3.21) 显然, 安 就 是 初等 代数 中 的 几何 和 (gromeri 
sum). 
| x 
| 


4 十 工 


| 1 
‘Et 


Le 1 
5.13 。 用 有 限 积 分 法 求 2 (TU 3 的 入 


7 | | 
5.12 试 还 | | = 
1=1 衣 ， 


5.14 求 M， 1 的 值 ， 


titi + 2) 


5.15 对 于 1<R<1, 米 》 DR’ 的 值 . 
:= 闪 


5.16 变更 题 5.8, 使 得 支付 为 .利用 议 5.15 求 平均 支付 Pa| 工 】 的 值 
r= 习 ' 


5.17 。 变更 题 5.8, 使 得 当 ; 为 信教 时 支付 是 +1, :为数 时 支付 为 -1 平均 支付 是 (一) 二], 求 
该 级 数 的 值 ， 


第 方 章 冰 和 法 


Ty ,| 了 | 本 
求 2 lal 1+ ; | 的 值 . 


借助 于 Stirling 数 求 >» ”的 秆 . 


1=] 


5 [i 


i(i+n)y 


求 YaR， 的 值 ， 


z= 


以 一 个 求人 的 形式 吉 示 As = 二 的 -个 有 限 积 分 ,避免 -0 


以 一 个 求 和 的 形式 表示 Am = lcg* 的 有限 积 分 ， 


第 六 章 Newton 分 式 


现 可 借助 二 有 限 差分 与 阶乘 多 项 式 表示 配置 多 项 式 ,首先 证 明 求 和 公式 
i 
TE 二 2)| | Ayn, 
t= 和 2 ! 
并 对 配置 多 项 式 直 接 导 出 Newton 公式 . 它 可 写 为 
rn i 
be = >| ay 
re 
利用 自 变 二 ri 其 中 x = xe+t 让 ,能 得 到 Newton 站 人 另 一 形式 ,并 可 证 明 它 是 
plri) = 加 + | 2 ej — ro) + 本 全 | — zo) (rs x) 
Am 
二 [> ， (Da 
其 配置 点 是 coy x1, .6 .在 自 变 量 的 这 些 点 上 ,该 多 项 式 到 指定 的 值 yn, yt 六: 
题 解 
6.1 证 明 
y1 = VY0 + Ayo, 
y2 = 0 + 2Ay0 + Alyo, 
ya =v0 + 3Ayo + 3A yo + A yo, 
并 推 目 如 间 
Ayy = Ayo + 2A yo + A yn, 
My = A yo + 2A yy + Myo 
这 种 类 似 的 结果 . 
证 i 就 最 一 般 结果 而 言 ,这 仅仅 是 一 个 黄 备 工 目 .第 一 个 千 果 是 显然 的 .对 于 第 二 个 洁 果 ,: 


6.1 一 眼 就 可 看 4H 


| 
D 


y1 = P+ YL = Cvo f Ayg) - (Ayn + Aiyy), 


表 6.1 
TO YU 
全 3 
， 2 
二 1 i A yo 
Ayl 点 yo 
Ta 2 A Aiyp 
DY BiyL 
了 RO 
TT3 了 3 2 
Ly 
可 和 于 中 


种 所 章 Newton 公式 9 


.2 


.3 


| 


从 而 立即 导出 所 需 结 果 . 注意 到 由 志 6.1 最 上 面 的 对 胃 线 上 的 表 值 表示 ya, 同时 注意 到 , 几乎 完全 ~ 
翌 的 计算 得 到 


Ayi = Mn + 2 ys +t A ym 2 = y+ A + yp, 
等 等 , 由 那些 晤 上 而 的 对 角 线 .十 的 表 值 表示 wy; 记 在 的 对 角 线 上 的 表 值 ,组 后 ， 
v3 ya ys = Cy + ZA + Myg} + (Aye + Ave + A yg) 
立 肢 导出 第 三 个 所 需 的 铺 果 ,对 于 Ay3, 入 ys 等 等 ,类 似 的 表示 能 由 仪 仅 提 天 每 个 A 的 上 标 而 写 出 来 . 


、 . 由 . 
证 明 : 对 于 任 一 止 整数 直 , 闪 = >| | a'yo {这 插 , yo 仅 表 示 yo0). 
:= 7 
证 睫 刊 用 归纳 法 来 证 明 . 对 三 =1,2,3, 见 题 6.1. 眉 设 当 上 & 层 某 个 特 别 的 整数 时 ,结果 
pp 
yp = >| | 


成 立 , 则 正如 前 题 中 所 指出 的 ,我 和 的 得 种 差分 定义 使 得 


了 
By 


也 成 立 .此 时 我 们 得 到 


,ip & | pl| 
Mpr] = Ys + By, = > y+ 2, | Spo 
T= 和 4 rs 
Tip) | pi ， 
-+ I | y+ or Ty 
JI 
2 1 思 十 1 . 2 六 +] 
A 2 An + Ar iy = 2 A'yy. 
1=1 31 


第 二 步 州 到 了 题 4.5. 如 朵 有 必要 ,和 和 标 可 立 恕 由 jy 改 为 .从 而 ,我 们 的 结果 当 上 = p+ 1 付 成 立 . 归 病 
法 证 毕 ， 
证 明 : 对 村 下 =0,1,…, n,n 次 多 项 式 
Pe — yn + RAyo+ 3A? yo 十 “十 An 
rE ， 严 ‘| 
-Dy = Ds 

4 = 自 tT 二 和 
取 值 如 = y, .这 是 Newton 公式 ， 
证 首先 ,注意 到 当 训 =0 时 , 右 端 仅 剩 yo 项 ,而 其 余 所 有 的 项 为 零 ; 当 上 ==1 了 时 ,有 国 仅 简 前 两 
项 ,其 侠 的 为 鹤 ; 当 上 =2 时 仅 剩 前 三 项 ,于 是 ,利用 是 6,1， 

Po = yor P= yot Ayo= yl pr yt Ay — A yo 二 3， 

我 们 的 证 明 本 项 已 明 . 一般 好 ,若是 从 0 至 ”的 任 一 整数 , 则 对 于 > tl = 0 因为 它 将 包 售 因子 
点 -点 ) .该 和 缩写 为 


Pr 三 2 Ayo 
而 据 题 6,2, 人 它 简 化 成 .因此 ,这 个 问题 的 宕 项 式 对 整数 白 变 晤 =0,1,…,n, 与 函数 取 相 司 的 值 
{站 过 ,该 多 项 式 对 任意 自 变 瞬 让 部 有 定义 )， 


以 自 变量 -r* 来 表示 题 6.3 的 结果 ,其 中 , x = zo 十 刀 . 
解 85 首先 ,注意 到 


如 此 等 等 .以 符号 p(xz4) 代 将 名 ,我 们 立即 得 到 


dyo Aly 
plr) = yn + hh 一 Xo) 十 Tas — ro) tzs — x1) 


J . 


数 信 分 白 


6.5 


0.6 


6.7 


这 是 号 形式 的 Newion 公式 . 
找 出 一 个 3 次 多 项 式 ,该 多 项 式 所 取 的 4 个 值 排 在 对 应 于 zy 列 的 yy 列 中 . 


表 6.2 


名 
1 | 这 3 加 
3 也 
2 | 名 8 7 
12 


解 i 所 禹 的 各 种 基 分 出 现在 表 6.2 的 剩 祭 列 中 将 带 图 的 数字 代入 Newton 公式 让 相应 的 位 轩 
时 ， 
2, 和 
plxil 11 2 {rs 一 中) + 8 {Cr 一 4) {x — 6) 
4 
十 48 — 4}{(xre — (x, — 8). 
它 可 被 简 攻 为 


plrs) 一 2 — 277i + 142z — 240)， 


不 过 ,在 应 由 中 通常 第 一 种 形式 更 可 取 、 
利用 自 变 莉 & 表示 题 6.5 中 的 多 项 式 ， 
解 % 直接 由 题 6.3， 


六 02) 4,3) 
P=1+t2k+ tsk 


对 于 计算 p; 和 值 而 言 , 它 是 方便 的 形式 ,因此 可 以 床 样 保留 下 来 .还 能 将 它 量 新 整理 为 


11 1 2 
P=1lt ek- T+ 


应 用 Newton 公式 , 找 出 一 个 取 表 6.3 的 yi 值 而 不 大 于 4 次 的 多 项 式 . 


k3. 


二 


表 6.3 
友 x ye A a A 
0 1 中 
@ 
1 2 | EE 
2 加 
2 3 1 一 了 入 
人 8 
3 4 1 二 
2 
4 5 l 


第 六 章 Newtuon 分 式 


解 ”EE 薇 圈 起 的 龙 需要 求 的 差分 .将 带 圈 的 项 代入 Newton 公式 中 相应 的 位 置 ， 


四 4 ,12 9 3) 16 ,i 
p= 1 2 二 ok -6* 十 94 让 


它 也 是 
pi 一 (24 — 16k7 1 40k? - 32k + 3). 
由 于 大 = -1 页 这 个 结果 也 能 被 写成 


疡 (2 = TC 247x} + 100.e — 1684, + 93). 


补 充 颐 


6§.49 找 一 个 取 下 列 值 的 4 次 老 项 式 . 


6.10 找 一 个 取 下 列 值 的 3 次 多 项 式 . 


6.11 找 一 个 取 下 列 值 的 5 次 多项式 ， 


在 .13 以 


Pi = an+ gk + qrk') 上 二 他 二 


的 形式 , 表示 -个 5 次 多 项 式 , 计算 Ap Ap,，…, A"p,, 然 后 试 证 :党 要 
放下 二 和 


才能 导出 Apu =ayo 训 po 让 四 ,等 等 .其 次 ,推出 


i 
nl A"yp 。 


1 
dp 一 yn: dl 一 Ayns 在 2 yo 一 


并 将 这 些 数 代 人 , 再 一 次 得 到 Newton 公式 . 
6.14 找 一 个 在 z= 人 01,2 下 与 wfz)=x+ 相 配置 的 2 次 密 项 式 ， 


"dd2 ， 


数值 分 析 


找 :个 企 了 = 2,3 下 与 yr) =sin| 至 | 相 潮 和 旋 的 3 议和 针 项 式 ,分 别 比 较 黄 个 函数 在 r=4,xz=5 
时 的 值 . 

是 可 存在 这 样 的 一 个 4 次 多 项 式 , 它 在 .rc 一 0,1,2,3,4 上 与 xz)=sin 学 相配 办 7? 

蚌 否 存 企 这 样 的 个 2 次 多 项 式 , 它 蛮 7 一 1,0,1 上 与 vt.x) =.r? 相配 置 ? 

找 :个 在 z= -2, 一 1,n,1,2 上 与 fr) 一 3 了 | 相配 加 的 # 演 和 冤 需 式 .在 何 处 该 过 项 式 比 2 工 ) 大 ， 何 处 
又 比 yt) 小? 

找 -个 在 了 = 仙 1,4 上 与 ytx)=vz 相 配置 的 2 次 多 项 式 .为 什么 Newton 公式 不 适用 ? 

求 避 y3= 1 的 一 个 解 , 它 对 于 所 有 的 让 具有 yy 一 Ayw= 六 yo=0. 


算 子 


第 七 章 莫 于 上 与 配置 区 项 式 


在 数值 分 析 中 到 处 都 使 用 算 子 .特别 , 它 适 用 于 简化 复杂 公式 的 开发 . 基 些 最 令 人 感 兴趣 
的 应 用 以 乐观 精神 来 实现 , 而 不 去 特别 拘泥 于 暴 辑 上 的 严密 ,其 结果 由 其 他 方法 来 确认 或 用 实 


验方 法 检验 . 


本 章 中 导出 的 相当 数 其 的 公式 具有 某 种 程度 上 的 历 鲍 影响 , 如 们 提供 了 早期 的 数值 方面 


的 具有 优 光 权 的 见解 , 冠 以 像 Newten 与 Causs 这 种 名 字 , 显示 出 他 们 在 拷 个 时 期 的 重要 性 . 计 
算 硬件 的 变化 已 减少 了 它们 的 应 用 范围 .第 12 章 将 重复 要 点 ,在 那里 将 提供 其 些 古 典 的 应 用 . 


立即 要 用 到 的 特定 的 算 子 概念 是 这 些 ; 
1. 算 子 A 由 


a 


十 


A = Yel 
定 头 .现在 我 们 将 A 想象 为 这 样 一 个 运算 ;对 村 考虑 中 的 所 有 值 , 当 提 供 y, 作为 一 
个 输入 时 ,就 产生 y, ,| 一 vy 作为 一 个 输出 ， 


J 一 入 一 + 


鼻子 与 一 个 算法 (正如 第 一 章 中 所 报 述 的 ) 间 的 类 航 居 显而易见 的 . 


. 莫 子 五 由 


Ey = 11 


定义 .这 里 ， 对 于 运算 来 涪 ， 输入 仍 是 ye: 而 输出 尽 Tell: 


i} 


A 和 王 均 共有 线性 性 质 , 即 
古人 2z) =CAy + Chr 
五 (Cl + Carey = CI Ey, + CPxr,, 
其 中 , Cl 与 C3 是 任意 常数 (与 无 闫 ). 将 要 介绍 的 所 有 算 子 均 其 有 这 个 性 质 . 


. 线性 算 子 的 组 合 .考虑 两 个 算 子 ,分 别 记 为 工 ,了 由 给 入 只 ,产生 输出 ys 与 Layi， 


则 这 些 算 子 的 和 定义 为 输出 工 t+ 工 2 的 运算 ， 
YE 一 Lit -| 一 Ly FT Lay 
类 羽 的 定义 引出 两 个 算 子 的 差 ， 
更 -- 般 地 .车 Ci 与 C2 是 常 狼 { 与 上 无 关 ), 则 算 子 CL + CzLs 产生 输出 


CiLiy +t CaL2y. 


[ I 
VE 一 CiLit CL -| 人 1 十 2 


. 算 子 工 ; 与 工 : 的 积 定义 为 输出 工 1 工 xy 的 运算 ,图表 使 之 更 清楚 : 


I | 
四 | 2 j ed 四 2 


算 子 工作 用 于 由 工 > 所 产生 的 输出 .图 表 中 和 间 的 3 个 部 分 合 在 … 起 表示 算 子 LiL，. 


:Ye 一 LiL; — Lm 


，44 ， 数 生 分析 


用 这 个 积 的 定义 , 像 上 文中 Cu Cz 这 样 的 数 也 可 看 作 算 子 .例如 , C 是 任意 一 数 , 算 子 
C 执行 乘 以 数 C 的 莱 法 运算 . 
. 算 子 等 式 . 如 果 对 所 需 考虑 的 问题 中 的 所 有 输入 , 算 子 工 ! 与 工 ; 产生 完全 相同 的 输 记 ， 


3 
则 称 它 们 相等 .用 符号 表示 即 :对 所 需 考虑 的 问题 中 的 所 右 自 变 基 玫 , 若 
Liy, 一 Liyes 
则 
Li = L. 


电 这 个 定义 ,对 照 输 出 立即 看 出 :对 任意 的 算 了 工 1, 2 与 3 
Li+l=L2+ LL, 
Lit(Ls+L3)=(L + 2)+ Ls 
Li(T2L3) = (LL Ls, 
LitL2+ 13) = LiL2+ LiL;. 


但 敢 法 交换 律 不 总 是 成 妆 的 : 
LiLs A Lali. 
然而 , 若 两 个 算 子 中 有 一 个 是 数 C, 则 由 对 照 输 出 结果 , 显然 有 等 式 
CLi 一 Ly. 


6. 道 算 子 . 对 填 我 们 将 使 用 的 许多 另外 的 算 子 来 说 ,乘法 交换 律 也 成 立 . 作 为 特例 , 若 
LiLs = LsLi=1 
则 称 上 1 与 工 为 逆 算 子 .在 此 情况 下 我 们 使 用 如 下 符号 ; 
让 pt 
血 子 1 就 是 通常 所 说 的 恒 等 算 子 , 并 匡 对 任 一 算 子 , 易 见 它 使 1: 工 = 工 '1 成 立 . 
. 连接 A 与 五 的 简单 方程 , 其 中 包括 
E=1+5, A=E:—2E+1, 
EA =AFE, = FE-3E +3E-1. 
早期 利用 其 他 手段 已 证 明了 商 个 相关 定理 , 用 算 子 符号 体系 表示 如 下 ; 


A* = ye EF: = 站 
i=0 这 1 下 下 


. 向 后 着 分 算 子 (backward difference operator)? 由 
Vy = Yk Yk-l 


Li1= Li! = L;= Li!= 


ee | 


[pe 


定义 .然后 易 证 
VE = EY=A. 
YY 与 EE ' 之 间 关 系 可 证 明 是 
E*=1-Y. 
而 对 负 整 数 &, 可 导出 展开 式 
yt > 到 (下 二 Dr 


. 中 心 装 分 算 子 (central difference operator) 由 
他 二 E32 一 Ez 
定义 , 接 下 来 有 6E2 = A, 尽 管 带 分 数 变 元 , 但 这 是 一 个 用 得 很 多 的 算 子 . 它 与 下 面 的 算 
子 有 密切 关系 . 
10. 平均 算 子 (averaging operator) 由 


“中 


1 ， 上 1 
-=IEl+E 21 
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定义 ,从 中 心 闭 分 运算 中 消去 分 数 变 元 是 蕊 的 主要 作用 ， 


配置 多 项 式 
至此, 配 丛 多 项 式 能 表示 为 多 种 串 供 选择 的 形式 ,它们 均等 价 于 第 6 章 的 Newton 公式 ， 


而 每 一 
1. 


[| 


| 


七 


ML 


7.1 


个 都 适合 本 多少 有 些 不 同 的 情况 .我们 讨论 如 下 公式 ,它们 从 第 十 二 章 开 始 找到 用 途 . 
Newton 向 后 公式 {Newton's backward formula) 
Pr = yo t+ kVyot A Voy + e+ El Yoyo 
表示 当 £ = 人 0， 一 1， 机 时 取 值 为 y。 的 配置 铬 项 式 . 
， Gauss 向 前 公式 {Gauss forward formula) 癌 通过 展开 下 与 间 的 关系 得 到 . 若 多 项 式 具 
有 括 数 2n 次 昌 配 喃 在 上 = 一 px,…, nn 上, 则 为 
"i i 一 11 ,, 
Pre = wo 之 | 2;—1 | Ey ‘yi 十 ，， las 
车 多项式 具有 奇数 22 +1 次 且 配 置 在 上 = -ma+l 上 , 则 变 为 
| 1 下 十 工 一 1 k+l1| 3， 
六 一 > 2 be " 四 1 9 | 
，Gauss 向 后 公式 (Gauss backward formula) 能 用 类 似 的 方法 获得 , 对 于 偶数 次 它 仍 取 配 
置 在 = 一 nn,…,n 上 的 形式 
严 十 了 一 _ | 下 十 了 1 
Pe= yot >|| 2 1 | 3 + | je 
这 两 个 Gauss 公式 的 一 个 重要 用 途 是 鹤 出 Stirling 公 
. Stirling 公式 是 配置 多 项 式 应 用 得 最 多 的 形式 之 一 . 它 形 如 
jg 1 1 下 1 ， | 
Pe =¥0 + 1 Sxyo + ， | | Don 十 3 人 1 
下 1 玫 十 工 二 十 天 一 匠 2 Ek+tn-1).,, 
:| , Jar pn by pyo + | 2 -1 J oy, 
并 且 是 一 不依 受 次 和 的 和 Y 式 .不 言 而 喻 ， 二 在外 一 2 上， 
.Everett 公式 取 如 不 形式 ， 
上 二 二 十 了 | | 下 十 天 
pb =| yt 3 ja | 5 ay + > 1 Buy 
| 一 二 kk iRT1 [E+n ol ,, 
_ 1 | 加 | ja 5 | dy i 2， ,1 有 ys 
并 且 可 由 重 排 奇 数 次 Gauss 向 前 公式 的 构成 成 分 来 获得 , 它 配 置 在 = 一 nn,…,n+1 
上 .注意 , 式 中 仅 出 现 偶 阶 差分 . 
,Bessel 公式 是 Everett 公式 的 一 个 重 排 , 并 旦 能 写作 
1 k| [8& 
mo et 
k+l ,, 1 i 41g+no1| 2 
Er 
题解 
证 明 五 =]1+ 们 


证 旺 根据 已 的 定义 .Fw = 和 本 5 而 根据 1+A 的 定义 ， 


(+ 一 


，46 + 


数值 分 村 


7.2 


7 了 .3 


了 .中 


了 .与 


7.6 


了 .7 


对 二 所 有 的 和 变量, 算 子 玉 与 1+ 妨 其 有 完全 - 样 的 输出 , 故 两 者 相等 .这 个 结果 也 可 瑟 成 <= 下 - 
1 . 

证 明 EA AE. 

证 上 本 因 


Edy Ely 7 HE) 7 M2 Wt 
且 
AEye = By 7 Yh Mt 

输出 相等 ,从 而 鼻子 相等 这 是 一 个 乘法 变换 律 成 闻 的 册子. 
证 明 A? =E*-2E+1. 
证 《5 逢 用 备 了 的 多 种 性 质 ， 

A {E-D(E-1)= EF-irE-E:.1+l1=E -2F+1. 
本 
|; 


| 


在 
应 用 二 项 式 定理 证 明 A*y, = 2 i}: 


证 哑 只 费 a 与 5 从而 与 + 区 在 乘法 运算 中 证 交换 , 则 二 项 式 定 理 


， 
(a+ b)* = Dl ew 
1 


r= 


就 是 止 确 的 ,在 当前 情况 下 , 这 些 元 素 将 是 三 与 - 1, 而 它们 可 交换 , 故 
A = (FEF-1)— > | | 
注意 到 Eyo ~ y1, 上 ?yo = y5， 等 等 ,最 后 我 们 有 
ao = pi Dj 
这 重复 了 上 题 3.5 的 结 


和 1 
证 明 六 = > | ;| As 


:=0 7 


证 和 出 于 -1+A, 故 由 二 项 式 定理 得 到 


下 =(1+Ai ->》， “| 


所 
对 外 性 用 这 个 算 工 ,并 且 利 用 Exyo= 4 这 一 事实 ,立即 得 到 所 沉 结 果 . 注意 ,这 重复 了 题 6.2. 
向 后 差分 (backward difference) 由 

VE = Wl = A 
所 定义 .显然 , 它 包含 着 对 y - ,指定 一 个 新 的 符号 . 试 证 VE = EV =A,E-'- 
1 一 Y. 
证 姓 由 于 对 所 有 的 白 蛮 量 &, 均 有 


VEy: = Vy pl = A 


EVy: = 天 一 区 -人 = 
所 以 我 们 有 
VE = EV=A=E-1. 
对 于 由 玉 "y= y，1 所 定义 的 算 子 , 利用 符 导 刁 - ,我 们 发 现 EE -1 与 请 “Ey, 都 是 % .用 重子 
语言 来 说 ,意味 并 这 两 个 算 子 是 互 道 的 ,EE -= 下 !E =1. 最 后 ,作为 算 子 i* 算 的 -- 个 统 当 ， 
V= EIEV= EA= FEE-1)=1-E.!, 


而 

El!=1-V. 
如 表 7.1 所 示 , 利用 仙 的 变量 名 ,向 后 差分 通常 仅 用 在 一 个 表 的 底部 .利用 符号 Y?y, = 
YY ys Vy = VV 等 , 试 下 A"y, = WV yg 
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=- 47 - 


7 了 .8 


表 7.1 


证 村 出 于 汪 = 上 YY, 我 们 有 afFRY)* ,而 五 与 Y 可 交换, 于 是 式 子 右 端 的 22 个 因子 重新 整理 后 


可 给 出 "= YY "FE" .将 它 作用 于 = V Ey 加 Vy 


证 明 
了 -1 一 330 一 Vyo, y2= 30 一 之 Vyo + Yiyo, 
y= 3 Vyo+3 Vy Viyo. 

并 证 明 , 对 于 负 整 数 关 ,一 般 有 

一 
(k++ 1)'(k+i~-l 
+ ( kt+i~1) 
一 人 


i! oo. 
证 上 按照 一 役 情况 , 立即 有 

Ye 二 ev 二 (EY) yy, 一 《1 一 Yo. 
利用 带 有 负 整数 的 二 项 式 定理 ,使 得 


4 | 一 大 起 ,CRE 
| ; | Vy m+ DD 1 2 一 i vy, 


二 [上 足 十 1):…( 丰 十 1 一 1 i; 
=367+ 之 i Dvy,. 


而 对 = -1, -2, -3 这 几 种 特殊 情况 , 写 出 和 过 后 便 可 立 得 . 
证 明 : 具 有 由 下 面 的 公式 
klg+l1 Ritk+t+n~l 
十 kVyn 十 多 全 Viyo 十 "十 kta VY Yo 


Pp = Yn 


1 E(kR+1)(R+i-l1 
-w+ "(RR+i-1) 


v: 
让 239 


定义 其 值 的 次 多 项 式 , 当 上 =0, -1 … -nn 时 ,可 简化 为 p= y,( 这 蚌 问 后 Newton 
差分 公式 ). 

证 “有 ef 该 证 明 与 题 6.3 中 的 证 明 非 常 相 像 . 当 关 = 由 时 , 式 子 的 右 端 仅 剩 下 第 一 项 ;当天 = -工时 ,人 奴 
出 是 两 需 ,其 余 的 项 均 为 零 ，- 般 地 ,若是 从 0 到 一 5 的 任 一 些 数 , 则 对 J i 一 RR+1) 呈 (+ 
一 了 =0, 和 和 式 可 缩写 为 


4 
g(E+1)- re le, 
bi = yo+ D2) 人 了 vi 


1=1 


而 出 题 7.8, 这 可 简化 为 加. 因而 ,对 于 下 =0 一 1,…,- nn, 这 个 问题 中 的 多 项 式 与 我 们 的 y 琢 数 一 
致 


7.10 找 出 -一 个 3 次 密 项 式 ,该 多 项 式 所 取 的 4 个 值 列 在 表 7.2 对 应 x, 的 y 处. 


:48 - 数值 分 相 


家 7.2 

此 Lk VL Ty 人 Yh 
-3 4 1 

2 
2 日 3 3 

3 中 
1 ， 8 中 已 

总 
上 二 名 


和 解 EE5 所 需求 出 的 差分 出 现在 训 7.,2 余下 的 别 中 ,将 带 疾 的 数字 代入 Newton 问 后 公式 相应 的 位 
置 中 ， 
pr — 20 + 12k + ThE TU)+ EE + (+2). 


注意 到 除了 和 白 变 基 ,这 组 数据 与 题 6,5 中 的 查 同 .由 关系 式 x = 10+ 2k 消去 上 ,在 题 6.5 中 得 到 的 
公式 


pc) - Be 274+ 142x4240) 
贞 … 次 被 得 到 .了 枫 个 Newton 公式 不 过 是 相同 的 多 项 式 的 重 排 .随后 还 有 共 他 的 重 排 . 
1 1 ， 
7.11 中 心 差分 算 于 8 由 $=E2 一 玉 2 所 定义 .从 而 Sy1 = y1- y= Ayo = Vyi; 如 此 等 等 , 注 


1 -二 1,, ， -1 ，、ps 
意 到 E32 与 ?是 互 逆 的 , 且 (F2)?=E,(E 2)?=EE , 试 证 A"y, = 6"y, va， 


证 5 根据 5 的 定义 ,我 人 有 站 3 = -1-A 与 A"= "FEF, 将 它 应 用 于 yy, 产生 所 需 的 结果 . 
?7.12 用 3 符号 ,通常 的 差分 表 可 改写 为 表 7.3. 


表 7.3 
上 Ss 间 人 61 Ey 
一 人 F-2 
By_2 
-1 ' xy-1 Gy 1 
| dy + By + 
0 Yo 人 90 Gtyn 
并 Bly1 
1 3 By! 
四 于 
2 3 


利用 A 算 子 表示 yl, G7 yo 人 3y1 与 $+ yo. 


解 # 根据 题 Ti yy Ny A yy Ay -2 


7.13 平均 算 子 由 p= 二 (3+ EE 了) 定义 , 队 而 py3 = 二 (9 + yo), 等 等 .证 明 p=1+ 


工 
4 


证 BF 我 们 首先 计算 巡 = 忆 -2+-1 然后 


8 


2_ 1 十 1， 了 xz 有 了 2 
Ap 二 (下 五 ) = 4 (9 +4) = 让 + 本 人 


7.14 对 于 指定 的 自 变 量 &, 验证 如 下 各 项 


天 ， 
£=0,1, Y= 0+ | 1 | oy} 
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7.16 


; [| | 到 | ,2 
k+l1,0,1, Yo ot yo 
i | 
大 三 一 1,0,1,2, YE = Yt 1 ot | ) [8 yi; 
k= —2, -1,0,1,2 yyot | | yr «|e rt ly, 
02 myotl lo mt 3 St 4 1 


证 上 旺 当 训 -0 时 , 式 了 于 的 右 端 仪 有 yo 项 . 当 上 1 时 ,所 有 的 右 端 对 庶 于 算 于 


1 
1+8E2=1+(E 1}=E, 
其 结果 产生 yj. 当 避 = 一 1 时 ,上 司 二 个 公式 导出 
1 
1- 5E2+8-1-{(E-1+(FE-2+E =- E, 
它 庆 生 y_1. 当 =2 时 ,后 两 个 公式 导致 

1 1 
1 + 28E2 + B+ HEFE2=1+2F -1+ (ER-2+F +E-1)- FE, 

产生 出 y,. 最 后 , 当 上 = -2 时 ,最 后 的 公式 包含 


1 -28E2 +362 — ES +48 1 2E- D1i(E-21+E V3 (FE 1) 
-{(E-2+E!)]-E’, 
它 导出 y_，， 
推广 这 个 问题 的 公式 形成 Gauss 向 前 公式 , 它 表示 一 个 对 上 = 一 4,…,n; 取 值 p 一 ws 的 2n 次 
名 项 式 
,| 9 对 [ a] 
或 表示 一 个 对 于 上 一 一 pn 二 1, 取 值 p, = yy 的 2n 1 深 包 项 式 
pe > 本 azw ; | | gy | 
【在 特殊 情况 下 , 次 数 可 能 较 低 ). 
利用 n=2 的 Gauss 公式 找 出 一 个 在 表 7.4 中 取 y, 值 的 ,不 大 十 4 次 的 多 项 式 . 


Ps = 30 十 >| 


i=1 


表 7.4 
让 XR 
-2| 2 -2 
3 
1 :4 1 1 
2 4 
0 6 全 T 地 
加 地 
1 8 8 7 
12 
2 10 20 


解 ”EF 所 需 的 差分 通常 被 编制 成 表 . 这 类 似 于 在 阐述 两 个 Newion 公式 中 所 用 的 一 个 函数 ,但 这 


里 , 白 变 量 上 带 一 个 位 移 , 并且 在 顶部 增加 一 个 额外 的 数 对 .由 十 此 例 中 4 阶 差 分 是 零 ,故我 们 预料 它 
是 一 个 3 次 多 项 式 .将 圈 起 的 数字 代入 Gauss 公式 中 相应 的 位 置 ， 


p 二 3+5k+ 当 (一 D+ ct DRE- 1). 
苦 由 关系 式 z=6+2& 消去 天, 则 已 经 找 出 过 两 次 的 3 深 式 将 飞 一 次 出 现 . 
应 用 Gauss 向 前 公式 找 出 一 个 在 表 7.5 中 取 值 的 不 大 于 4 次 的 多 项 式 . 


3 * 


家 7.5 
点 A Tp 
1 1 1 
2 

-1 2 上 4 

2 一 此 
0 1 3 过 于 四 

@ 
1 4 -1 4 

| 2 

2 5 1 


解 E¥ 将 所 党 的 差分 较 起 ,代入 Gauss 公式 的 机 应 仔 置 ， 
,RR -1) tk + REE -1) TRE 1 -2) 
4 2 +8 6 + 15 34 . 


De — 1 -28 
它 可 简 北 为 
1 
pr ~ 2k" Bh + 3), 
出 于 = xi 一 3, 王 是 这 一 结果 也 可 写 为 
p(s} = 2 — 24r1 + 100zt . 168z, + 93}. 


显然 , 这 与 以 前 由 Newten 公式 求 出 的 儿 项 式 一 致 . 
对 于 上 = 一 1,0,1, 验证 


| 下 k+1|,, 
tl | 2 | 82yo; 
然后 ,对 于 上 = 一 2, -1,0,1,2, 验 证 
iki | 有 十 11 。 3 [121 4 
w= mt) ey +, 2 | yo | 3 sy | 4 Ee 


证 # 和 对 于 -0, 式 子 右 端 仅 有 yo 项. 当 久 = 1 时 ,两 式 均 会 算 于 


1 
1+8E 2+- 1+(1-ED)+(E-2+FE)=E, 
它 确 突 产生 y1. 对 士 上 = - 二 两 式 铅 含 
1-3E 11 (1 DEL 
它 丧 实 产 生 “1. 继续 使 用 第 二 个 公式 ,对 于 点 -2, 我 们 有 
-1 ~ 1 
11+ 26E 2 + 36: + BE 2+84 
一 1+23f1 -Er(FE-2+E 3+1- Ei+k-2+FE')= FE. 
并 且 当 并 = 2 时， 
1 .1 
1- 28E 2+8 EY=1-20- El}+(E-2+E I-1+E!) 
=E: 


正 是 所 要 求 的 . 
此 问题 的 会 式 可 推广 而 形成 Gauss 向 后 公式 . 它 衣 示 与 但 教 阶 Gauss 向 前 公式 相同 的 过 项 式 ,并 
且 如 上 所 述 , 能 验证 


2 六 下 十 计 一 工 | | 
Pe y+ | |8 ?二 | 2 ls ”| 
人 ' 2 1! 
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Sl + 


证 和 由 二 项 世系 数 的 定 关 ， 
站 让 车 卡车 Ee oo 
1 了 2 六 | 2 |=| 27 - a (#13 诺 
正 基 所 要 求 的 ， 
7.19 由 Gauss 公式 ,推出 下 面 给 出 的 Stirling 公式 . 
解 ”EF 将 2 次 的 Gauss 公式 逐 项 相 加 , 除 以 2, 然 后 利用 是 7.18 得 


2 了 十 


1 +1| 4 1 开 一 工 | 
二 + | 3 1 Spyn 十 | | 2 J 


i 让 + 一 ery, i 
之 所 
这 就 是 Stirling 公式 . 
7.20 应 用 n=2 的 Stirling 公式 求 一 个 在 表 7.6 中 取 y, 值 的 不 大 于 4 议 的 多 项 式 . 


疙 7.6 
大 2 他 了 
-21 2 -2 
3 
1| 4 1 -1 
吕 二 
0 6 吉 二 地 
入 EE 
1 8 8 7 
12 
2 10 20 


解 ”EE 仍 放 出 所 需 的 差分 表 . 将 轿 起 的 大 代入 Stiding 公 * 式 中 相左 的 位 党 ， 


2 一 
py D 
见 , 这 是 由 Gauss 向 前 公式 所 得 结果 的 一 个 较 小 的 重 排 . 
7.21 证 办 
kt+i—l 2 | 下 二 241 -| 人 | 本 [E+i-lI 2 
(2 po 3 2 | 
证 5 左边 变 为 (利用 是 4.5) 
THER+i| f+i-1|],,, 下 十 站 | yal 
(dl os set 加 
Pe ‘+i-l 
Bi + BE1)y, J] | 82 
-| Do 1 rll 
下 十 工 2 更 十 在 一 1 ga, 
-i | rr1 7 30 


其 中 在 最 后 一 步 中 , 我们 使 用 了 [+ 8E3 =EE. 
7.22 试 由 奇数 阶 Gauss 向 前 公式 推导 由 Everett 公式 ， 


解 EF 利用 题 7.1, 我 们 立即 得 到 


.5 。 数值 分 析 


27+1' 21 一 

| | 1 ig+21 | #1" | 

= 2 全 十 二 yy 

Ut lemt| so I> 2p 
A-1 £1 1+1 FR 

-| 1 | Pn 3 $7 yo | 5 | so 3 -1 上 E Me 


此 即 Everett 公式 .出 十 它 是 Gauss 公式 的 一 个 重 排 , 故 对 于 名 一 nn,…,n 1, 它 是 满足 Pe 的 问 
样 的 2n 1 1 次 才 项 式 .因为 它 的 简单 性 , 仅 含 偶数 阶 差分 ,所 以 它 是 一 个 用 得 很 多 的 公式 . 
7.23 应 用 nn-2 的 Everett 公式 , 求 由 一 个 取 表 7.7 的 值 前 不 大 王 4 次 的 多 项 式 . 


表 7.7 
rh a 8 人 
-2| 0 0 加 
-1 
1 1 -1] 10 
9 108 
0 2 图 人 8 WB 
127 324 
1 3 WE 如 当 
569 B00 
2 .4 704 1102 
1671 
3 3 23713 


解 ” BE 所 需 的 差分 被 痢 起 . 
将 带 圈 的 项 代入 Everett 公式 中 相 诬 位 置 时 ， 


{RR+1)RR-1) , 一 -2) 
135k + 442 A 1 + 336 +2 (E+ DE Dk - 2) 


_ gk) 118 te Di 2 216 E+ DA(E -DL -D3) 


p 


利 月 x, = 大 +2, 可 将 基 简 化 为 


5 4 3 
plrsl 二 


7.24 试 证 
ee 
证 雪上 式 左 端 对 应 于 算 地 
ee 
-=| | [二 -| 


其 右 端 对 应 十 个 了 
， ik+til, jEA+i-]i 十 研一 -| 
[ls el, = bs : | 


第 七 蔓 ” 曾 了 与 配 痛 区 项 式 


7.28 


7.29 
7.30 


?7.31 


从而 两 端 相 特 . 
斌 证 Bessel 公式 是 Everett 公式 的 - :个 电 排 . 


证 FE Bessel 公式 中 


四 ， 1] E+t2i-1i | 
_™ 2 -二 2 二 1 上 
be = > | v1 177 2 |! 2 上 只 
- | | 工 | 1 | aa 
瑟 2 ， 3 | + 2 12， 2 
1 二 十 太一 1 , 1 i 1 iiE+no1|, ,1 
。 -Ll.- -一 | 1 . 
+ 4 Zn | 3 + 2x+1! k 2 | 7p 16 3 


根据 前 题 , 可 立即 简化 为 Everett 公式 . 


使 用 a = ! 的 Bessel 会 式 , 求 出 一 个 取 表 7.8 的 y; 值 的 不 大 于 3 次 购 多 项 式 ， 


表 7.8 

天 站 De 
一 上 和 1 

2 
6 名 全 

加 乞 
1 ， 8 世 名 

12 
2 10 20 


解 G5 将 所 瑚 的 蔓 分 疾 起 来 ,并 且 将 它们 情人 Bessel 公式 中 相应 的 世 短 ,元 需 普 疑 , 产生 的 多 项 式 


与 已 由 其 他 公式 获得 的 多 项 式 相 问 ， 
| 
可 以 验证 , 它 与 早先 的 结果 是 等 价 的 . 
补 充 题 


证 明 V 8E -1 E71=1 (1+A)-1 
证 明 Vita3yi=1+ 沙 67. 
1 


1 由 
证 明 BE2=pw+ 才 8 且 E 3p 


若 工 上 ;= 上 2 上 41, 两 个 算 子 工 | 与 上 可 交换 , 语 证 pw,8,E, 太 与 Y 相 全 间 均 可 从 换 . 


1 1 


证 昌 -二 1 

证 明 8 > SE 7 A 
pe _ 1 ,2 
证 明 A= 了 9 +8 lt 


将 Newton 向 后 公式 用 十 以 下 数据 , 以 获得 自 变 其 不 的 一 个 4 次 多 项 式 .然后 
3 的 一 个 多 项 式 , 将 最 后 结果 与 题 6.7 的 结果 相 比 较 . 


用 zx -下 + 5 将 其 转 挽 成 


4 


= 


36 
,37 


-J 


-1 


:3 
-39 


-1 


数值 分 析 


利用 Newton 则 后 公式 求 一 个 3 次 多 页 式 , 它 售 如 下 x0, wv 数 对 ， 


用 7 一点 +56 特 它 转 换 上 成 cs 的 嘱 莫 式 ,并 是 与 题 6.10 的 结 媒 相 比 较 . 
起 证 白 变 量 ci 一 zn+ 舶 这 -变化 能 将 Newton 向 后 公式 转换 为 


a 
的 


Vy V2 
Pir) = yo+ x - zn) + ji — nr rt 


十 


ez -ro 1 
对 于 题 7.34 的 数据 ,利用 题 7.35 去 直接 获得 自 变 芋 ci 的 3 次 多 项 式 ， 
将 Gauss 向 前 公式 用 于 下 面 的 数据 , 并 五 将 结果 与 题 6.8 的 结果 相 比 较 ， 


将 Gauss 向 后 公式 用 十 题 了 .37 的 数据 . 
将 Gauss 问 后 公式 用 于 是 7.34 的 数据 , 其中, 自 变 世上 位 称 ,使 得 x =6 时 一 0. 
将 Gauss 向 前 公式 用 于 下 面 的 数据 ,并 与 题 6.11 的 结果 相 比 较 . 


对 于 上 = 一 4,0, 验证 


而 对 于 有 = 2, 一 1,0,1, 


+1) iE+1 。 
= yat | 3 | 53y 4. 


*|s i 
11 27 | 


这 些 也 能 被 看 成 是 Gauss 向 后 公式 的 形式 ,这 些 多 项 式 的 次 数 是 奇数 和 而 非 倘 数 . 

将 Stiring 公式 用 于 题 7.37 的 数据 . 

将 Sirling 公式 用 于 点 6.9 的 数据 .选择 尾 意 3 个 等 虑 和 白 变 晤 十 设 它们 对 应 于 = 一 1,0,1. 
将 Everett 公式 用 于 题 7.34 的 数据 , 取 对 应 于 &=0 与 1 的 自 变 量 的 中 心 数 对 . 

将 Everett 公式 用 于 题 ?.40 的 数据 . 

将 Everetl 公式 用 于 题 6.9 的 数据 . 

将 Bessel 公式 用 于 是 7. 和 4 的 数据 . 

将 Ressel 公式 用 于 题 7,40 的 数据 ， 


1 I 1 ,i 
正明 E2 = 38+A= {1+ 地 6?| 
:bs 1 二 1 2 3 4 5 En 
试 证 4。 =] + Da 


证 明 {Fg ) = pos, + Lg. 


第 改 章 不 等 距 息 变量 


对 于 不 等 距 日 变星 ro yz 能 用 多 种 方法 找到 配置 多 项 式 .本 章 将 介绍 Lagrange 法 、 
行列 式 法 和 均 差 (divided 由 ffercnee) 法 . 


1. Lagrange 公式 是 


plxr}) = DL(r)y,, 


其 中 , (x)} 丰 Lagrange 腾 子 函数 (Lagrange multiplier fanction) ; 
(ro R07 TE Oo) 
Cr, 一 TOT 一 X17 {7 一 Xi-1) (x, 一 TH rs 一 xa) 


L,(zr) = 
它 具 有 如 下 性 质 : 


Liixe)} = 0, AAAiL(r)=1. 
Lagrange 公式 的 确 表 示 了 配置 多 项 式 ， 即 ， 对 上 =0,"…, nn, (zh) 二 ye. 范 数 
rz) = (zz0%(z x) = T(r) 
能 用 来 以 山 紧 凌 的 形式 表示 Latgrange 乘 子 函数 
Lilr) — (x = xin (Cx) 
密切 相关 的 函数 
Ftr) 一 [x — 2;) 
i 


导致 Lagrange 乘 子 函 数 的 第 二 个 其 炭 表 示 法 
F, ( T) 
F(x;) 


Likx) 一 


2. 醒 置 多 项 式 ptx} 的 行列 式 形式 是 
plx} 1 =z rx? "or" 
30 1 zo x XO 
Yl 1 xr zi 区 了 = 0 
yn 1 ze x Zn 


这 因为 当 训 =0,…,n 时 , p (xs) ==%%, 它 偶尔 有 用 ,主要 用 于 理论 工作 . 
. 20 与 zl 之 间 的 第 一 均 差 由 


(2 


S11 YO 
并] 一 六 站 
所 定义 .在 其 他 的 自 变 量 数 对 间 可 应 用 类 似 的 公式 . 
十 是, 较 高 阶 的 均 差 可 借助 于 较 低 阶 的 均 差 米 定义 ,例如 


yzly X23) — y {xo zl) 


y{xor Tt1) = 


{To X11 X27) = 


< 开 2 A 
是 一 个 2 阶 均 差 ,而 
f JETI Ts 一 人 0) 
VT Tis rn) 一 
志和 A 


是 一 个 = 阶 均 差 .在 许多 地 方 ,这 些 差分 扮演 着 与 以 前 使 用 过 的 较 简单 的 差分 等 价 的 


数 们 分 析 


角 包 ， 
姜 分 表 仍 中 展示 差分 的 方便 上 共 , 用 的 足 款 准 的 对 角 线 形式 
-7 人 
了 (Ch 中 
| 21 yx X11 £2) 
yt{ri, x2) yo Ls 2 3) 
72 Na yris Tas ra) xn TIs X21 T3114) 
CT yr To 3 ta) 
XT3 33 yrTar ras Xa4) 
yr3s C4) 
这 Ya 


表示 定理 ( repreaentation theorem ) 


y 
yz0 Troy = 2 Fz) 


表明 , 每 一 均 莽 能 被 表示 为 办 值 的 一 个 组 合 .这 应 与 第 3 章 中 对 应 的 定理 相 比 较 . 

均 其 的 对 称 性 质 是 说 , 倘若 只 值 以 自 变量 xi 相同 的 方式 排列 , 则 这 种 差分 是 x 的 
所 有 排列 下 的 不 变 世 .这 个 非常 有 用 的 结果 是 表示 定理 的 一 个 简单 推论 . 

均 差 与 导数 由 


(x rh 4) = y (8) 
~ ss + (a + 1)! 
建立 起 联系 ， 
在 自 变 芋 等 距 的 情况 下 , 均 差 简化 为 常 有 限 差分 {ordinary finite 本 fterenee), 特别 ， 
了 
FAI Tt Ty) = i 


据 此 ,可 得 常 有 限 差分 的 一 个 有 用 性 质 , 即 
An = YE ， 

对 于 一 个 具有 有 界 导 数 的 明 数 y(z ) 来 党, 所 有 的 y* (xz) 有 一 个 与 无 关 的 界 , 因 
此 ,对 十 小 的 友 , 当 ”无限 增 大 时 ,有 

limA"yy = 0. 

这 推广 了 前 曾 得 到 的 适合 于 多 项 式 的 结 昌 ,并 日 解释 了 为 什么 在 一 个 差分 表 中 ,经常 发 现 
较 高 阶 的 差分 芍 于 零 . 

现在 , 可 以 借助 于 均 差 获取 配置 多 项 式 .典型 的 结果 是 Newton 均 闫 公式 ， 


pir) =y0 t+ (x — zoyt ro zl) + (xz ~ xo)(r — zi)y(ro, x, x2) 


tt ro Tor rr Ty ro rn ), 

其 中 , 自 变 基 re 不 需要 等 距 . 这 推广 了 第 6 章 的 Newtow 公式 ,日 在 等 距 的 情况 下 远 原 到 
它 . 

由 于 我 们 仍 在 讨论 同样 的 配置 多项式 ,所 以 误差 y(z) 一 p(x) 仍 由 前 面 得 到 的 公式 
2 (CS)s(z] 

(n+ 1)! 

给 出 , 其 中 , y( xz) 与 p(z) 配 置 在 自 变量 zo,…, z, 上 .利用 均 差 ,这 个 误差 的 另 一 种 形式 
是 


y(x)}- plr) = 


XT) plz) = (Troy — ra) (x — x,). 


8.2 


8.3 


B.4 


8.5 


第 不 章 不 等 虑 自 汪 其 


57 


题解 


在 数据 点 r = zhnyzl re 上 ,Lagrange 乘 子 上 咕 数 
L(x) = {x ro)(r— Xr -Tr 一 < 人 人 一 TD 
i (7 一 TO Ti 一 Tk X(t, 一 TT 加 Fn 


取 和 何 倩 ? 
解 5 首先 注音 到 ,对 于 此 区 i, 分 子 因 式 必 使 L,{z) =0. 十 是 ,分 母 央 式 必 合 工 ,(x,) = 1. 


验证 :在 自 变量 z, 二 0,… 4 上 ,多 项 式 p(x) = Dy 到 值 为 内 .这 是 作为 配 
办 多 项 式 的 Lagrange 公式 ， | 

证 935 根据 是 8.1, pC) = DD (0)y = (Dm = 入 ,从 而 Lagrange 公式 的 确 给 出 了 配 兽 多 
项 式 . 了 

用 x(z) 定 义 乘积 x(z) = JT(z - x,) , 试 证 


Litx) 一 ( re) 


x XR (Cr) 


证 由 于 x(.c) 是 n+1 个 因子 的 乘积 ,通常 的 微分 过 程 使 x (x) 产 生 n+1 项 和 ,而 每 一 项 中 有 
一 个 因子 被 求 导 . 如 果 我 们 定义 
Fitx) = jx Xi) 
i 


它 除 了 比 xt.c) 扇 少 一 个 x 一 zy 因子 之 外 , 其余 相 同 , 则 
mr) = Folr) +t + F(x), 


于 是 , 当 z= rz* 时 ,由 于 Fi (zi) 是 惟 -- 不 包含 .rc 一 zx; 的 项 ,所 以 除 广 下 (zx), 其 售 所 有 的 项 均 为 零 .从 
而 
T(x) = 本 
生 
ax) El (i), 
(7 — Ter (ri) x (Ze) FC re) * 
试 证 : 行 别 式 方程 
plr) 1 x x Le 
yo 1 zo zxé x 
31 1 zx) zt ri|=0 
| yy 1 zx x 
也 给 出 了 配置 多 项 式 p(xr). 


证 王 利用 第 一 行 元 素 的 子 式 展开 该 行列 式 ,将 显然 产生 一 个 次 多 项 式 .用 zz 以太 p(xr)- 
4 代 换 使 得 两 行 元 素 由 同 大 而 行列 式 为 堆 .于 是 pt za) = %%, 并 且 这 个 多 项 式 是 配置 过 项 式 , 值 得 注意 
的 是 ,由 于 对 大 规模 的 行列 式 求 值 困难 ,这 一 结果 用 途 不 大 . 

找 出 取 下 面 指 定 值 的 3 次 多 项 式 . 


， 归 信 分 析 
解 ”6 委 该 多 项 式 能 直接 被 写 为 
{ir -Nr -2) tr -4) XA{tr — 2) (ro— 4) 
Pl) 7 fo TO TaD Tay 11+ 2a 1 
Itc -1)(r -4) zt ltr om2) 
+ 22 1 -4 2 4 -14 2 “3 
它 能 被 整理 为 
ptr)= 让 人- 二 2 二 12). 
8.6 对 丁 表 8.1 中 的 y 值 ,计算 直至 3 阶 的 均 差 . 
表 8.1 
Ee Yr 
0 1 
0 
1 1 二 | 
2 2 1 2 
了 6 
2 
4 5 
解 上 该 差分 列 在 表 胡 后 三 列 中 , 剖 如 
了 -1 
702.4) = =， (24) = 二 二 三， 
工 _ 工 
012) = 十， 0120= 人 人 
2z0) .这 被 称 为 一 阶 均 差 的 对 称 性 (symmetry). 


8.7 证 明 ;y(xro, xz1) = y(xy 
证 晴 根据 定义 ,这 是 屁 然 的 .但 也 可 从 
2 + -1 
TI] Tn 


XO] 


ylros T1) 三 
这 - - 志 实 看 出 .内 为 在 这 里, 变换 zt ri 以 贡 yo, 3y1, 只 需 育 换 右 映 两 对 的 顺序 .这 个 过 程 可 立即 用 于 


更 高 阶 的 差分 . 
8.8 证 明 y(txo,; is xy) 是 对 称 的 . 
vrs Ta) 一 yrns I1) 加 1 .i .4 
了 2 一 工人 了 2 一 了 nz 一 JT1™ £0 
水 Bp 
(x2 一 zo 2 一 Tt1) 


ytxo Tl Za = 
Cr 一 Xo){ x — x2) 


di] 
(xo 一 TA 一 za) 


交换 任意 厢 个 自 变 量 x, 与 zx 及 其 对 应 的 y 值 , 即 交 换 右 端 y, 与 办 项 使 总 体 结果 不 变 . 由 于 自 变量 x 
蕉 任何 置 撞 会 受 相继 的 数 对 的 交换 影响 , 故 在 tc4 与 y 双方 的 ) 所 有 置换 下 , 均 差 是 不 变量 . 


.. :i 
yxo Tl , Tn) 2 ry 
~ Tn). 


证 明 : 对 任 一 正 整 数 ，， 


各 ,9 
TIX Xt1) "(zz 


其 中 ， 
PF? (x,) 一 (x; 一 Xo) 工 ， 一 ZX1) {xs 


这 推广 了 前 面 两 题 的 结果 . 


第 八 齐 “到 守 是 自 安生 


证 EB 让 时 采用 归纳 语 对 于 5 一 1,2, 具 们 已 有 此 结 末 . 假 流 村 于 如 一 不 缚 琳 成 并, 则 由 定 区， 


yr ee) Cross 


ver Tl pl) 
- " +] 区 


出 于 我 们 已 假定 对 阶 益 分 结果 万 并 ,的 对 于 二 ,2 不 ,和 端的 系数 将 是 


1. .1 . 1 1 
irl — or a Te ror, iE 


这 里 , 弓 知 在 分 毕 履 积 中 小 窒 困 子 t.r， .xz) ,而 滚 系 数 简 化 为 
. 了 _. - ] . 
(一 


正如 所 求 . 当 ;0 或 1 二 +1 时 ,的 系数 台 二 为 一 起 而 在 两 种 情况 下 案 易 在 到 当 一 庆 + 1 时 , 什 
么 是 定理 中 所 需要 的 ,这 就 是 


上 1 


{rn Tt{ ry — rl) {rl 一 Xx.) 
这 就 下 成 了 归纳 法 并 评 表 该 定理 . 
证 明 六 阶 均 差 是 对 称 的 . 
证 同根 据 上 述 题 立 有 如 下 结果 :车 交换 任何 一 对 白 变 重 , 比如 x 与 zi, 则 右 端 会 y 与 六 的 项 
交换 而 其余 的 均 不 变 . 
求 ytr)= x 与 y(r)= zi 的 前 几 个 差分 . 
解 EE 首先 取 (rr)= ,于 是 


2 2 
.1 一 (zz+ Ti)— (Crit oh 
yr will = 3 = T+ ro na = : x 一 2 1]. 
显然 ,更 高 阶 的 差分 将 是 零 , 现 在 到 y(x) 一 了 3 
x7 zx? 
30 £1) = 二 本 了 3 十 区] 十 rh, 


{72 + wa t+ 22 一 《yz + CiTn 十 i) 


YXor TI KI) = = rt + a 
2 


Cr + zat ij 一 (rn+ 1 + 2) 1 
中 


显然 ,更 高 阶 的 差分 世 将 是 符 . 注 意 ,在 这 贞 种 情 总 下 .也有 的 盖 分 均 是 允 称 的 多 项 区 . 

证 明 , 若 & 委 ?1 则 一 个 次 多 项 式 的 & 阶 均 差 是 一 个 n 大 次 多 项 式 ; 而 知 坟 >m, 则 为 
零 ， 

证 人 EF 记 该 多 项 式 为 fr) 一 个 典型 的 均 善 是 


FO 宇和 一 


及 (rziy = {01) 一 Plo) 
TD 


设想 io 国定 而 x, 基 自 变 其 , 则 这 个 公式 的 各 部 分 能 被 瑚 作 zi 的 两 数 .特别 ,分 子 是 一 个 71 的 nn 议 
多项式 ,该 针 项 式 在 x = cy 时 为 零 . 根 撕 因 式 定理 ,分 子 售 rz1- 属国 子 , 央 了 此 其 商 p(xro,x1) 是 rl 
的 一 个 #g 一 1 次 多项式 ,由 jzrozi 的 让 称 性 , 它 因此 也 是 . 避 的 :个 -1 次 多 项 式 .重复 相同 的 讨 
论 , “个 典 井 的 2 阶 差分 其 


plirir Ta) plroswil 


了 2 一 1 
设想 zy 与 z| 固定 而 xz 是 自 变 量 , 则 分 子 是 cr 的 一 个 -上 次 雪人 闹 式 , 该 客 项 式 在 za = zo 时 为 零 . 
根据 内 式 定理 , pfzrn,ziyza 因 此 是 rs 的 “个 呈 -2 次 多 项 式 .由 六 (ccbzi 的 对 称 性 , 它 也 是 ro 
或 zl 的 za-2 次 多 硕 式 . 依次 类推 , 能 往 到 记 需 的 结 打 .这 需要 用 归纳 法 ,但 这 是 窒 易 的 , 故 略 去 网 
节 ， 
证 明 Newton 均 盖 公式 

PLT) =y0t (rz 一 ray(ro Ti) +t (zr rox — rlytro, Tl: 人 2 


plxo zl Xx2) 


十 


表 六 配置 多 项 式 . 邯 ， 对 十 E 三 由， oy 它 取 值 为 plra) yk- 


4 5 怠 ， 


$8.18 


数值 分 本 


证 p(xo)= sn. 是 显然 的 朱 实 ,其 次 ,由 当 蔡 的 定义 ,并 利用 对 称 人性， 


二 


1 


ro Te) Ta a) + (re — 23 -ER 


DC 
例如 , 中 
> dt RT } 
vros Tir TE) — yh ns a} 一 2 ) - 2 
| 
得 到 第 二 行 .对 于 二 =1, 首先 证 且 了 p(x1) 一 sy1. 将 第 二 行 代入 第 一 行 得 到 


Be ot hae To yt rn TI + Cre one — A yh A Ta). 

当 二 一 2 于, 这 证 明了 p(xz2) = y2. 对 于 每 个 ,轮流 逐 坎 代入 验证 , 直至 最 后 , 泸 们 得 到 
Ss = ot Cr — zo try TI) — (Ta ra) (rs - rly ro, 1s ra) 
rs or rr re yo Tn ls Ta), 


这 证 明了 p(x) = 和 
由 于 这 个 Newton 公式 与 Lagrange 公式 表示 相同 钓 尖 项 式 ,此 两 阁 中 的 每 个 怡 为 对 -个 花生 


排 
找 出 在 表 8.1 中 取 值 的 3 次 多 项 式 ， 
解 8 利用 Newton 公式 , 它 包含 表 8.1 的 上 端 对 角 线 上 的 其 分 , 


pr) = 1+ 00+ + | 


简化 为 p{7r)= 巧 -+9x 一 r+12). 这 与 Lagrange 公元 得 到 的 结果 相同 ， 


补充 题 


用 Lagrange 公式 求 个 包含 如 下 zy 数 对 的 3 次 名 项 式 , 然 后 对 =2,3,5, 求 该 多 项 式 的 值 . 


用 Lagrange 公式 求 一 个 包含 如 下 zi, ys 数 对 的 4 次 过 项 式 , 然 后 对 工 =3, 求 该 多 项 式 的 值 . 


在 部 分 分 式 展 开 式 {partial fraction expansiun) 


plz) a 

rx) 之 下 一 
中 ,通过 确定 系数 a, 来 大 出 Lagrange 公 起 ( 式 子 可 端 乘 凡 z - ro 并 今 < 以 z 为 极限 通 近 r,, 记 住 ,就 
配置 而 言 , p(x.) = %), 其 结果 是 4,= 一， 


2 
应 用 顾 8.17 将 -3 3 表示 为 部 分 分 式 的 和 


zi-€67:+11x 


| 二 x x 
{提示 ;对 若干 证 站 下 1 了 2 想像 分 母 为 fff) ,然后 找 出 对 应 的 30,3lvwa, 这 等 于 将 pt 了 7) 当 作 一 个 配置 
多 项 式 .) 


2 
将 一 和 Ce 本 表 下 为 一 个 部 分 分 式 的 和 


弟 从 货币 等 喇 和 问 变 雪 + 和] ， 


8.20 证 让 
rr (fio ner 一 加 { 1 
Th at {up r rn 47} (rp -rn 区 


对 于 其 他 的 系数 ,能 根据 对 称 作 写 出 类 朴 的 展开 式 . 
8.21 对 天 蝗灾 基 yn ot ec 与 出 3 点 Lagrange 公式 ,然后 守 伦 当 gg 下 寺 衣 极限 , 试 证 


Tafzry 一 |- 


tl - rr 十 -r1 一 2 ru) , 【7 一 zf - .fr) ， 


plr) 人， viro) 十 Ci ry y rn) 
(4 20) : ~ 
二 
1 站 


人 异 盈 王 Yfrowfzoyfrhy 它 定 出 :个 2 次 客 质 式 . 

8.22 继 上 题 ,对 于 碧 变 基 ro rr fed -et 从 Tagttnge 公开 开始, 借 曲 于 yt rajry {ro), wzi) 与 
yr1), 表 未 个 3 深 嘱 项 式 ， 

8.23 对 于 如 下 的 re ys 数 对 ,计算 直至 3 阶 的 声 差 . 


一 QO 
本 | 0 1 4 及 
DY 1 一 1 1 | 


8,24 对 于 题 8.23 中 的 zx, x 数 对 ,利用 Newton 公式 找 出 :个 3 次 配置 多 项 式 .将 你 的 结果 与 Lagrange 公 
式 所 获得 的 结果 进行 比较 . 
8.25 重新 排列 题 8,23 的 数 对 如 下 : 


仍 计 算 3 阶 均 差 . 它 将 是 与 上 面 结 果 相 同 的 描述 对 称 性 的 数 . 
8.26 对 如 下 的 值 ,计算 一 个 4 阶 均 差 . 


8.27 对 于 题 8.26 中 的 数据 ,应 用 Wewton 公式 找 配置 多项式 ,在 =3 炉 , 访 多项式 服 何 值 ” 
8.28 试 证 


] zo 着 

| 1 yal 1 x 3 

1 yi 1 i 3 

yro zr) 全 zo » yrot TI .Tr?) 一 1 ro x 
| 1 :1 | 1 rr 

1 11 ox} 


8.29 对 于 ytz)=fr-2oitr xfz rz 证 明 
yf 二 对 户 = 0, ,ns; 
3frovslerysdy》 一 1, 对 所 有 >; 
yr 

8.30 对 于 上 = 一 2, 一 1,0,1,2, 由 验 还 p(x)= 加 试 证 


pz] 0 


| 了 了] 十 -| | 
+ yrs or 7 tx 一 ro) > -了 二 一 | 


数 信 耸 市 


8.32 


8.33 


1 2 i 2 , ptr lr i) 


-+ 十 了 -11 
| 
其 书写 配 蛤 多 需 式 的 宙 -种 方式 ,这 基站 等 条 的 Sijrling 公 丈 的 “个 推广 , 它 能 被 推广 到 高 次 的 .Bessel 
公式 与 其 他 的 公式 也 能 被 推广 . 
试 证 ,对 十 等 趾 的 具 而 自 避 ;1 由 的 广 变 写 , 我 们 有 
_ A 
nia™ 
带 有 岗 个 或 两 个 以 上 相等 白 变 裔 的 岁差 能 向 隘 被 限 的 这 和 保定 多 .例如 ,wtoyy zul 能 定名 为 .rc 王 wo 时 的 
报 限 limyfa ,ol 这 可 推出 


+ TI TT ra rj 1)| 一 


en Ti rn 


NTI Vu 


yemau) - lim 一 "(ru). 


了 一 
当 w(x) = 时 ,通过 证 明 此 时 = 2 来 直 接 验 汪 它 , 污 
yi) = z3 时 ,由 立 先 下 时 此 时 yey) 一 十 站 十 二 来 辐 拌 直接 地 验证 它 . 
存 2 阶 喜 差 


y{r, 2) 一 vlcor .ta) 


vy{ zn, 了 + 7) = 
让 村 


由 , 有 请 可 视 为 以 zs 为 -个 党 数 的 邢 式 萎 一作] 


ph 


.着 lim = zxo, 我 们 定 浆 


vros To 2) = limy( ro L127), 


由 它 排出 
人 TFT = y (x, ra) re 
当 yfcr)= z3 时 ,出 首先 正明 在 这 种 情况 下 , 当 y(z 72)= zz+rra+ 地 时 


二 


而 贞 接 验证 之 . 


第 九 章 样 条 


为 了 在 获 个 区 癌 上 上 表 秒 一 个 已 秽 函 数 ,使 之 达到 所 要 求 的 精度 ,我 们 可 以 将 若 十 个 每 个 都 
是 低 次 的 多 项 式 段 联接 在 一 起 而 不 是 用 单个 的 可 能 是 高 沈 的 多 项 式 , 卓然 , 目 典 的 例子 是 以 一 
组 百 线 届 ,每 一 段 都 去 氛 合 一 个 子 区 人 间 上 所 给 定 的 数据 .这 种 间 近 是 连续 的 , 企 在 区 则 靖 点 上 
有 间断 的 一 阶 导 数 , 成 为 角 点 ! 见 图 9.1). 这 就 居 用 表 信 进行 神 罕 搬 秆 以 放 数 值 积分 梯形 法 则 
的 基础 . 隐 价 的 假设 是 在 数据 点 之 间 已 知 范 数 几 乎 是 线性 的 ,如 打数 据点 是 静 近 的 证 , 这 可 能 
是 合理 的 . 


= 


' 


| 
| 
i | | , 
图 9.] 一 个 原始 样 第 


在 第 14 竟 中 我 们 将 要 拒 抛 物 线段 (二 次 多 项 式 ) 拟 合 到 一 起 来 产生 数值 积 分 的 辛 带 生 
(Simpson) 法 则 .还 将 给 出 其 他 使 用 次 数 略 高 的 多 项 式 的 例子 .在 所 有 这 些 情 况 下 , 在 线段 葡 接 
处 均 有 角 点 ， 

现在 我 们 考虑 一 种 方法 , 在 这 种 方法 中 三 次 线段 用 一 种 方式 拼合 在 一 起 ,使 角 点 图 化 、 在 
下 近 时 一 阶 和 二 阶 导数 均 为 连续 的 .高 次 多 项 式 有 振动 的 特性 .一 个 » 次 的 就 最 多 可 能 有 一 
1 个 转折 点 . 当 以 这 样 的 ' :个 多 项 式 精确 地 表 云 一 个 已 知 消 数 时 , 它 通常 上 下 振动 地 经 过 该 函 
数 . 它 有 不 想 看 到 的 边 端 效应 , 只 有 - 阶 导数 可 以 首 近 .现在 草 导 出 的 样 条 道 近 就 避免 了 这 种 
振动 ,因为 它 是 由 低 次 线段 所 组 成 的 . 样 条 这 个 词 是 来 白丁 间 名 的 给 图 二 具 一 一 绘制 曲线 时 用 
的 可 任意 弯曲 的 板 杀 . 

将 已 知 区 间 (a,5)= 工 用 点 ro= ay xivza mt 二 6 分 成 个子 区 司 ,在 每 个 子 区 间 上 
以 一 个 二 次 线段 去 拟 合 ,在 指定 点 z+, 上 取 y; 值 ,在 邻近 区 间 的 联接 处 有 相同 的 一 阶 和 二 阶 导 
数值 .点 zl 直到 xz,，1 称 为 样 条 的 节点 或 是 结 点 ( 见 周 9.2) 这 些 样 条 线段 展开 的 细节 将 在 题 
解 中 给 出 并 日 提供 些 例子 . 


题解 


9.1 一 个 三 次 (立方 ) 多 项 式 有 四 个 系数 ,一 般 的 表达 式 为 
ptlr) = Ci 二 TeiT+ Car: 十 4 
通常 如 图 9.2 所 示 ,a 个 一 次 线段 台 在 -起 将 含有 4n 个 系数 . 它 与 施加 在 样 亲 上 的 条 
件数 月 相 比 是 什么 情况 呢 ? 
解 上 值得 注意 的 是 通常 我 们 期 望 4n 个 季 数 可 以 用 4n 个 条 件 完 全 痛 定 . 这 里 在 每 个 结 点 x1 到 
<r-1 处 要 满足 4 个 杀 件 , 即 两 网 的 线段 必 宦 通过 同 -点 而 甩 一 阶 与 - 阶 导 数 也 要 祖 同 .这 就 产生 了 47 
一 4 个 荣 件 .在 问 点 处 员 要 求 函 数值 相符 ,又 增加 了 两 个 荣 件 , 台 起 来 总 共 4n -个 条 件 . 因 此 . 伴 条 并 
不 能 从 己 知 的 指定 值 完全 地 定义 ,保留 着 两 个 自由 上 谋 . 有 了 时 入 些 答 件 用 来 使 端点 的 二 阶 导数 为 堆 , 这 就 
引出 了 所 谓 的 自然 样 条 . 另 种 六 法 是 我 们 也 可 以 要 求 端 点 的 导数 乱 与 络 定 的 函 效 导 数值 相符 , 如 更 这 


”1 


糙 销 全 本 


9.2 


.3 


9,4 


些 导数 秆 是 已 知 的 或 是 可 以 于 以 前 过 的 证 .第 -种 可 以 末 用 的 方法 是 闫 少林 基点 >; 及 r 1 处 的 指 完 


.一 一 次 线段 


你 图 9.,2 中 的 子 区 间 为 互 到 了 ,二 昆 六 Tb) 同时 定义 = 一 1 注意 茸 区 
问 不 此 都 是 等 长 的 . 若 5S,{x) 为 上 的 样 条 线段 ,证 骨 对 于 常数 C 和 ;=1.…,w 有 


A 1 ? 一 
Sz) = CC 


证 BF 在 1 上 样 条 机 为 三 次 的 .及 以 它 的 一 阶 苇 数 阁 是 二 次 的 而 二 阶 导数 为 :次 的 .和 镁 下 要 证 实 
前 是 在 每 个 半点 cy 上 =1,…, 一 1 处 的 连续 千 .线段 5, 在 右 着 档 癌 这 个 结 点 而 5 1 在 它 的 左 撕 条 向 
这 个 结 点 ,办 此 所 要 求 的 导数 为 


Th Tk 上 


hs 


Salr,) 人 1 


区 


Se = CC, = Te eo 2 
一 者 坪 约 化 为 CG. 习 此 过 续 性 得 到 了 保证 ,而 且 我 们 发 现 常数 C 束 实 上 就 是 样 条 二 阶 导 数 的 共 伟 
将 前 古 的 结果 积分 二 次 就 得 到 样 条 段 ,并 且 在 祥 条 段 二 如 上 通过 相应 拓 点 的 要 求 来 确定 
积分 常数 . 
解 g 二 次 积分 使 得 


， 3 3 
SC 2 + 0 > 2 er 一 + 


其 中 后 两 项 为 积分 常数 所 引入 的 线性 函数 ,为 了 在 结 点 处 的 定位 , 我 们 必须 有 S,(x .1) 一 wi 长 
5.(71) 一 . 广 此 条件 确 定 了 及 届 , 并 导 六 


F 加 【-r， 一 了 了) {x Po | C, Lh? < 了 
Stir) = 1 6h, + tC 6 十 | -1 {| hh 
Chi | 一 1 
+ | x 1 1 


' 白 
这 可 以 通过 将 7，! 太 .mr 世 和 得 芭 证 实 ， 
剩 下 的 足 保 证 一 势 导 数 的 连续 性 .要 做 刘 这 一 点 ,微分 上 - :是 的 结果 并 且 如 同 题 9.2 中 
那样 包 较 邻近 征 . 


解 E 微分 
< ， 《一 ,x 一 Yl CC-0- 
Si 2 Th 
四 此 在 结 点 .cs 处 所 要 求 的 导数 是 
点 下 狂风 
Sh) CG 二 Ce 由 a | 
及 
、， 各 -6 » 多 
Six- 一 人 OL 和 


第 九 章 样 条 


由 于 它们 必须 相等 ,对 于 =1,……,n 1 我们 有 
3 一 了 1 


总 ，， 一 
的 十 志 一 国 
证 Ck 上 3 Cs 6 Cer hyel hh » 


时 常数 Co 到 CG, 的 n 1 个 方程 的 线 修 方 税 组 . 止 加 先 脐 考 渗 到 的 那样 ,这 个 方程 组 是 不 确定 的 .我 
们 还 缺少 两 个 方程 ， 
存在 令 人 感 兴 超 的 办 法 来 为 这 个 方程 组 增添 两 个 附加 方程 , 吏 保 持 选 择 章 开放 性 ,其 算 阵 取保 契 
般 特 性 .首先 对 ;一 1,…,n -1, 令 


_ hu . 
二 ,++ Rr 


多 


h; 


了? 


Pl 


看 | 天 一 六 本 
由， + Rtl \ hl h, ‘ 


a, 


这 个 方程 组 可 以 改写 成 
BC + 2C, + Ci - dis i=1, un 1. 
现 契 取 两 个 附 吉 条 件 其 形式 为 
2Cot+aoCi= do BC 1 +20% = do 
其 中 a4,do,8, 得 d 可 由 我 们 支配 .这 样 构成 的 方 得 组 形 为 


2 [ee] ] Cn ] do 了 
有 2 a C1 dl 
D0 B32 2 Cs, da 


0 记 2JLc J a 
该 方程 组 怎 阵 为 三 对 角 的 ,所 有 其 他 元 素 为 零 ， 
怎样 利用 上 题 中 的 线性 方程 组 来 获得 一 个 自然 样 条 呢 ? 
解 上 选择 wo, do,B, 及 dd, 为 零 .这 栏 一 来 硕 行 及 底 行 的 方程 就 迫使 Cn 及 C, 也 为 零 这 正 是 
然 样 条 .此 时 系统 缩 成 为 -1 防 , 导 来 确定 余下 的 Ci 到 和 
类 似 地, 我们 怎样 安排 才能 使 端点 条 件 


S1(zo) 一 yg Sn) 一 ys 


得 以 满足 呢 ? 
解 EB 从 题 9.4 中 必用 适当 的 公式 我 们 可 得 
’ 1 ， } 1 
与 
名 ha Jn 7 Mn-l 
S = 一 性 ™ bl en , 
Sul rn) 6 Cn 1+ 3 Cat 下 aa 
容易 将 它们 转变 成 
2Co+ CC = £| 2 ,| 
与 
。 ， 在 1 人 
(5-1+T 2C。 = 下 | _ 也 -| 


现在 将 已 们 与 线性 方程 组 中 的 第 一 -个 和 最 后 个 方程 ( 即 2C6 + anC =ado 利 3.C,_1+2C,=q,) 进 行 
比较 ,得 知 可 选择 


9.7 


9.9 


妈 儿 全 村 


并 实 土 , 这 洗 捍 供 所 家 的 端点 什 . 


在 区 问 (0,x)? 上 肉 二 次 样 条 段 拟 台 晴 数 f(r) -smzr., 只 用 二 个 内 点 zf/3 及 2r73， 
解 有 班 应 的 数据 组 为 
取 -0,…,3 太 所 有 = x/3 要 寻求 二 个 二 容 朗 .由 在 富 的 呈 值 立 竺 ol ai， BI 上 攻 记者 办 12 上 
十 
3 3/2|, 27v3 
a A hh 2r “ 
并 日 ds 吾 相 同 的 值 .这 带 冶 我 们 的 是 方 各 组 
了 G+ 2201-30 
六 2 六 C3- 2 
及 端点 条 付 . 这 蛙 日 名 样 困 肯 定 适合, 四 为 上 上 跤 冰 数 在 疾 点 处 的 一 阶层 数 悄 尖 亚 .所 以 我 们 他 大 让 3: 
为 零 圭 是 余下 的 方程 此 立刻 得 用 忆 ) 一 忆 ;一 一 27y 375z, 代入 题 9.3 的 公式 中 比 将 产生 伴 某 段 ,将 它 
简化 二 得 
-27.31 ;i931 
Si(x) -| 1072 | | 元 I， 
sr) 32 ? ,323 
2 一 1 on | 3 | | 3 5 
7、 3 人 | 
si(r)=| A S| or i. 
是 9.19 将 要 求 通 寺 检查 所 有 加 给 它们 租 菜 件 米 验证 这 些 二 次 段 .此 例 的 简明 性 哩 得 精确 值 金 郁 可 以 
计算 ,还 要 注意 中 间 一 个 “三 次 " 段 其 裕 层 一次 的 ， 
再 一 次 用 三 次 段 去 拟 合 止 缠 函 数 , 这 次 要 求 端 点 的 - * 阶 导数 与 直 瞳 了 消 数 的 导数 相 洁 . 
解 上 呈 新 的 端点 策 件 为 S110) 一 1 太 S$(r) = -1 从 题 9.6 我 们 非得 
! 18113v3 
os 已 dy CA 1 x | 2 区 一 1| 
所 以 新 的 疗程 组 为 
Hn 五 | 
200 -01 全 3 
1 二 二 237。3 
二 Co 2C1+ HC 3 
DC +2 + 0 23, 
Ct 2C) -= ‘| 22 -1| 
TT 区 
它 的 解 为 ; 
Co 3 0, -ov - 2 2 
将 它 代入 是 9.3 的 5,{z) 的 公式 中 去 ,我 们 再 一 次 得 到 二 次 段 .如 题 9.20 所 要 求 的 那样 可 以 验证 这 些 
段 狂 足 所 有 部 给 它们 的 条 件 , 在 那里 还 可 以 发 现 St ) 的 端点 值 不 为 零 . 
为 获得 样 条 道 近 的 -个 完全 确定 的 方程 组 ,第 二 条 途径 是 将 我 们 的 一 些 要 求 稍 稍 放 宽 . 


例如 , 忽略 SC) 及 SCz) 段 ,我 们 可 以 要 求 5,(x) 和 S,_1(x) 满 足 湛 点 的 定位 条 件 . 
这 还 取消 3 让 x 及 .x, -1 处 的 连续 性 要 求 ,它们 已 不 再 是 结 点 了 .证 明 所 产生 的 可 题 将 


“和 


拥有 与 确定 系数 所 需 的 一 样 多 的 条 件 . 
证 了 现在 有 -2 个 二 次 段 而 不 是 二 个 ,共有 4n 一 8 个 可 用 的 系数 .但 是 内 有 nw ~3 个 结 点 而 不 
是 一 1 个 .在 每 个 结 点 上 有 了 个 要 求 ,这 就 造成 了 4r - 12 个 需要 满足 的 条 件 . 由 上 在 .xo.x1, x7-1 受 
2 处 还 需 蜂 定位 ,第 件 总 数 增 至 44 -8 个， 
9.10 将 题 9,2 中 的 展开 修改 成 题 9.4 中 的 形式 ,来 满足 题 9,9 中 所 提出 的 要 求 . 
解 ”ME 仔细 阅读 第 提出 的 问题 将 表明 有 谍 多 吕 以 节省 的 地 方 . 在 题 9,4 中 拷 判 出 的 线性 方程 组 
时 , 当中 -3 个 方程 仍然 有 效 ,因为 它们 是 关于 结 点 za 至 r*。? 的 ,在 那些 点 处 -- 切 依旧 不 变 . 这 些 
已 经 提供 了 ”- 1 个 系数 Ci 至 Co 的 m -3 个 方程 ,中 两 个 所 需 的 方程 将 使 Sz{ zo) = wo 及 
S14(4n) = 回 到 题 9.3 中 给 出 的 公式 ,这些 条 件 可 以 被 实现 .在 进行 某 些 代数 操作 之 后 它们 可 被 
简化 成 


2C1 + a dy Bln2 + 20a1 = 由 
其 中 ,Bd de-1 定 头 如 下 ; 
_ 2(R1h3 — 1] 
人 
2(ha 1h, ~ ha) 


a he oh 
12h2 和 ry, + 1 y, | 
Mh 
12h0 | my | 
dy! 于 1 “二 
《1 二 下 — (Rr 1 十 Anl 
于 是 ,方程 组 的 最 后 形式 
r2 a 0 ]re 7 re 7 
By 2 a2 C2 d2 
D0 PF 2 Cs ds 


2 na 0 Cy dn -3 
有 > 2 他 了 CC 2 -2 
0 Ba-1 2 - LC -I Lo .1 


妇 然 是 三 对 角 的 ,所 有 其 他 元 囊 为 零 . 

9.11 将 适 才 展开 的 方法 应 用 于 区 间 (0, rx) 上 的 函数 f(z)=sinz, 区间 里 取 三 个 等 距 内 点 ， 
解 ”有 四 个 子 区 间 , 对 内 部 的 两 个 子 区 间 寻 求 样 条 发 .这 时 惟一 结 点 是 在 ra = x/2 处 .这 可 以 清 
林地 表明 为 什么 我 们 不 再 继续 前 面 的 具有 三 个 子 区 闻 的 例子 .在 那里 是 在 完全 没有 结 虑 的 情况 下 以 
单个 三 次 式 来 插值 四 个 已 知 点 .如 今 的 数据 组 为 


所 有 的 天 = md ,ui 及 有 的 公式 现在 只 用 在 结 点 x 十 得 出 gy = 记 = 172. 我 们 还 得 到 d= 48(V3 - 
2)/m 以 上 用- -个 方程 


1 1 2 2) 
F001 + AE + F703 TY. 
TT 
借助 费 新 的 公式 ,aj 一 0, 遍 一 0 有 
32(1 -v2} 
di ~ da = 


于 是 我 们 的 线性 方程 组 如 下 


9.13 


9.14 


数值 分析 


解 之 , 并 再 -次 借助 题 9.3, 我 们 使 得 到 网 个 样 条 入 : 


Sol r) 一 


Se) - 


稍 加 耐心 便 可 证 实 S; 联结 前 - 


解 8 可 以 证 明 


| 
max | ft) - S{r) 


16(1 — 2x — 2c 2 (4v2 — 7)(4r - a) 


12x 


上 {8,2 — 2}(2x 4)+ (19— 4.2)f47 - x) 


2x 


16{1 -2)(2e -r+ D4 


l2r 


B72 D4r 2) + (9 -4D)(3r dx) 


l2r 


个 点 ,5: 则 是 联结 后 三 个 ,而 且 X, 是 它们 的 正常 结 点 ,这 正 是 所 求 
的 一 切 . 额外 再 加 些 诸 刘 S500)= 1 或 S31x/2}= 一 1 这样 的 条 件 可 能 是 好 的 ,然而 没有 必要 所 做 下 
去 .如 今 的 首 近 志 以 下 到 1.05 利 -1.09， 

样 条 遂 近 的 误差 是 什么 ? 


3 


384 


所 max FCr) | Ht. 


此 处 五 为 凡 的 最 太 者 而 报 大 值 是 在 区 间 了 上 皮 的 . 
将 题 9.12 的 误差 界 用 于 题 9.7 的 祥 条 上 . 
解 EF winr 的 4 阶 导数 尼 然 其 界 为 1 日 日 -x3. 因 此 


INAX 


sinT — S(t.r) 


所 384 8 二 0.010 


样 条 对 导数 广 (7 ) 的 通 近 是 卡 伴 的 ? 


解 6 本 可 以 证 明 


max| Ftr)- S'{r) 


Bites Hi 


aAX 


全 24 


将 题 9.14 的 公式 应 壬 到 题 9.12 的 样 条 上 . 

解 。EE8 我 们 近 仙 地 得 到 厅 1724=0.05. 一 般 说 来 , 祥 箱 对 导数 而 言 有 十 分 好 的 各 近 ， 

样 条 对 f(xr) 面 言 是 爹 局 过 近 , 其 会 义 是 什么 ? 

解 ”B 样 茶 段 下 是 第 此 独立 地 确定 的 .每 段 与 其 他 段 都 联系 在 -起 .上 用 来 确定 伴 条 段 的 系数 组 C， 
是 出 一 个 线性 方程 继 来 决定 的 .用 相反 的 方法 ,以 头 4 点 rn 到 xs 来 拟 合 一 个 一 次 多 项 式 , 然后 对 马 


-组 rs 到 rs 作 拟 全 ,如 此 等 等 由 用 整个 区 间 工 .每 个 线段 郁 独 立 于 其 他 的 去 求 得 .但 是 像 伴 条 那 华 


在 结 点 处 的 连续 性 几乎 当 定 会 失去 . 
证 明 在 所 有 有 具有 二 阶 导 数理 在 结 点 处 满足 f(x;) = yi 的 函数 /A(x) 中 , 在 (4,5) 上 的 自 


然 样 条 惟一 地 极 小 化 


证 和 首先 理 出 


[Fy 


他 , 6 
| fF Cdr 一 三 SCz)zdr -| [Fir) - Sr dr 


其 中 3(r) 为 三 次 样 菜 . 让 每 


个 - 


下 


£ 
+ ?| SF tx) Sr]ldr， 
区 间 上 进行 分 部 积分 ,最 后 一 个 积分 就 转变 成 


第 九 章 样 条 


| SL = Srldr 
-Str)[ (tr) si) -| | 天 (ze Srj] str)dr 


lL rl 


-SF S(tr)] 


’ 
| 


-StrI[FCry - Sfa)]| 


| 


+ [FY SY]SH (Yd, 
由 二 Kx) 与 Sr) 在 结 点 处 相等 并 且 SIz) 为 党 所 以 最 后 两 需 沟 地. 将 余下 的 一 硕 对 1 一 1,…,n 
求 和 ,所有 的 内 点 相互 抵消 后 璋 下 的 基 
SAF SC SLF a) Se 
由 于 S 为 白 然 样 条 它 世 为 零 . 注 音 到 芳 我 们 代 之 以 假 谈 而 端点 处 产 -- 5 ,这 剩 下 的 项 仍 会 消 兴 ,在 任 
.种 情况 下 将 原始 方程 稍 加 重新 至 理 便 得 
| sz)2dx = | rerpar 站 re -smnjar， 


它 确 实 舍 第 一 个 积分 比 第 一 个 小 . 
9,18 用 一 个 三 次 样 条 来 拟 合 上 下面 的 数据 . 


选择 白 然 样 条 , 题 9.4 中 的 7 个 方程 的 方程 组 提供 关于 7 个 内 点 的 C; .它们 的 解 ， 
经 过 伟人 到 两 位 得 


1 2 3 4 5 6 7 
-0.23 -0.72 一 4.08 2.65 0.69 -5,40 -0,70 


解 G3 个 数据 点 的 分 布 情况 及 一 个 样 条 段 如 图 9.3 所 示 . 近 顾 到 〔; 使 是 在 数据 点 上 的 2 阶 导 
数值 , Cn 与 Cs 为 才 . 观 察 它们 在 整个 区 间 的 性 态 ,和 蔡 别 是 大 的 数值 没有 令 人 失望 ,可 以 消除 人 人 们 的 
疑虑 . 


图 9.3 


补 充 题 


9.19 证 节 题 9,7 中 的 样 条 满足 所 有 加 纵 它 的 条 件 ， 


+ hy: 


70 ， 


数位 


分 本 


9.21 


评 明 在 是 9.8 中 的 第 -- 个 :这样 条 段 为 


5 
并 求 山 另外 两 个 样 条 梳 , 证 明 它们 满足 加 给 它们 等 要 求 . 
证 明证 是 9.10 牛 给 放 的 细节 ， 
拱 出 道 这 如 下 点 鸥 自然 样 条 
T, 是 1 2 了 4 
», 用 0 1 0 D 


对 前 面 的 数据 应 用 区 9.10 中 的 方法 , 在 中 司 的 两 个 区 间 上 寻找 两 个 样 茶 段 , 慷 一 的 -~ 个 缚 点 证 -了 


处 ,当然 该 样 条 也 必须 道 过 两 个 端点 ， 
所 存 数 据点 鬼 落 在 根 直 线 上 的 情况 ,1 


不 能 称 为 一 个 样 条 ,然而 它 值得 暂时 给 以 注意 . 回想 


数 C, 为 2 阶 导数 的 信 , 在 这 种 情 滴 十 必 


: 须 甬 为 零 . 拒 们 的 线性 方程 组 应 如 何 来 处 理 这 人 情况? 


假如 质 有 上 节 数 撕 点 均 落 在 “个 抛物 线 上 ,我 们 的 线性 方程 组 将 会 是 怎样 的 ， 


- 下 ， 


哩 


第 十 和 章 密切 多 项 式 


密切 多 顺 式 不 仪 要 冰 与 奴 定 的 函数 在 共和 干 指定 的 自 变 基 处 有 相间 的 画 数值 ( 即 配 置物 概 
宣 ), 耐用 要 求 在 同样 的 上 丹 蛮 呈 处 (通常 如 此 ), 它 的 彰 至 某 阶 的 导数 也 与 给 定 电 数 的 导数 等 全. 
因此 ,最 简单 的 密切 就 是 要 求 对 于 =0,1,…,n 有 

plie) = yx), p {ri) = y (ri). 

用 几何 语言 来 说 ,代表 廿 个 了 匡 数 的 曲线 在 这 n 11 个 点 处 段 此 柑 切 .高 阶 密切 还 要 求 p”(.r,) = 
Co); 等 等 .这 时 相应 的 曲线 就 具有 所 请 的 高 阶 接 甬 .关于 密切 多 项 式 的 存在 与 惟一 性 , 利用 
与 那些 用 于 简单 定位 多 项 式 的 相似 的 方 话 可 以 得 到 证 出. 

例如 , Hermite 公式 表示 一 个 具有 一 阶 密切 的 不 超过 28 +1 次 的 多 项 式 .其 形式 为 


plz) = UV 
pe 个 
其 中 y 与 y 为 给 定 匡 数 和 它 的 导数 在 zx, 点 处 的 值 . 国 数 U(x} 与 V(x) 二 多项式 ,它们 与 
在 早 些 时 候 所 描述 的 Lapgrange 乘 子 具有 相 类 似 的 性 质 . 事实 上 
Lifz) =[1 2xr) Ce- ci, Cr)}, 
Vi) ={r - zr)fL, tr}. 
Hermite 公式 的 误差 可 同 涪 表示 成 位 置 误 差 的 形式 , 不 这 带 有 高 阶 导 数 , 这 表明 密 切 多 项 式 可 
获得 更 高 的 精度 . 其 误差 为 
{ 22 
yx) ~- ptxr) = (2n + 2) [xtx)]. 
一 种 未 定 系 数 的 方法 可 以 用 来 获得 具有 高 阶 密切 的 过 项 式 . 例 站, 取 p(x) 太 标准 形式 


3w12 
下 


p(x)} = cot ert car te 十 (12 
并 在 点 z0,…,T ,人 外 要求 p{re) 二 yp (r= yi P(r)= yi 由 此 导出 关 -] 35 +3 个 系数 
的 32+3 个 方程 .无 疑 对 于 大 的 地 来 说 将 是 一 个 大 方程 组 . 较 后 一 章 中 的 方法 可 以 用 来 解 
这 天 的 一 个 方程 组 . 企 某 种 情况 下 特殊 的 措施 可 以 才 效 地 加 以 简化 . 


壤 解 


10.1 和 候 定 (aDitz) 及 Vi(z) 为 2n+I 次 多 项 式 .(b)Dilr) = B64, V(r)=0.(c)U = 
(xa) =0, V(re)= By,, 


0, 当 ih, 
其 中 Bi = 
“ly, 当 j=k. 


证 明 p(x) = DU(z)y + 3 V(x)y' 是 一 个 次 数 不 超 过 2 +1 的 多 项 式 , 且 洪 是 


plre) = yp (xr) = yk. 
证 BF 关于 次 数 的 外 论 是 显 见 的 ,因为 给 定 次 数 的 多 项 式 的 选 如 组 合 其 有 相同 或 是 更 低 的 次 数 . 
将 r= 代入 便 得 
Pix) 一 【LRCzE + 0 = ye. 
类 个 地 将 c= ri 代入 p(x) 
Pp xe) = VECAA)YE ~ yks 
所 有 其 他 项 为 零 . 
地 ,2 已 知 Tagrange 汪 子 工 , (x) 满足 上 Li/(xp) = 654, 证 明 


72 数值 分 本 


U(r) 2570)0r or) [L(tr)), 

V(r) re- rl Cr 
满足 列 在 题 10.1 中 的 要 求 . 
证 9 由 上 (41) 为 声 议 的 , 它 的 平方 为 25 次 网 ,国府 Cr 与 计 (r) 均 为 2n -1 次 的 ,村 第 二 
个 要 求 而 言 , 我 们 注意 到 ,出 于 了 (ri)= 由 让 当 到 天 时 有 (ry) 一 W(x) 一 0 同时 将 = 代入， 
有 


Ur) = [r= Vr) = 
于 是 有 Le = B64 与 Vr) 一 090. 接 下 来 计 秀 叶 数 
Ur = -2 2 Lr) LGC)[L i 
Vx) {ro rj {rl (rt lr 
由 上 有 上 (za) 这 个 因 了 并 得 . 当 让 关 i 时 (ep) = 与 Viln)=0. 当 7 一; 肝 , 由 于 上 L(x)=1 得 
Ut) =2L (ry 一 21(7,) 0. 最后, V(x) 一 [L(x)]=1. 因 此 Bermite 公式 为 


pT) P20 LPs 
< 
10.3 在 平行 的 铁路 轨道 之 闻 的 一 个 贫 道 是 一 个 联接 位 置 4f0,0) 及 (4,2) 的 三 次 多 项 式 ,并 与 
y=0 以 及 y=2 这 两 根 直 线 相 切 .如 图 10.1 所 示 . 应 用 Hermite 公式 来 产生 这 个 多 项 
式 . 


{4.2) 


(OO0) 


图 10.1 


解 SB 这 样 的 规定 是 要 求 一 个 二 次 多 项 式 与 下 面 的 数据 相 匹 配 : 


TE 本 本 
册 册 0 
4 2 0 
当 n=1 时 ,我 们 有 
”， 了 二 并 
Lotx) = < Litx) 二 1， 
了 Tl 这 站 
1 ; 1 
Tr = 一 
Fotz) -人 一 工人 bm 


代入 Hermite 公式 (由 于 yo = 355 一 y1 三 0 只 有 yl 项 需要 计算 )， 
) 和 1 
p(T) = | 1 2 | | | “了 = 起 (6 I)ri. 
志 然 ,这 种 转轨 方式 的 意义 在 于 它 提供 了 个 光 请 的 社 小 . 它 与 两 边 的 六 行 轨道 都 相声 ,也 就 没有 突 
然 的 方 疝 改 蛮 及 和 角 点 . 热 而 由 于 入 (全 及 产 (4) 不 为 址 ,曲率 间断 .! 另 种 捕 闹 参看 题 10.7) 
10.4 获得 y(x) 与 它 的 多 项 式 道 近 pl xr) 之 差 的 公式 
解 fg 具 推导 一 分 类 似 王 对 较 简 单 的 配置 案 页 式 厂 作 的 那 祥 . 由 十 在 点 Th 上 y(tr)= 


P(r) 及 y (4)=p'( 工 ) ,我们 预期 -个 找寻 
yr pir — Clrt ry 


第 十 齐 密切 者 需 式 


: 73. 


10.s8 


10.6 


10.7 


的 辣 果 , 其 中 ztr) {rr 一 +) 一 (rr 一,) 如 前 , 据 上 起 拒 们 定 尺 函数 
Fry = yr) -plry -Clrtx)], 

它 当 天 -和 下 时 存 开 人 ec) 一 下 (0 道 过 在 .与 二 之 问 选 择 任 一 个 新 点 ri, 并 个 
Lor1) 一 上 人 rari) 

[rfu-))]? 
我 们 还 质 Ftr, tj) = 由 干 现在 Flix) 至 少 有 n+2 个 零点 , 故 FF(.c} 在 中 间 处 会 有 及 + 1 个 志 点 , 且 
它 在 xo,… ,x 处 也 有 零点 ,会 起 来 有 2 +2 个 鹤 点 ,这 就 隐 含 三 瑚 人 (1) 件 少 有 2n+1 个 堆 点 ,连续 
果 Role 定理 ,还 明 F(xr) 军 少 有 2n 个 寒 点 ,FO(r) 有 2n 一 1 个 堆 点 , 依 此 类 推 志 全 FG3*+2(r) 可 
你 让 在 ro 与 +; 之 间 的 区 间 中 圣人 少 有 一 个 零点 , 忌 如 说 在 了 = 二 处 .计算 导数 ,我 们 每 到 

Fn E) ye C2n +2)! =0. 


全 一 


亡 可 以 就 误解 出 , 回 代 得 


【2m+21 ) 


?> (EY 3 
Ga al) 


加 并 cs :为 rn yz 外 的 男 一 个 点 ,并 注意 到 这 结果 即使 村 .x0… zx, 也 成 立 { 两 边 均 为 零 ), 栈 可 以 
将 re+l 换 写成 简单 一 些 的 =， 


srst) pt r+1) 


2H+2 
ye) ptx) = Op 

证 明 能 满足 题 10.1 中 规定 条 件 的 多 项 式 基 惧 一 的 ， 

证 BP 很 设 有 两 个 的 话 , 由 于 他 们 在 点 zx 处 ys 及 只 的 值 上 攻关 相同 ,我 们 可 以 选择 其 中 的 个 为 

题 10.4 中 的 zy) 而 另 一 个 为 yfz) ,换言之 ,我 们 可 以 把 一 个 才 项 式 看 成 另 一 个 的 逼近 式 , 然 遇 由 上 

3fz) 现 在 是 一 个 2 1 次 的 铬 项 式 ,由 此 得 出 yo (为 地 .因此 ,y(z) 便 等 于 p(x), 从 而 我 们 

的 两 个 多 项 式 实质 上 就 是 一 个 . 

起 样 才能 找到 一 个 多 项 式 与 下 面 的 数据 相 匹 瑟 ? 


a 
To Vo Yn So 


Tl YI XY1 J] 
换言之 ,在 二 个 点 上 多 项 式 和 它 的 头 两 阶 导数 取 指 定 值 . 
和 能”& 千 为 了 简单 化 可 令 ro =0. 假 如 这 一 点 不 成 立 ,对 点 加 以 平移 容易 实现 它 . 令 
Plr) = yo + zyot+ pe + Ari+ Br* + Crs 
其 中 有 4,B8 相 C 是 要 确定 的 .在 x= zxo = 姓 指 定 惩 号 经 被 满足 ,在 r=x1 处 它们 要 求 
Ari+ Bri+ Cri= yl - ym — ry zy 
3ArT + 4Bri+ Sr 人 yh 1 
6Ar: + 12Br? + 20GC7} = yi — 
这 一 个 方程 惟一 地 确定 A, B,C. 
在 两 条 平行 的 铁路 轨道 之 和 的 一 个 转轨 岔 道 将 位 幅 (0, 0) 和 (4,2) 联 接 在 - -起 .为 了 如 
免 在 方向 和 出 率 二 者 上 的 不 连续 作 下 面 的 规定 ; 


Lt 3 | 嫩 
0 0 nD | 0 
4 2 LU 0 


求 -个 多 蔗 式 袍 满足 这 些 规 定 什 . 
解 上 贱 ' 应 用 题 10.6 中 节 这 程 


plr) = ra + Bri + Ors 
一 次 项 完全 地 消失 .在 ri -4 处 我 们 得 到 


.4 数 信 分 所 


04A + 256B — 1024C — 2, 48A + 236B + 1280C — 0, 
24A + 192B — 12800 -0. 


oa 0 
由 此 得 六 128’B 2g C 756* 代入 得 


pl.r) = 3 B07 一 30.c4 + Bx). 


补 充 题 


10.8 启用 Hermite 公式 米 求 一 个 二 次 多 项 式 , 它 满足 下 和 面 这 些 规定 值 . 


这 可 以 看 成 是 站 非 平行 轨道 之 间 的 转轨 分 道 
10.9 应 用 Hermite 会 式 来 求 一 个 过 项 式 , 它 满足 卜 研 这 些 规定 值 . 


10.10 应 用 题 10.6 中 药方 法 炒 个 痪 足下 面 这 些 规定 值 的 5 次 名 项 式 ， 


Bd I Yn 2 
0 0 | 0 0 
] 1 1 0 


这 是 一 个 较 题 10.8 更 尖 滑 的 转轨 公道 . 
10.11 求 二 个 二 次 多 项 式 ,其 一 具有 p1(0) = pa(0) = 对 一 个 具有 p2(4)=2,p2t4)=0, 二 省 均 通 过 (3， 
1 妇 疝 10,2 所 示 ,证 明 pf2) - p2(2), 使 得 一 对 抛物 线 弧 也 能 作为 平行 罗 道 之 间 的 转轨 侈 道 ,就 如 
同 题 10.3 中 的 三 次 曲线 一 拌 . 
{4.2) 


(0,0) 


图 10.2 


10.12 寻找 二 个 4 次 密 项 式 , 一 个 具有 pit0) = p1(0) 一 p14(0)=0, 另 一 个 具有 py(4)=2, p2(4) = p2(4)= 
0, 二 者 均 通 过 {2,1) 满 足 p1(2)= 的 (2)=0. 这 是 另 -种 转轨 苗 道 ,对 它 来 说 如 同 题 10,7 的 $5 次 名 项 
式 那 举 , 方向 及 曲率 均线 有 间断 ,通过 证 明 在 四 片 轨道 的 衔接 点 (0,0),(2,1) 和 {4,2) 的 两 出 - 阶 和 一 
阶 导数 都 相等 来 证 明 这 一 点 . 

10.,13 从 2 点 密切 前 Hermite 公式 来 导出 中 点 公式 


1 1 ， ， 
P12 = 3 ty + 31) 十 Rityo — y1) 


其 中 工 = x 一 0. 


第 十 章 ” 密 如 多项式 


。 33 ，* 


10,.14 
10.15 


10.16 


10.17 


证 明 题 10.13 中 公式 的 误 益 为 Ly 中 (8)/384. 
求 一 个 4 次 名 三 式 满 中 下 面 的 条件 ; 


了 De Pk 
由 上 0 
1 0 一 
2 9 24 


注意 yi 中 的 一 个 值 是 不 用 的 ， 
求 -个 4 次 多 项 式 满足 这 些 条 件 : 


求 一 个 3 次 多 项 式 满足 这 些 条 件 : 


第 十 一 章 ”Taylor 多 项 式 


Taylor 多 项 式 


在 密切 多 项 式 中 首 蕉 Taylor 多 项 式 . 在 单个 点 xo 处 多 项 式 扩 它 的 头 n 阶 导数 值 被 要 求 
与 给 定 函 数 y(z) 的 有 关 基 相 苞 配 . 那 就 是 
pr (ro) = ofzo) 当 i= 01 4 
这 样 一 个 多 项 式 的 存在 性 与 惟一 性 将 被 证 明 , 它 足 分 析 学 的 经 典 结 果 . Taylor 公式 的 存在 性 问 
题 可 以 通过 将 它 展开 成 如 下 形式 


加 ty) 
(ro) 
plr) = DT (xo) 
4 一 履 


而 得 到 肯定 . 
当 Taylor 公式 作为 对 y(x ) 的 逼近 时 ,其 误 老 可 以 表示 为 积分 形式 


下 {tnt} 
> p07) = | 


Lagrange 误差 公式 可 以 通过 对 该 积分 公式 应 用 一 个 中 值 定理 演绎 出 来 . 它 就 是 
tu+l} 
yr) 一 plr) 一 人 TD {x 一 67 ， 
而 且 明 显 地 类 和 似 于 配置 公式 与 密切 公式 的 误差 . 
假如 y(x) 的 导数 界 与 n 无 关 , 则 任 ~- 个 误差 公式 都 可 用 来 估计 所 需要 的 次 数 ” 以 使 误 
差 |y(x) -p(x)| 在 自 变 量 zz 的 整个 给 定 区 沿 上 减少 旭 预 先 给 定 的 允许 其 之 下 . 
解析 函数 共有 这 样 的 性 质 , 即 当 ”趋向 无 穷 时 ,上面 的 毅 近 误差 对 给 定 区 间 内 的 所 有 自 
变量 x 其 极限 为 地 .这 类 函数 十 是 可 以 表示 为 Taylor 级 数 
op 【1 
yr) = > 2 Sy 一 20 
1 一 侨 ' 


二 项 式 级 数 为 Taylor 级 数 的 一 个 特别 重要 的 情况 , 当 一 1< x<1 时 我 们 有 


(zo 一 xo)" dx. 


《1 + x)? = 2 Dl, 
微分 算 子 了 
微分 滤 子 局 定义 为 
e 
D=h de 
于 是 指数 算 子 可 以 定义 如 下 : 
如 1 RD: 


放 且 Taylor 级 数 可 表述 为 算 子 形式 
yrk) = eryol xo), 


DD 与 A 之 间 的 关系 可 用 
1 


_D _12,13_.,.. 
A+1=e, D=A 7 二 全 ， 


二 者 中 的 任 一 种 来 表示 , 二 者 均 包 括 “ 无 穷 级 数 " 算 子 . 
Fuler 变换 为 无 穷 级 数 算 子 间 的 另 个 有 用 关系 , 它 可 以 用 二 项 式 级 数 写成 


第 十 一 总” Tayior 克 项 式 


77 . 


G+E) = li -latiea Ls + .|. 


Bernoulli 数 六 定义 为 


a 
= AB 
着 手 将 堪 侧 展 成 它 的 Taylor 级 数 , 我 们 将 得 到 B61,B, 一 一 二 B= 二 等 等 .这 些 数 出 现在 


2 ， 
不 同 的 算 子 方 程 中 , 例如 , 不定 和 算 子 4 定义 为 
AF = yi Fi= Aa Vy. 


与 .的 关系 为 
Al1=s=D Dry BD’, 


4 一 自 


其 中 B, 为 Bernoulli 数 . 算 子 也 -! 为 高 悉 的 不 定 积 分 算 子 . 
从 前 面 的 关系 式 中 可 以 推导 出 Euler-Maciaurin 公式 


nH-l 


下 ，， ， 
2 3 = | yidk — 一 yo} 十 12 > — Yo) + 
1 二 由 


它 常用 来 计算 和 数 与 积分 . 
使 用 Taylor 级 数 可 以 把 D 的 稳 以 中 心 差分 算 地 8 来 表示 ,下 面 是 一 些 例 子 


他 
D =u[s -#40 + 51 6- ET 67 + …|， 
D2 =67 -Le + ie H+ -上 5 - 


12 90 S60 3150 


古 解 


11.1 找 出 一 个 次 数 为 或 更 低 次 的 多 项 式 ,使 它 与 它 的 前 a 次 导数 在 自 变 其 zo 处 取 值 yo， 
yy, 
解 了 一 个 次 的 多 项 式 可 以 写成 


pT = ao tatr- xo) tt r+ Gn — co)”, 


逐次 微分 的 结果 为 


pz) = @ ta - rot + ratz - xo)"!, 


ptr) = 2a3 + 3 a(tr— 0) 十 … 十 af 一 1)asfzr — xo}"™, 


pr) = nlean. 
于 是 那些 规定 值 赣 求 
{1} i} 【27 


plxo) =a0 = yo pro) = al= yi, pz0) = 2az= yh, 


“p' eo) = 3 za = yi 


解 出 a, 系数 并 回 代 得 


pr) = yo + Wr zo + e+ az 20)" 
ty i 
-2 2 {7 — zo):. 


11.2 找 出 一 个 次 多 项 式 p{z), 要求 于 zo=0 处 p(x) 与 e* 直至 n 阶 导数 的 值 均 相同 . 
解 ”8 由 于 对 er 而 言 其 所 有 阶 的 导数 仍 为 e+, 故 


于 是 Taylor 铸 项 式 可 以 写成 


TR: 


数 首 分 析 


Si 1 3 工 1 ， 
p{lr) - lt te Tt 


11.3 考虑 第 二 个 也 数 y(x) 也 具有 题 11.1 中 的 规定 值 .我 们 把 p (x) 看 成 古 近 近 y(x) 的 一 


11.6 


个 多 项 式 .假定 y* D(C) 在 ro 与 x 之 间 连 续 求 得 一 个 以 积分 形式 表示 的 差 (x ) 一 
p(x) 的 公式 . 

解 上 这 时 用 一 个 不 同 的 过 程 来 导出 关于 配 综 多项式 和 密切 多 项 式 的 误差 估计 是 方 使 的 . 首 光 虱 

了 时 你 这 个 差 为 EE， 


R=- ytr) - ptr), 
或 者 将 它 全 部 的 狠 节 写 山 
Rr azo) 一 3 一 aznl Yeznoif — ra) — 3 rojlz ~ nu)’ 


tn 


-iy {xn {Tr ~ To)", 
这 实际 上 定义 民 作 为 z 和 .zo 的 函数 .保持 zx 固定 ,计算 尺 对 xn 的 导数 ,我 们 得 到 
民 zh = y {ro ty tr -yrotr -zxo) 


+ oy rntr 一 0) 一 村 >GMzn)(z r+ 


] (n+ 本 
iy rar zo) 


上 


ntl} 
二 一 n> "TY (xro)tx 一 人 站 了 


由 于 在 每 项 乘积 中 , 对 第 二 个 轿子 进行 微分 的 结果 会 与 在 前 一 项 乘积 中 对 第 个 因 于 机 分 的 结果 相 
销 , 因 此 只 有 最 后 一 项 保留 下 来 .已 对 ro 作 了 微分 现在 到 过 来 对 -ce 进行 和 分 以 重新 获得 只 


RUr, zy = 二 | nc)(r -oade + 常数 
由 民 的 最 初 定 六 ,有 民 (zoyzi =0, 从 而 积分 常数 为 零 ,将 上 下 限 互 换 得 


R(x, ro) 一 rl — ndu, 
1js, 


这 就 是 积分 形式 的 误差 公式 . 

从 积分 形式 的 误差 来 得 到 Lagrange 形式 的 误差. 

和 解 8 和 这 里 我 们 用 微 积分 学 中 的 中 信和 定 埋 ,该 定理 说 假如 f(x) 为 连续 的 且 wfzr) 在 区 间 (a ,中 
符号 不 变 , 则 


8 
| Fa)wt dr = 7 wddr. 
这 里 上 为 4 与 5 之 间 的 一 个 什 , 选 w{4)= (rc 一 xn)”, 我们 容易 地 得 到 
R(x, wo) = (8) 一 xo" 


其 中 是 介 Jc6 与 工 之 间 的 晤 但 不 能 说 是 未 知 的 ,这 种 误差 的 形式 非常 流行 ,因为 它 十 分 类 似 于 
Tayler 亏 质 式 的 项 .除了 将 rr 换 成 上 它 也 就 是 更 高 :次 的 Taylor 多项式 的 项 . 
对 函数 y{xz)=e', 取 ro=0, 和 估计 对 十 一 1 之 x 之 1 保证 准 桶 到 3 位 小 数 的 Taylor 多 项 
式 次 数 以 太 淮 确 到 6 位 的 次 数 . 
解 EF 用 误差 的 Lagrange 公式 
le — plc)l= R IS 1 + 
要 准确 到 3 位 它 必 须 不 超过 0.0005, n=7 或 更 高 此 可 以 满足 这 个 襄 求 . 因此 密 项 起 
了 
p(x)} = >， 二 x 
eT 
是 可 以 胜任 的 .类 似 地 准确 到 人 R 必须 不 超过 .0000005, 当 n = 10 时 满足 要 求 . 
算 子 万 的 定义 为 五 = 及 3 一 ,将 它 的 逐次 蛤 作用 - y(x) 上 其 结果 为 何 ? 


第 十 - - 齐 Tarler 多 蒜 式 


解 ” 狂 我 们 应 得 DY( -Roy 

11.7 用 算 子 符号 表示 Taylor 多 项 式 ， 
解 $ 邻 .: 一 .ti= 霹 这 是 我 们 恒 此 时 用 过 的 符号 霓 在 管 单 地 以 .: 代替 号 :然后 直接 代入 是 
11.1 中 的 Taylor 雪 项 式 便 得 


pi 
:ti 0 
-> 让 Dy(z0) 
改写 该 结果 的 一 个 常用 的 方式 是 
pt{r) = | > i Dr' ro， 


或 单 用 整 变量 上 就 成 为 
P= A | ye. 
此 处 如 通常 的 那样 p{ rs) = ps 
11.8 -个 沙 数 y(z) 在 区 间 |z -zol 委 r 上 称 为 解析 的 , 若 当 mn 一 时 
limR(izxz,xo} =0 
对 区 间 内 的 所 有 上 自 变量 r 成 立 . 于 是 习惯 地 将 yfzr) 写 成 -个 无 穷 级 数 , 称 之 为 Taylor 


级 数 
yr) = limp(x) = 之 言 yx — ro)', 
将 它 表示 为 算 了 于 形式 . 


解 。5a 就 像 在 题 11.7 中 那样 做 的 ,我们 得 到 y(zs) = | > 二 Dy. 这 是 我 们 的 第 一 个 "无 究 
级 数 算 子 "此 类 算 了 的 算术 运算 不 像 早 此 时 对 简单 算 子 所 司 的 那样 容易 证 明 它 的 止 确 性 . 


11.9 算 子 e 由 e ”= > AD 所 定义 . 用 这 个 算 子 来 写 Taylor 级 数 . 


解 ”BE 我 们 立 得 y( .xp) = eapyo- 
11.10 证 明 只 = 三 . 
证 8 在 题 11.9 中 取 &=1 并 据 忆 的 定义 ,有 3) -y= 上 yg= eoyo, 便 得 FE=en. 
11.11 将 yzr)=ln(l+r) 展 成 Taylor 级 数 , 取 zo=0. 
解 ”是 导数 为 y= 一 人 一 2 Al+ we) 于 是 30(0) = 人 -41(i- 1)1, 让 于 
y(0) =In1=0. 我 们 得 到 
yz) = ln(1+ x) = DD Lr ll 


玫 邵 悉 的 比率 从 验 话 可 证 册 级 数 在 -1<7 世 1 中 收 语 .然而 , 这 并 趟 证 明 该 级 数 等 于 In(1+ z) .为 
了 证 明 这 一 点 令 p(7) 表 示 n 次 的 Taylor 多 项 式 ， 由 误差 的 Lagrange 公式 得 


nl n+1 


(nt 1 re 
为 简单 起 见 只 考虑 区 间 sz 站 .该 级 数 无 疑 饮 壮 是 用 于 这 个 区 闻 的 ,于 是 误差 可 以 通过 以 0 代替 
E 以 1 拒 蔡 = 得 到 |imt+2z 一 让 估 12+ 好 来 进行 个 计 .而 它 的 极限 确 汶 零 因此 ,limpt{r) 
-inti+z), 这 止 是 我 们 所 襄 的 ， 

14.12 和 估计 以 一 个 Taylor 家 项 式 在 xo =0 处 来 通 近 y(x) =1n(1+xz) 所 需 的 次 数 ,使 其 在 
0 工艺 1 中 保证 有 3 位 小 数 的 精度 . 


解 8 和 用 Lagrange 误差 公式 


| nti + 7) ptr) le 


卫生 ， ni ,tl 1 
‘ntl+ 2 pr) I ry (rE 


+ RO ， 


i1.13 


11.14 


11.1s 


11.16 


11.17 


获得 分 析 


3 位 精确 度 查 求 这 个 异 不 超过 0.0005, 要 ;一 2000 或 更 高 些 才 得 到 满足 .一 个 2000 次 的 多 项 式 是 
必须 的 ,这 是 一 个 慢 收 敏 级 数 的 例子 ， 
以 A 算 子 来 表示 算 子 DD. 
解 RE 从 思 - 瑟 我 们 得 到 户 -Jn 上 -nl+a)=- 4- 方 3 + yA A! 4 tt 

该 计算 的 有 效 性 肯定 还 存 有 疑问 ,对 它 的 什 何 应 肝 必 须 仔 细 地 检查 .本题 表明 最 后 的 级 数 交 子 
会 产生 与 税 子 DP 相 问 的 结果 ， 
将 (1 十 表 为 Taylor 级 数 . 
解 BF 和 为 睫 整 数 时 , 它 是 代数 的 二 十 式 定理 , 当 p 为 其 他 第 时 , 它 就 是 二 项 式 级 数 . 它 的 位 
4 是 广泛 的 ,我 们 穿 易 得 到 

(1 

其 中 p 人 后 次 为 阶 贰 多 项 式 , 选 .4 =0， 


yt0) _ p's, 
将 它 代入 Taylor 级 数 


其 中 | | 为 广义 的 二 项 式 系数 .这 个 级 烤 在 一 1< <1 中 收 优 于 y(z ) 是 可 以 证 实 的 | 


用 :项 式 级 数 导 出 Euler 变换 . 
解 了 Eulcr 变换 是 交错 级 数 5S= un -al*az 一 a3+… 的 一 个 折 广 的 重新 排列 , 道 过 以 思 = - 
前 二 项 式 峙 理 我 们 可 以 将 S 改写 为 

S= (1- E+FE- Eit.)ang = {1l+E) wu. 
算 子 (1 +E)' 可 以 解释 为 1+ 玉 的 淫 算 子 .下 再 是 二 项 式 定理 的 第 二 个 应 用 . 


-1 


与 ={] + E)-'an = (2 + A) an = 于 [1+ 全 | 。 
人 和 和 守 汪 
= 广 [1- 全 + 年- 急 1 ja 
| 1 1 
= | 如 让 2 Ac0 十 二 an 8 an 上 + | 


我 们 推导 这 个 公式 曾 是 算 子 算术 的 和 多少 有 点 乐观 的 应 用 .不 总 存在 易于 应 用 的 判别 准则 来 保证 它 
的 有 效 性 ， 
下 面 级 数 中 的 那些 数 B, 定义 为 Bernoulli 数 ， 


= 2 Be 


ytx) = 
求 Bo, Uy Bio 
解 EEF Taylor 级 数 要 求 (900) = 日 ,然而 在 这 种 情况 下 走 另 一 条 路 要 更 容易 些 . 乘 以 扩 -1 并 
用 wt 的 Tayler 级 数 , 我 们 得 到 


1 | 1 1 | 
人 =| 和 + 7 + 四 + | | Bo + Br + Bax + 6B:*: + | 
现在 比较 x 逐次 里 的 系数 ,得 到 
1 1 
Br = 1,8, = :B= 5'B3= 0,B =- 0 Bs = 0， 
1 1 5 
Bs 二 42， B7 = 由 Bs 一 a0' Bs = 人 Bn 一 50° 


这 个 过程 可 以 用 显 见 的 方式 继续 下 去 . 

假设 AR = y; .那么 其 逆 算 子 可 以 定义 为 FP =A-1y. 道 算 子 是 "不 定 的 "出 于 对 给 定 
的 % 除了 一 个 任意 的 常数 外 才 古 确定 的 . 例如 , 在 下 面 的 表 中 只 作为 一 阶 差分 被 列 
出 ,证 明 可 以 选 Fo 为 任 章 的 ,而 其 他 的 FF 就 确定 了 . 


第 十 :总 Taykor 竺 二 式 


El.18 


il.19 


证 党 我 们 立刻 得 到 
FE 和 + Fr Fry oo- Ft wt we 
Fi= Fy — Formt y+ v2. 
Fl 


一 般 地 有 请， Fo+ 和 ww. 这 此 要 求 无 胜 对 任意 区 Fn 都 成 立 , 这 显 名 与 不 定 积分 相似 


求 一 个 以 算 子 忆 来 表示 A 1! 的 公式 . 
解 ” BE 结果 op=1+a 提 了 了 
Al= {0-1 Din -1)1], 
其 中 口 ! 汶 无 穷 积 分 算 子 , 它 是 卫 的 道 ,从 Bemouli 数 的 定义 得 
Al-Ppwn 寺 BD' 


| 

r=0 
_nil,_ 1 rp 1 .1 
= 用 11 D+ 1D 7206 + 1 

ll 1 
DD 7 +1- F000 + 


像 通 带 用 不 定 积分 堵 样 (紫外 我们 也 有 一 个 不 定 各 } 可 以 假定 沛 加 常数 的 存在 ， 
通过 算 子 学 出 Euler- Maclaurin 公式 . 
解 ”8 杰 练 合 前 一 其 的 结果 ,我 们 有 


sl 
Fi =A y= Fot Dy 
Er 
in-i_ 了 1 ,3 
DD -2 7 + 
由 第 个 等 式 得 
mm-l 
Fi-Fo= Dy 
az 省 
而 从 第 二 个 得 
- 1 fr, 1 下 ，- ; 
FF -de -到 30) + 12 9» — yo0) 
下 了 
-大 8 -0 
所 以 最 终 得 


2 一 | sed 一 Ey, 3 + 壤 (y， Yo) +, 
这 就 是 Euler-Maclaurin 公式 .在 这 个 推 当 中 显然 算 子 算术 是 支撑 还 辑 所 必须 的 , 虽然 它 的 来 源 可 能 
有 问题 ,而 且 这 样 所 得 的 级 数 遂 常 是 不 收 委 的 ,但 是 其 结果 是 有 玫 的 . 


补 充 题 


找 出 sinc 及 cosz 作 xo 一 0 处 的 次 Taylor 儿 项 式 ， 

对 sinz 与 cosz 以 Lagrange 形式 表示 误差 项 .证 明 当 wn 一 co 时 对 性 意 自 恋 量 x, 这 误差 的 极限 为 0. 
隘 什 么 样 的 n 秆 Taylor 多 项 式 在 0<<z< 之 x/2 中 通 近 sine 准确 到 二 粒 小 数 ? 

取 什 么 样 的 s 值 才 可 以 使 Taylor 多 项 式 道 近 cosz 在 0< r< xy2 中 准确 到 三 位 小 数 ? 准确 到 5 位 
呢 ? 

把 算 子 A 表示 成 DD 的 级 数 算 子 . 

sinhz 及 coshr 隐 数 定义 为 


+ Bl: 


证 明 它 们 的 Taylor 级 数 为 


11.26 ”以 算 子 算 术 表 示 
合 = 2sinh 二 D, 2 = cosh Dp. 


11,27 用 二 项 式 级 数 将 A= 汪 8? + 8 1+ 才 站 表示 为 6 的 等 级 数 直至 "项 


11.28 把 题 11.13 和 11,27 的 结果 合 在 -起 将 D 表示 成 他 的 每 级 数 , 可 验证 这 些 项 直到 8 ”为 ; 
中 了 

2231" 1 2451 2631 

11.29 把 题 11.28 的 结果 加 忆 衬 方 并 按 不 同 起 次 的 人 括 在 - -起 ,可 上 验证 D? 的 Taylor 级 数 的 这 些 项 为 


2 :_ 1 1 -1 
PP 一 1 


DP=#- 站 ?十 


s,._ 1 in 
6 ~ 3150° 


Be 


第 十 二 章 播 佳 


历史 地 位 

前 画 的 章节 几乎 全 都 是 基础 性 理论 .现在 时 把 理论 用 于 荐 于 方面 .首先 用 于 揪 什 的 古典 问 
题 . 搬 值 是 用 于 估计 晒 数 值 y4z) 的 常用 过 程 . 自 变 其 了 在 点 .ov 之 间 , 而 这 些 点 上 的 值 
yo.…s Yn 是 已 知 的 . 皮 插 值 就 是 简单 地 按 吧 方向 进行 , 表 的 加 窜 是 在 点 对 zx; 与 x, 11 之 间作 和 多 
值 的 系统 插值 以 缩短 数值 表 的 间 上 距 , 也 许 从 下 减 至 AZ10. 预测 是 要 求 在 日 变量 数据 所 落 的 区 
间 外 之 x 柏 对 y(x) 的 值 作出 估计 . 

所 有 这 些 运 舞 在 高 速 计算 机 问 检 之 前 尤其 显得 过 切 , 如 今 计算 杞 能 通过 级 数 或 别 的 非 列 
表 的 途径 来 计算 所 有 的 常用 范 数 值 ,本 章 的 公式 邦 冠 有 上 世纪 或 更 久远 一 些 的 杰出 数学 家 的 
名 字 , 那 时 函数 表 是 必 不 要 少 的 .它们 的 地 位 在 我 们 的 主题 中 是 部 分 让 史 性 的 . 令 人 感 兴趣 的 
是 看 到 早期 的 计算 障碍 如 向 被 越过 .但 重要 的 是 注意 到 特殊 抽 数 去 依然 被 造 出 来 , 使 得 这 方面 
的 某 些 工 作 继 续 发 挥 作用 . 


解法 


插值 方法 善 眼 于 将 y(z) 代 以 某 些 易于 计算 的 函数 , 道 常 是 … 个 多 项 式 ,而 所 有 的 当中 最 
简单 的 是 直线 .可 将 值 yo,…,v, 引入 到 我 们 的 任何 一 个 多 项 式 中 (Newton 公式 ,Everett 公 
式 ,…), 随 之 它 就 成 为 一 个 插值 算法 ,输出 的 就 是 y>(z) 的 再 近 值 . 人 们 已 经 认识 到 同时 用 来 
自 插值 点 两 侧 的 数据 是 有 意义 的 ,能 得 到 更 好 的 结果 或 更 简明 的 计算 . Stirling, Bessel 和 
Everett 等 公式 被 鼓动 其 原因 就 在 此 , 对 其 所 舍 的 误差 的 研究 提供 还 辑 上 的 支撑 . 在 性 的 两 端 
点 这 做 不 到 , 应 该 用 Newton 疝 前 和 向 后 公式 ,不 必要 事先 选 定 道 近 多 项 式 的 次 数 , 可 简单 地 
连续 拟 合 表 中 的 差 直 到 适当 的 位 数 被 认可 为 止 . 人 们 还 认识 到 存在 回报 折 返点 ,在 那里 结果 变 
差 丁 而 不 是 被 改进 ,并 月 这 一 点 依赖 于 表 值 的 精度 . 

另外 一 种 是 Lagrange 方法 , 以 多 项 式 氢 合 数据 不用 有 限 差 分 .必须 前 先 选 定 次 数 , 但 这 方 
法 具有 补偿 损失 的 优点 . 另 一 -种 不 同 的 方法 是 Aitken 方法 , 不 费 求 自 变 其 和 的 表 值 为 等 距 的 或 


者 在 开头 就 要 定 多 项 式 的 次 数 . 
密切 多 项 式 以 及 Tayior 多 项 式 在 特殊 情况 不 对 插值 问题 也 可 以 找到 应 用 . 
输入 误差 和 算法 误差 


在 所 有 这 些 应 用 中 都 存在 输入 误差 和 算法 误差 .它们 对 整个 输出 委 数 的 影响 只 能 估计 到 
一 定 程 度 . 习惯 上 确定 为 三 种 误差 来 源 . 
1. 输入 吝 差 产生 于 当 给 定 的 数据 yo,…, y, 不 精确 时 ,通常 它们 是 实验 值 或 计算 所 得 . 
2, 截断 误 基 是 指 差 y(z) 一 p(x), 一 旦 我 们 决定 采用 茶 种 多 项 式 瘟 近 , 也 就 是 对 它 的 认 
可 .先前 所 得 到 的 误差 为 


ylr}— plr) = re). 


虽然 上 为 未 知 量 ,但 该 公式 眼前 仍 可 以 用 来 得 到 误差 界 , 截断 误差 是 一 类 算法 误差 .在 
预测 问题 中 该 误差 可 能 是 本 质 性 的 ,因为 在 70,…,x， 所 落 的 区 间 之 外 因子 x(x) 变 得 
特别 地 大 . 

. 舍 人 误差 则 由 于 计算 机 运算 是 以 固定 的 位 数 进行 计算 的 , 任何 由 潍 、 除 所 产生 的 多 余 
位 数 将 丢失 .这 是 另 一 类 算法 误差 . 


A 


12.1 


12,3 


数 生 分析 


预测 缺少 的 -个 yy 位. 


解 BE8 这 是 -- 个 简单 的 例子 ,但 是 它 将 起 到 是 鲁 我 们 的 作用 , 作为 该 应 用 之 基础 的 是 多 项 式 过 丘 . 
计算 菜 此 益 分 


1 24#7 11l 


1 1 1 

完全 可 以 设想 缺少 的 yj 可以 为 任何 数 ,但 是 这 些 差分 迹象 强 列 地 指向 个 二 次 多 项 式 , 暗示 给 定 的 
6 个 什 以 及 要 预测 的 两 个 值 帮 属于 这 样 的 一 个 多 项 式 .接受 过 一 点 作为 预测 的 基础 , 以 至 于 无 需 再 去 
找 这 个 本 过 多 项 式 . 给 三 阶 差分 行 加 上 两 个 1 后 .我 们 能 很 快 地 给 二 阶 差 分行 补充 一 个 5 和 一 个 6 
16 和 22 作为 新 的 一 阶 差 分 ,然后 就 预测 得 % =42, wi= 64. 这 是 在 题 6.12 中 所 用 的 才 同 值 , 那儿 所 
得 到 的 配置 多 项 式 为 二 次 的 . 
y(a)=v2x 的 值 列 大 点 12.1 中 , 售 人 到 4 位 小 数 , 对 于 点 了 = 1.00(00.01)1.06( 这 表示 
点 从 .00 到 1.06 间 了 中 为 等 中 的 取 上 六 =0.01) ,计算 差 到 a5 并 解释 它 的 意义 . 
解 93 差 也 都 询 在 12.1 中 ， 

为 简单 起 见 ,在 差分 记录 中 开头 的 那些 沱 通常 爹 被 省 略 . 亦 这 个 表 中 所 有 的 差分 均 脱 到 小 数 点 后 
第 四 集 . 虽 然 平 方 根 戎 数 崩 定 不 是 线性 的 , 代 其 - 阶 差 分 志平 都 是 常数 ,这 瞳 示 在 整个 列表 的 区 间 上 
到 精 上 度 到 4 位 小 数 时 该 医 数 可 以 用 :个 线性 多 项 式 精 确 邮 允 近 . 表 值 和 最 好 看 作 是 -~ 个 单位 的 舍 入 
误差 ,而 它 对 更 高 阶 莽 分 的 影响 训 从 常用 的 二 项 式 系数 模式 , 如 在 题 3.10 中 所 观察 到 的 部 样 .在 这 种 
情况 下 大 们 通常 只 要 计算 一 阶 差分 .许多 常用 函数 诸如 vx, logz, sinr 等 等 都 曾 以 这 种 方式 列表 ,其 
和 变量 的 向 隔 密 度 使 得 - 阶 差 分 几乎 为 常数 ,而 且 陋 数 可 以 精确 地 用 一 个 线性 凶 项 式 来 通过 . 


囊 12.1 
工 yr) sw 人 A A 
1.00 | 1.0000 
| 人 
1 01 1 0050 0 
50 -1 
1.02 1L.0100 -1 2 
49 1 -3 
1.49 | 1.0149 站 -+ 4 
49 0 ] 
1.04 | 1.0198 0 0 
49 0 
1.05 | 1.0247 0 
49 
1.08 1.0296 


应 用 Newton 向 前 公式 皮 n =1 对 v1.005 渤 行 插值 ， 


+ RS + 


12.8 


解 BNewton 公式 可 写成 


i 2 AR 
Pr = wt | 1 30 一 |,| yt tl a Ayn. 


50 1 ms 
对 线性 砧 近 半 wn 一 1, 取 此 下 人 2 我 们 得 到 


站 -100001+ 去 (0.0050) = 1.0025 
这 不 能 赔 是 意外 . 朵 为 我 们 用 了 一 个 线性 配 闷 多项式 来 号 宏 我 们 的 y = 了 在 1.00 及 1.01 处 的 值 ， 
所 以 我 们 肯定 可 以 坑 计 到 这 个 中 间 铺 时 
用 复 高 次 的 多 项 式 对 大 12.3 进行 插值 会 有 怎样 的 效果? 
解 EF 通过 一 个 简单 计算 表 旺 Newton 公式 的 从 二 阶 差 分 开始 的 几 项 近似 地 为 0.00001. 它们 完 
金 不 会 影响 我 们 的 病 沫 . 
3(zr)=v 关于 点 zx=1.0000.05)1.30 使 入 到 5 位 小 数 的 值 列 在 表 12.2 中 ,it 算 差分 
到 A 并 说 明 它们 的 意 六 ， 
解 ”fF 差分 列 信 表 12.2 中 


表 12.2 
yl) = 所 Ai Ey A A A 
1.00 : 1.0000 
| 2470 
1 .0 1.12430 -8 
2411 5 
1.10 1.04881 4 -1 
2357 4 1 
1.15 1.07238 -50 -2 4 
2307 2 3 
1.20 | 1.09544 8 1 
2259 3 
1.25 1.11803 45 
2214 
1.30 1.14017 


这 儿 误差 的 模式 更 为 混乱 - 些 , 然而 在 最 后 3 列 中 的 + 导 及 -号 让 人 有 联 生起 题 3.10 及 3.11 中 
所 产生 的 黎 应 .最 好 屁 这 3 列 大 成 是 误差 效应 ,而 不 是 把 它 看 成 计算 平方 根 函 数 的 有 用 信息 . 
使 用 题 12.5 中 的 数据 对 v1.01 进 行 插值 . 
解 8 在 表 的 顶部 附近 作 插 值 用 Newton 向 前 公式 是 方便 的 .在 顶部 表 值 x6 一 1.00 处 下 大 = 0, 这 
种 选择 通常 会 导致 项 数 的 减少 并 使 用 多 少 项 的 决策 几乎 是 自动 的 ,代入 如 在 题 12.3 中 所 示 的 公式 ， 
取 &= (一 zo)/h=(1.01 一 1.00)/0.05= 十, 我们 得 到 


pe = 1.00000 + 二 (0.02470》 - (~ 0.0059) 

+ 125 

停止 在 这 一 项 ,因为 它 将 不 会 影响 第 五 位 小 数 , 注 音 到 这 最 后 一 项 用 的 是 题 12.5 中 最 高 阶 的 差分 ,我 

们 认为 该 差 分 对 平方 根 的 计算 是 有 意义 的 .我 们 没有 无 谓 佑 用 ,已 被 闭 定 只 是 误差 效应 的 那些 钢 ， pe 
值 简化 为 


CD, O05 ). 


pe =1.000000 + 0.004940 + 0.000048 
+ 0.000002 = 1.00499， 
它 叭 确 到 5 你 少数 .( 岩 如 可 能 的 话 在 计算 过 程 中 客 加 一 位 进行 计算 不 失 为 个 好 的 想法 ,以 此 来 控 
制 在 第 一 章 中 所 描述 过 的 “算法 误 益 ". 当然 ,在 机 器 计算 中 , 数字 位 数 在 任何 情况 下 都 是 固定 的 , 因此 


+ 


辟 信 分 析 


12.7 


12.8 


这 个 注解 素 起 作用 .) 
才 题 12.5 中 的 数据 对 y 1.28 进 行 手 值 . 
解 8 本 送 肌 用 Newieon 向 后 公式 是 方便 的 , 首 旦 在 题 12.6 中 机 做 的 大 多 数 说 明 还 有效. 在 表 庶 慎 


3 - 四 
9 二 1.3f 处 限于 一 小 ,我们 有 二 -ro tl 28-1.30)70.05 一- 椰 . 代入 各 后 公式 {看 7.9， 
一 四 
= UD wo 


页 二 十 Yayo 二 


A Ra 
Ng: 


十 和 
n! 


我 们 得 到 p。 =1.14017+ | -之 | (0 02214}+ | -和 1( 一 0.00845) 


+ Bs) (0.00003) 
-1.140170 -0.008856 + 0.000054 -0.000002 
=1.13137, 
它 准 确 到 5 位 小 数 . 
前 画 一 题 处 理 的 是 插 俏 问题 的 竺 殊 情 识 , 仕 靠 近 表 的 顶部 或 带 近 底部 进行 工作 .本 题 是 
在 播 值 点 两 侧 的 数据 都 可 使 用 的 更 为 典型 的 问题 .用 题 12.5 中 的 数据 对 “1.12 进 行 揪 
值 . 
解 BF 现在 使 用 中 心 差分 公式 是 方便 的 ,因为 它 使 得 能 容易 地 采用 在 两 但 大 约 相同 数目 的 数据 . 


在 题 12.15 中 我 们 将 会 看 到 它 还 趋向 于 保持 小 的 截断 长 差 .Everett 公式 将 被 使 用 . 


天 i 二 1 | 下 十 全 i 一 1 
mi n+ | ; oy + | emt | | | 
站 ， i 十 1 
一 (| B* vo 一 ; 5 | 8640 四 


这 里 格 去 了 更 高 阶 的 项 , 因 因 在 这 个 阿 题 中 已 用 不 到 它们 .在 zo=1.10 处 选 和 下, 我 们 有 上 大 = (fx 一 
z=.12 一 1.10)/0.05 一 2/5. 将 它 代入 Everett 公式 


pr = | S$)(1.07238) + | -高 ] 0.00050) + | | (0.00002) 


-|- 2 11.04881) — | 人 .0.00054) -| - |- 0.00001) 
=0.428952 ，0.000028 + 0.629286 + 0.000035. 
最 高 两 项 不 起 作用 (正和 如 所 料 ,由 于 它们 是 从 误差 效应 引出 来 的 项 ), 最 后 p= 1.05830, 它 准 确 到 5 
位 小 数 ,注意 ,这 三 个 由 表 12,2 做 成 的 插 信 者 基于 3 次 双 置 密 项 式 . 
实验 室 的 新 雇员 被 要 求 在 国家 标准 局 应 用 数学 业 书 的 表 NBS - AMS52 中 寻求 
y(0.3333) 之 值 ,在 这 大 部 头 书卷 的 某 页 上 他 获得 丰富 的 信息 ,其 中 很 小 部 分 就 列 在 表 


12.3 中 .对 所 需 的 插值 应 用 Everett 公式 . 


F 


表 12.3 
7 | ytr) 8 
0.31 | 0.1223 4609 2392 
0.32 0 1266 9105 2378 
0.33 0.1310 5979 2365 
0.34 0 1354 5218 2349 
0.35 0.1398 6806 2335 


一 


上 之 ,工人 


12.11 


12.12 


解 版 在 中 -1 外 处 限 有 0 我们 有 大 = 人 ro 一作.3333 一 人 0.33%0.01 一 上 .33. 特 直到 二 
阶 差 分 的 Evereu 公式 写成 如 下 形式 ， 
pe = kyl+ C1- kyrt Er yw: — Evyd yy, 


其 中 一 | ”|j 和 和 Es=| | . 搬 信 公 红 可 以 在 表 中 找到 扩 和 有 外用 的 城 分 对 -0.33, 我 们 得 到 


Ei = -0.0490105, Eo 一 0.0615395, 于 是 
ps = (0.33)(0.13545218) + (0.67)(0.13105979) 
+ (— 0.0400105)(0.00002349) - (nN.0615395) (0.00002365) 
=0.13250667 

这 表 就 是 为 Everell 公式 而 准备 的 . 

应 用 Lagrange 公式 由 表 12.2 中 的 数据 来 得 到 v1.12. 

解 ”G 和 Lagrange 公式 并 不 要 求 等 距 节点 .当然 它 可 以 应 用 到 这 种 点 看 作 特 不 情 况 , 但 是 有 此 准 ， 
配置 多 项 式 的 次 数 必 须 从 “开始 便 选 定 .用 Newton, Everett 或 其 他 差分 公式 时 , 其 次 数 可 通过 计算 
它们 的 项 来 决定 ,后 面 的 每 一 项 是 对 已 经 景 加 起 来 的 项 的 个 附加 鼻 正 , 因此 计算 进行 到 所 算 的 项 
不 再 起 但 正 帮 用 为 止 .然而 对 Lagrange 公式 而 言 改变 次 数 则 意味 着 所 有 的 项 都 蓝 重 新 计算 .在 表 
12.2 中 十 分 明显 用 一 个 三 次 多 项 式 是 恰当 的 . 据 此 ,从 选 co=1.05,…,zs=1.20 天 始 我 们 的 工作 ， 
并 把 它们 代入 


(7 ~ TT ~ 2) (x 713) + (Ee 
Cr- rn) lz 一 IIL1 Ia}! 


户 = 


(ro 一 Cn 一 To) 3 


; (x rol(r wx)(x — xr3) ; (rrolr co a) 
{72— xo.ra ri) — ra) (73 一 了 hf 了 3 Ti) (zr - ra) 


_ -8 4 356 
p= JT25(1.02470) + 125(1.04881) + 125C1.07238) 


二 - 
+ 01.09544) ~ 1.05830. 


该 结果 与 题 12.8 中 的 结果 相 - 致 . 

反 播 值 问题 是 将 x 与 只 的 角色 对 换 . 我 们 可 以 把 看 成 自 变 量 , rs 看 成 是 晃 数 什 . 
显 见 新 的 自 变量 通常 其 间隔 不 是 等 距 的 .给 定 / x =1.05 用 才 12.2 中 的 数值 来 求 x. 
解 和 由 于 我 们 可 以 赛 易 地 通过 -个 简单 的 乘法 得 到 r= (1.05)2 一 1.1025, 这 可 直接 了 当地 充 
当 我 们 所 用 算法 的 另 一 种 "测试 "( “test case”), 由 于 它 用 的 是 非 等 距 节 点 , 所 以 我 们 用 Lagrange 公 
武 ,将 5 与 yy 的 角色 对 换 ， 


(yo vy -yy 3) (并 和 一 yy 一 ya) ， 
(on yy gay 3 ”To 一 -23 一) 


yy) 3) , OD 329? 22) 
Cy2 — 303 yy 的) 


以 出 在 点 12.10 中 相同 的 四 个 点 作为 za, xx, 它 就 守成 
二 一 (一 0.014882)1.05 + (0.97095)1.10 + (0.052790)1.15 
+( 0.008858)1.20 = 1.1025， 


正如 所 期 望 的 孝 样 
将 Everett 公式 应 用 于 适 才 解决 了 的 皮 插值 问题 上 ， 

解 上 由 于 Ecverett 公式 要 求 等 具 节 点 ,我 们 将 x 与 y 回 到 他 们 原 米 的 角色 .将 Everett 公式 写 
成 


《+ i Rt2 
1.05 =E(1.07238) 十 3 | -0.000s0) + | 5 | (~ 6.00002) 


~ 译注 :此 处 床 文 误 为 x =0， 


+ 


数值 划 析 


11 


| | 请“ 
+ 人 一 NT O04881) -1 -0.00054) - | 4 0.00001), 


1 下 
13， 5 
找 们 有 斑 -一 个 关 十 训 的 5 次 名 项 式 方 积 . 这 昨 个 硅 以 哲 章 节 小 将 广泛 探讨 的 问题 .这 里 可 以 利 一 
个 简单 的 达 代 过 程 , 首 网 将 所 有 共和 分 琶 在 : 边 , 道 过 解 
1.05 =. KEL.07238) + (1 - EY{1.04881) 
来 得 到 -个 首次 通 次 .这 个 线性 区 插值 的 结果 是 一 0.0505. 将 该 值 代 入 89 项 , 继续 略 去 3+ 次 项 
及 


1.03 ~ R{l.07238) + i "| (C—O.00050) + (1 ECL1.04881) 


站 .0305， 
一 | | (0.00054} 


很 到 个 新 的 逼近 悄 , 它 是 上 =0.0501. 将 这 个 什 问 时 代入 虹 及 人 4 项 得 上 =0.0500. 再 将 它 代 入 人 
及 人 4 项 ,最 后 得 列 能 让 值 还 是 它 白 己 ,我 们 就 到 此 为 出 .相应 的 腾 四 位 小 数 的 x 值 为 1.1025 
12.13 在 表 12. 2 中 对 v1.125 及 y1.175 进 行 桥 值 . 
解 ” 对 二 这些 处 在 列表 节点 中 间 的 节点 , Bessel 公式 具有 强 草 的 吸引 力 , 首先 在 rg 二 1 14 处 


选择 4= 0, 致 使 二 = (1.125- 1.10)/0.05= 二 .Bessel 公式 (着 7.25) 为 
| ， 加 se 
Pe = FY1i2 本 1272 | 4 | Mis 
这 时 我 们 到 到 4 次 项 为 目 . 厅 次 语 由 十 因子 {& 一 六 ) 而 全 妆 销 失 . 代 入 得 
| 


pi =1.06060 = | 六 |( 0.00052) + | 闷 


8 | 二 (0.000015) 


I28: 
二 1.06066， 

° 项 还 是 没有 任何 贡献 .类 似 地 在 第 二 种 情况 中 , 现在 在 zo=1.15 处 取 上 = 0, 我 们 再 :次 有 上 = 
1/2 并 得 到 请 =1.08397. 道 过 寻 技 所 有 这 类 中 点 值 , 表 的 大 小 可 以 增 天 --- 信 ,这 是 表 加 密 的 一 种 特 
殊 情 况 . . 

12.14 在 使 用 配置 多 项 式 p(z) 来 计算 对 一 个 明 数 y(z) 的 通 近 时 ,我 们 将 y{x) ~ pt{xr) 称 
为 截断 误差 .对 表 12.1 中 的 插值 估计 该 误 若 . 
解 EF 当 通 近 才 项 式 为 x 次 时 ,在 第 2 章 中 导出 的 配置 多 项 式 的 截断 并 差 公式 为 


yr) — plr) = re), 


对 于 表 12.1 我 们 发 现 n=1 为 恰当 的 . 守 置 点 本 以 记 为 ro 及 .rb 导 出 关于 线性 梧 值 的 误差 估计 ， 
{Cz Ei < tle) 


yr) — plx) = 7 
人 h2y Dé). 
由 于 =0. 1 以 及 yz)= 一 二 x 2, 我 们 有 
| ytx) p(xr) | 所 LN. 0001) 


对 任何 内 揪 道 过 选择 我 们 可 安排 二 在 0 与 1 之 间 , 对 这 种 安排 , 二 次 式 (& -1) 在 中 点 = 十 外 
有 最 大 幅度 地 (参看 图 12.1). 这 就 使 我 们 完成 了 截断 并 差 的 估计 ; 


yz) 一 plr) 1 (0 DOD1). 


* 详 注 ;严格 地 说 ,这 个 不 等 式 臣 有 缺陷 的 ,因为 当 8< 和 < 之 1 时 ,Ck -41) 是 代 的 ;这 个 误差 估计 式 鸣 正确 
写法 应 为 


| yfx} 一 下 了 D0 0001). 


答 十 并 


章 捕 位 


RR . 


并 山 此 我 们 发 现 它 不 会 影 澳 到 第 4 位 小 数 , 去 
12.1 就 是 为 线性 揪 值 调 准 备 的 .区 间 此 成 太一 


12 .15 


12.,16 


12,17 


.1 束 线性 j 堆 和 押 的 .区 辣 选 成 
0.01 是 为 了 保持 截断 误差 能 达到 如 此 之 小 ， 信 
估计 我 们 的 表 12.2 进行 计算 时 的 截断 误 


基 轿 12.1 

解 S 这 里 我 们 大 部 分 使 用 的 是 三 次 锥 项 式 

的 Everett 公式 .对 于 其 他 的 一 演 公 趟 得 出 同样 的 训 益 估计 .和 概 设 配置 点 x ,wpsxl 上 为 等 距 
的 ， 


Cr Tr rm 一 2 ue 


yr}- plr} 一 4 人 


(B+ RE 1) -2)hiv ee) 
一 24 


多 项 式 { 二 + (一 1){ 一 2) 共 有 图 12.2 的 : 般 棋 式 ,在 区 间 -1<&<2 之 外 它 迅 速 地 升 间 上方. 
并 且 这 是 插 导 的 适合 部 分 ,现在 关于 一 次 插值 的 最 大 误差 右 


在 0<xk<1 之 内 宪 不 超过 元 ， 


13( -ar | 二 高 直 (8 一 遍 直 (1 


对 这 个 例子 来 说 ,=0.05 而 y9(r)= 2 二 呈 ef | 攻击 (0 00005), 所 以 截断 
误差 不 影响 发 我 们 计算 的 第 五 位 小 孝 . 


图 12,2 


在 vz 的 表 中 用 一 个 三 次 公式 , 区 间 长 度 取 多 大 时 还 能 给 出 5 位 的 精确 度 ? (假设 
ix) 


解 8 这 基 问 题 对 造 袁 者 而 言 自 然 是 感 兴趣 的 .我 们 的 截断 误差 公 武 可 以 写成 


1y(z) -pz) 六 呈 旭 | 号]| 二 让， 


要 它 保 持 小 于 0.000005 就 要 求 4 之 0.000228 或 者 说 很 接近 开关 二 言 这 上 比 表 12.1 中 所 用 的 = 
0.05 略 大 - 些 .但 是 进入 我 们 计算 中 的 其 它 误差 就 要 付出 不 稳 的 代价 了 . 

前 一 下 表明 , 假如 用 Everett 三 次 多 项 式 来 插值 的 话 , 表 12.2 的 长 度 可 以 缩减 -- 半 . 找 
出 这 个 Everett 公式 中 记 需 的 二 阶 差分 ， 
解 ” 久 PF 这 结果 列 在 表 12.4 中 , 表 中 - 阶 差分 可 以 忽略 . 


表 12.4 
Tr Sk 他 pe 

[.00 1.00000 
4881 

1.10 1.04581 -217 
4664 

1.20 1.09544 一 191 
4473 

1 .3 1.14017 


:9 


总 信人 分析 


12.18 用 表 12.4 米 插值 y{1.15). 
解 1 于 取 Everett 公式 及 角 一 十 ， 


! 1 1 0 
Pr 2 (1 09544} 一 16 :0-001911 + {1.04881} 


-1 (6-00.00217) = 1.07238, 
16 


如 在 表 12,2 让 所 到 .这 个 例子 进一步 证 空 是 12,16， 
12.19 对 -个 5 次 公式 情 计 截断 误 准 . 
解 E 棕 假设 配置 点 为 等 取 的 并 日 与 Everett 公 中 一样 , 作 才 = - 2， 一 1,…,3 处 (位 置 其 实 是 不 蝇 


要 的》 
ye) -az = (9 
人 十 2 下 十 Date; DU -Dk 3) ot ey, 
分 子 因 子 当 < 所 1 时 在京 一 方 处 到 极 大 绝对 作 42， 时 证 其 结果 为 


1 225 ， 
yr}l— pir) 70 时 he | ye) ，， 


12.20 ”对 于 函数 y(z)= .到 且 1sz, 假 如 在 禁 值 时 使 用 Everett5 次 公式 , 与 5 位 精度 相 窑 的 
应 取 多 大 ? 
解 对 于 这 个 所 数 而 言 ,yz ) - < ,将 这 个 结果 代入 上 题 中 并 要 求 5 位 精度 : 

O45 


1 ,225,,¢, 
Fo" Eh Ee 0.000005, 


近似 地 导出 加 所 凸 .自然 地 ,5 次 播 值 所 允许 的 低 间 比 3 次 插值 的 大 . 
12,21 对 于 郴 数 v(zr)=snz, 假 如 用 5 次 Everett 会 式 进行 揪 值 ,上 空 取 才 大 才 与 5 位 精度 
相 容 ? 
解 gE 对 该 西数 而 言 ,y (x) 的 绝对 值 界 为 1, 所以 我 们 需要 二 65<0.000005, 由 此 有 < 
0.317, 它 等 价 于 区 间 估 小 为 18", 这 喜 昧 着 , 除 sin0" 皮 sin90* 外 内需 4 个 正弦 表 数 值 就 可 以 几 盖 整个 
基本 区 间 ! 
12.22 在 用 我 休 的 关 本 配置 多 项 式 的 公式 时 , 其 第 二 种 误差 来 源 ( 第 一 种 来 自 截断 误差 ) 为 在 
数据 值 中 存在 不 精确 性 .例如 数 办 .假如 它 是 通过 物理 测量 所 得 到 的 , 由 于 仪器 本 身 
的 局 限 性 就 含有 不 精确 性 .倘若 由 计算 所 得 , 它 就 可 能 包含 有 售 和 人 误 营 . 证 明 在 线性 插 
值 过 程 中 这 类 误差 不 会 被 放大 . 
证 B35 线 性 多 项 式 可 以 写成 Lagrange 形式 
p= 1 十 【1 一下)20， 
其 中 y; 如 通常 那样 为 实际 数据 值 .假设 这 些 值 是 不 精确 的 ,用 Y; 及 YY 表 精 确 的 然而 是 未 知 的 值 ， 
我 们 可 以 记 


Yo= mteo Yi 二 yt+e, 
其 中 eq 和 el 为 误 荆 . 央 此 所 要 求 的 精确 佣 为 
P= 大 YL 一 下 
造成 与 我 们 计算 结果 立 间 的 蛇 差 为 
Pp klt+tl— keo. 
假如 误差 6; 的 杰 小 不 超过 EE, 网 
IP-p RE+(l- kA)E= FE. 
当 0<&<1 时 计算 秆 8 的 误差 不 会 超过 最 人 的 数据 误差 , 没有 出 现 误差 的 放大 . 
12.23 ”估计 由 三 次 插值 带 来 的 数据 不 精确 六 的 放大 率 . 


和 解 “上 还 是 使 用 Lagrangc 形式 ,但 是 假设 村 天 = 一 1,0,1,2 处 自 变 量 值 为 等 距 的 ， 二 次 康 项 式 可 


党 十 总 拓 ” 值 ， 


12.24 


12 .25 


以 写作 


E(k D-DD) ED DE 2) 
Ea . 1 2 


看 
(ra 2) 
| 7 YY 


(ER -1) 
_ ak DD, 


正如 在 题 12.22 中 那样 ,我 们 今 一 w+4 po 内 表示 精确 数据 值 , 候 如 仍 以 2 表 所 机 求 的 缚 确 
值 , 则 误差 为 


RE DR 2) (kr D2 
-6 © 1+ 2 i 


; {E+ F(R 2) + 【中 十 |) 二 (二 一 11 
-2 "1 6 


注意 当 0<&<1 时 误 凑 < 1 及 e; 有 负 系 数 ,而 另 二 个 有 下 系数 这 意味 上 背 如 果 庶 藉 的 天 小 不 超过 
E, 则 


P-p 


FI. 


IP-p [| 《人 - DG 2) 全 -1 (DD 


+ DR £2 kD] 
一 了 “ 


— 6 


它 简 化 为 
IP-plea(- Ethk+tlE = mE. 


毫 无 绝 阿 ,二 次 放 天 因子 ms 在 让 一 六 处 将 取 它 的 家 大 值 ( 见 图 12.3), 于 是 1P - A 挟 衬 己 . 数 据 误 


善 瑟 至 多 大 放大 二 售 . 当然 这 是 - -种 悲观 的 估计 .在 某 种 境况 不 涡 府 雌 至 可 以 相互 抵消 ,致使 计算 
所 得 出 的 p 值 较 数据 y， 只 为 精 依 . 

在 插 信 过 程 中 还 有 什么 其 它 的 误差 来 源 呢 ? 

解 上 一 种 非常 重要 的 误差 来 源 必 需 子 以 关注 ， 

那 就 是 在 田 法 的 整个 计算 过 程 中 一 直 都 会 产生 的 会 

入 误差 , 它 常常 完全 不 受 人 人 们 的 控制 .只 能 用 有 限 位 1 

数 进 行 计算 , 这 是 无 法 避免 的 .我 们 所 用 的 各 种 公式 

(即使 它们 精确 地 表示 同一 配置 多 项 式 ) 将 以 不 同 的 8 二 =1- 
方法 来 处 理 所 涉及 的 数据 .换言之 , 它们 代表 不 同 的 
算法 ,这 类 公式 接受 同样 的 输入 误差 (数据 不 精确 
性 ) 而 且 可 以 有 相同 的 截断 谋 差 ,然而 算法 全 入 涡 差 的 发 展 过 程 恢 然 不 同 . 
描述 Taylor 级 数 基 起 样 地 内 于 插值 的 . 

解 上 考虑 函数 y 一 er. 然 而 Taylor 级 数 为 


图 12.3 


ee 


复 设 因子 ”为 已 知 的 ,将 该 级 数 在 4? 项 后 玲 断 ,这 表示 误差 (在 因 括 号 内 ) 威 多 为 二 (4/2)*, 其 中 
为 表 中 白 变 量 伟 的 间隔 , 这 就 没 龟 插值 道 常 基 : 蝴 膏 近 的 表 值 . 假如 大 = 0.05, 这 个 误差 就 是 


[之 j10- 址 是 (2.6)107 5. 避 说 明 ,车 在 六 项 处 停 上 ,在 计算 ”的 从 时 可 以 精 诡 到 5 位 十 进 币 娄 


不 是 指 小 数位 数 ). 例 如 ,用 表 12.5 中 的 数据 , oz? 的 搬 值 进行 如 下 . 取 ， =0.018,1+1 + 二 2= 


1.01816 及 


er e201816) = {£14.3807¢1,01815) — 15.150. 
它 的 全 部 5 位 者 是 正确 的 ， 我 们 的 配置 多 焉 起 也 会 产生 同伴 的 结果 . 


表 132.5 


Eg 2.6N 2,65 2.7D 2.75 了 .和 


13.404 14.154 14.880 15.643 16.445 


,7 数值 分 析 


12,26 Taylor 级 数 岳 值 怎样 由 在 函数 y(z)-sinz 上 上 的? 
解 。 9 出 于 sinxz 及 cosxr 道 党 都 是 -起 记 表 的 ,我 们 可 以 将 它 表示 成 
sintr + 7) — sinr + tecosr 一 pa 
自然 ,这 里 的 1 是 以 弧度 来 度 晤 的 .假如 表 的 间隔 是 =0.0001, 在 表 NBS-AMS36 中 正 是 如 此 , 表 
12.6 是 从 中 摘 示 出 来 的 一 小 段 , 则 上 面 的 公式 将 给 出 9 位 精度 ,因为 十 (h/2)? 已 落 在 12 位 之 外 ， 


表 12.6 
陡 sin | Cos 
1.0000 | 084 T0085 UD.5403 0D2306 
1.0001 0.8415 25011 0.5402 1815€ 
1.0002 .8415 79028 U.S401 34001 
1.0003 0.8416 33038 0.5400 49840 


12.27 以 Taylor 级 数 插值 计算 sin1.00005. 
解 以 z=1 及 1=0.00005 
sinl. 00005 =0.8414 70985 + (0D.00005700.5403 023061 
_ | 工 1 
1 和 
12.28 应 用 Newton 向 后 公式 并 用 表 12.2 来 预测 “1.32. 
解 6 在 ro=1.30 处 , 取 &=0 我们 得 到 8=(1.32 一 1.30)70.05=0 4 代入 Newton 公式 得 
p=1.14017 + (0.4)(0.02214) + (0.28}(— 0.00045) 
+ (0.224700.00003) = 1.14891, 
到 目前 为 止 它 是 准确 的 , Newton 向 后 公式 看 来 是 对 这 类 瑞 测 问题 的 自然 选择 ,因为 慕 为 这 个 公 起 可 
供 最 多 的 有 用 差分 ,人 们 可 以 引入 董 分 项 直到 它们 对 保留 的 小 数位 数 不 青 有 供 献 为止 .这 就 使 在 计 
算 机 进行 的 坟 程 中 来 选 定 忱 近 包 项 式 的 次 数 成 为 可 能 . 
12.29 ”分析 在 预测 中 的 截断 误差 . 
解 ” EF 配置 多 项 式 的 截断 误差 可 以 表示 为 


ECE + {Rt nm) ntl (anti) 
CD 


其 中 配置 点 对 应 下 =0, 一 1,…，-#, 如同 用 Newton 向 后 公式 的 那 种 情况 .对 预测 米 说 为 正 的 分 
子 上 前 因子 随 的 增长 迅速 增 大 ,对 于 大 的 不 而 言 增 得 更 快 ,如 图 12.4 所 示 . 这 说 明 截断 误差 超过 
某 个 点 后 就 失去 控制 ,还 离 表 端 处 作 预 测 是 危险 的 ,正如 所 料 .配置 多 项 式 的 截断 误 将 在 配置 点 之 
间 振 动 ,一 且 在 这 些 点 的 区 间 之 外 就 变 得 不 可 收拾 了 ， 


(10°°) (0.8414 70985) = 0.8414 97999， 


于 一 了 


可 
ll 
3 

1 

1 


图 12.4 


12.30 由 表 12.2 的 数据 预测 V1.50. 


12.31 


12.32 


12.33 
12.34 
12.35 
12.36 


12.37 


12.38 


12.39 


12.40 


12.41 


12.42 


12.43 


12.44 
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解 8 0-1.30}/0.05-4, 


pb =1.14017 - (4)(0.02214) + 10 0.00045) 
+ C20){0.00003) = 1.22483, 


而 准确 租 鸭 1.22474, 还 永 注 意 高 阶 益 分 项 ,我 们 相信 和 企 任何 情况 下 它 者 是 误 益 效应 , 由 了 


的 只 会 使 结果 变 坏 . 


补充 题 


F 它们 是 正 


用 线性 插值 从 表 12,1 的 数据 中 得 到 VI.012 和 v1.017, 到 4 位 小 数 . 二 阶 差分 项 是 否 会 影响 该 结果 ? 


更 高 阶 的 项 飞 择 样 呢 ? 


用 线性 揪 值 从 表 12.1 的 数据 中 得 到 ”1,059 .注意 到 恩 旭 用 Newton 向 前 公式 ! 在 yx-1.05 处 取 上 一 


0), 在 这 种 情况 下 二 答 差 分 不 起 作用 . 

用 表 12.2 对 v.03 进行 插值 . 

用 表 12.2 对 ”1.26 进 行 插值 . 

应 用 Stirling 公式 从 表 12.2 的 数据 中 求 得 1.12 .这 个 结果 与 是 12.8 的 结果 是 但 一 致 1 
对 表 12.3 应 用 Everett 公式 求 (0.315)， 


应 用 Lagrange 公式 并 用 标准 误差 丽 数列 ,在 下 面 的 某 些 值 对 y{1.50) 进 行 插值 . y{ 7)=。 


2 00 1.20 1.40 1] .60 ] .80 2.00 


| 0.2420 0.1942 0.1497 0.1109 0.0790 0.0540 


淮 确 值 交 0.1295. 

用 Lagrange 公式 以 题 12.37 中 的 数据 对 相应 于 y=0.1300 的 x 进行 反 插 值 ， 
应 用 题 t2.12 中 的 方法 求 题 12.38 的 反 插值 . 

对 题 t2.37 中 的 数据 应 用 Bessel 公式 求 y(1.30), y(1.50) 及 yl1.70)， 


在 函数 y(z) = sinx 的 取 四 位 小 数 的 表 中 ,与 线性 插 慎 相 容 的 最 大 又 间 长 度 六 为 何 ? (保持 截断 谋 差 


低 于 0,.00005.) 


在 5 位 的 y(z)=sinz 的 表 中 , 与 线性 插值 相 容 的 最 大 区 间 云 度 六 为何” 对 照常 用 的 正 张 画 数 表 来 


检查 这 些 估计 值 . 


假如 用 三 次 狗 项 式 进行 插值 ,而 下 是 线性 插值 ,在 个 y(z)=sinz 的 4 位 小 数 表 中 ,最 大 可 以 用 的 区 


间 名 为何 ? 在 一 个 5 位 的 表 中 又 如 何 呢 ? 


用 Newton 公式 作 二 次 带 近 时 , 函数 记 ( 素 一 1){ 一 2) 出 现在 截断 误差 估计 中 ,证 明 这 个 炒 数 具有 在 图 


12,5 中 所 示 的 形式 ,并 且 当 0<R<2 时 其 绝对 慎 不 超过 2v319. 


图 12.5 


12.45 鸭 数 上 tk?-1)(&2 一 4 出 现在 Stiring 公式 的 截断 误 盖 中 .对 -2<i<2 夯 出 简 图 .估计 它 在 区 间 


12.46 


-174<<174 内 的 最 大 绝对 值 , 通常 限 在 这 区 间 内 使 用 该 公式 ， 
证 明 多 项 式 


下 (2 一 1)(R2 一 4) 和 RE -1)(k: 42 9) 


83 ， 


"gd 
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的 相 寻 极 大 与 极 小 值 之 二 小 随 它 们 离 区 则 1 世上 所 1 之 浊 离 的 加 大 和 而 增 大 这 些 多 项 式 出 现在 
Snrling 公式 的 截断 嵌 共 中 .这 和 隐 舍 湖人 在 各 如 过 域 的 中 部 这 公式 最 为 精 码 . 
证 明和 多 项 眠 


(RAIRCE — Tk — 2) HR 2) + RCR — 1)(R — 2)ik -3) 
的 艳 对 慨 大 与 极 小 人 秆 随 着 码 区 问 0 之 <1 之 距离 的 加 大 而 增 拓 这 些 志 质 式 出 塌 在 Everett 或 Bessel 
公式 的 截断 澡 差 中 , 这 隐 含 着 这 些 公式 在 这 界 个 中 心 区 间 内 最 精 柄 . 
以 Everctt5 次 公式 进行 炳 值 ,假如 晤 数 是 yt ) 一 log.r 而 目 要 求 汪 倍 精 席 , 与 乙 相 竺 的 区 则 大 小 轨 何 ? 
由 计 由 二 次 揪 倡 遗 成 的 数据 不 精确 性 的 放大 , 按 题 12.22 及 12.23 中 的 伦 述 , 取 0<R<1 
售 计 由 四 次 插值 造成 的 数据 的 不 精确 性 的 放大 , 优 是 对 0<k<1] 
从 表 12,5 中 的 数据 应 用 Stirling 公式 计算 vy{2.718). 
由 衣 12.6 提供 的 数据 计算 sin1 .00015. 
证 晶 Taylor 级 数 社 值 


logt.r + 1) 一 jiogz + log| 1+ | 


=logx 1 二 _ 2 二 
可 以 在 产 项 行 截断 对 1< > 具有 #6 位 小 数 精度 ,假定 表 问 隅 坟 =0.01. 
从 表 12.2 中 的 数据 ,以 Newton 让 后 公式 预测 1.35， ”1 物 及 将. 
从 才 12.4 中 的 数据 预测 “3 .4 和 及 .50. 
分 析 是 6.14 中 二 次 雪 项 式 前 误 益 ,证 明 误 益 在 = -3 以 及 在 配置 点 上 误 益 为 零 , 怎样 能 出 我 们 的 
配置 误差 公式 x(c)y508)731 来 鲜 释 它 ? 
在 题 6,15 中 怎样 能 用 误差 公式 x{x)y (4)/4! 来 解释 在 了 =4 处 的 堆 误 头 ， 
用 10.15 的 结 困 估计 缺 项 y {1). 
诈 题 10.16 的 材 果 估计 缺 项 y (1). 
用 题 10.17 的 辣 果 情 计 甬 项 y (0) 和 yt1). 


近似 导数 
函数 yr 的 演 全 导数 可 阐 间 起 用 区 下位 多 机 式 的 作 队 半数 pp pp 中 来 代替 »， 
yy, 通过 配置 多 项 式 可 导出 大 量 这 类 有 用 的 公式 .三 个 最 著名 的 公 


yl ) -yz , Ai) 一 ?Cr - 
yr) ss Tt, J 


y Cr) 2 y(r) 一 (x 一 在 


分 别 由 微 商 的 Newton 向 前 公式 , Stirling 公式 和 Newton 向 后 公式 在 每 种 情况 下 仅 用 一 项 
调 得 到 的 . 全 因此 由 Newton 向 前 公式 可 得 
3&? - 一 十 2 

Gh +2 ty 


y (x) ol 1 | Am + | 一 | A yo + 
而 通过 微分 商 Stirling A 可 得 
yr) | Buyo + kOTyo + 六 loryc + . 
由 其 他 的 配置 公式 产生 类 似 的 近似 , 关 丁 二 阶 导 数 ,一 个 著名 的 结果 由 Stirhng 公式 得 到 的 
yr) ss (yo + RO yo + e210 yo + i). 
只 保留 第 一 项 便 有 部 悉 的 公式 


2 { 一 一 
yr) a + h) 2 + 雇工 2 


近似 微分 中 的 误差 来 源 


对 试验 情形 的 研究 提示 , 由 配置 多 项 式 得 天 的 近似 导数 看 来 是 有 怀疑 的 , 除非 有 非常 精确 
的 数据 可 用 .即使 这 栏 精确 度 随 导数 阶 数 的 增加 而 减少 . 

根本 困难 是 当 y(z) 一 (x) 很 大 时 , y(x) 一 p(xz) 果 能 很 小 ,用 几何 语言 表示 , 即 两 条 曲 
线 可 以 很 接近 ,但 其 斜率 却 相 差 很 大 .也 训 能 出 现 所 有 其 他 涩 悉 的 误差 来 源 ,包括 yw 值 的 输入 
误差 ,诸如 一 p ,yp 的 截断 误差 等 等 以 及 固有 的 合 入 误 莽 . 

主要 的 误差 来 源 是 输入 误差 本 身 , 这 些 是 关键 的 ,因为 即使 它们 很 小 时 , 因为 算法 会 把 它 

们 扩大 很 多 .这 种 放大 的 决定 因素 是 出 现在 公式 中 的 的 倒数 次 宕 . 乘 上 精确 值 和 误差 , 它 站 
混合 在 一 起 给 由 数据 y, .有 时 可 最 优选 择 区 间 长 请 ,因为 截 斯 误差 与 六 成 止 比 而 输入 误差 的 
放大 与 hh 成 反比 ,一般 的 算法 可 使 其 两 音 的 结合 为 最 小 . 

基 十 配置 多 功 式 的 近似 导数 , 应 预先 考虑 大 的 误差 , 只 要 有 可 能 就 应 得 到 误差 界 . 求 近似 
微分 的 其 他 方 活 可 以 昆 基于 最 小 二 乘 方法 及 最 小 一 最 大 方法 得 到 的 多 项 式 ( 见 二 十 一 章 和 二 
二 二 章 ), 而 不 是 配置 多 项 式 .因为 这 些 方法 还 对 所 给 数据 进行 光滑 .所 以 它们 通常 更 令 人 洲 
意 .二 角 近 似 法 (二 二 四 章 ) 提 供 了 另 - -种 方法 . 


题 解 


13.1 微分 Newton 向 前 公式 


| 国民 | | As 
pr yo tl St yt yt 


,96 . 数值 分 析 


解 BE 可 以 用 Stitting 数 把 阶乘 表 成 壬 , 上 是 通 过 简单 的 让 站 就 得 出 关于 大 的 导数 用 算 子 万 继续 


表 尖 这样 的 导数 ,大 ,站 2 训 ,我 们 用 熟悉 的 2 一 妇 得 到 关于 自 变 量 x 的 导数 
, Dp D: 
pr EE, pV) TE, 
而 
结果 是 
, 1 | 上 3R2 -6k +2 
P(r) = | sw + | 下 一 过 | 和 + 
283 — OF? + llk 3 
i 2 十 1 
po -| 3 68 18& H+ 本 
人 二 站 28.. 3 | 
p(xr) = 13 A yu 1 3 My ls 


13.2 用 杆 13.1 中 的 公式 , 根据 表 13,1 的 数据 来 求 p (1), p21(1) 和 p'(1). (这 是 与 表 
12.2 相同 的 直到 三 阶 的 差分 . 因 误 蔡 的 影响 没有 写 出 其 余 的 差分 , 这 里 为 方便 起 见 复 


市 了 该 表 ) 
表 13.1 
工 【zy 

1.00 1.00000 

2470 
1.05 1.02470 —59 

2411 3 
1.10 1 .0488L — 54 

2357 4 
上 .14 1.07238 一 人 50 

2307 2 
1.20 工 .09544 —d8 

| 2259 3 

1.25 1.11803 —45 

2214 


1.30 | 1.14017 


解 和 取 有 =0.05,&=0 在 0=1.00, 由 我 们 的 公式 得 腊 
Pp’ (1) = 20(0.02470 + 0.000295 + 0.00017} = 0.50024 

PC1) =400(- 0.00059 -0.00005) = - 0.256 

pe) =8000(0,00005) = 0.4 
局 为 (zr)=VYx, 淮 确信 是 y {1) = yD) = -证 ,yD = 家 

尽管 输入 数据 精确 到 五 位 小 数 , 我 们 发 现 p'(1) 仅 精确 到 三 位 , pt 两 位 小 数 也 不 完全 精确 , p'” 
1) 久 精 确 到 一 位 ,显然 ,算法 的 误差 是 明显 的 . 

13.3 微分 Stirling 公式 


| 下 了 | 下 十 十 Ei 是 二 
Pr = 0 十 I Gryo 十 zl yo 十 | 3 Ep + 4| 3 Ba 十 
解 如 同 在 题 13.1 中 那样 , 我 们 得 到 
2 3 
ptr) = ral Spo + ?yo + 2 53py0+ Eat yo | 


， 2 _ 
pr) = 志 | G2 yo + kOT om + A ly + |， 


第 十 二 章 数值 微分 


六) = pl + RAO yn 
pr) = il dye + 1) 等 等 
13.4 用 是 13.3 中 的 公式 ,根据 表 13.1 的 数据 来 求 p (1.10),p(1.10} 和 pp (1.10). 


解 8 和 取 k=0, 在 .zo=1.10, 我 们 的 公式 得 到 


， < 
20| L241 D.02357 +0. . | 0. 0000s 0.00004 | |- 0 4766 
i 4 


pt1.10) = 


P40) = 400€-- 0.00054+ 0) =— 0.216 
ptl.10) = 8000(0.0000451 = 0.360 
准确 值 是 y (1.10) 0.47674, y (1.10)= 一 0.2167, vy 了 (1.140)=0.2955 
输入 数据 精 三 到 二 位 ,但 最 初 一 个 导数 的 近 介 大 致 分 别 近似 到 四 位 ,二 位 和 -- 舍 . 
13.5 上 述 癌 题 启示 近似 微分 并 不 精确 .通过 比较 丽 数 y= esin(x/e?) 和 近似 多 项 式 p(.x)=0 
进一步 说 明 这 个 问题 . 
解 上 对 尾数 :这 两 个 曲 数 在 等 疗 距 的 白 变 基 x 一 je? 处 是 配置 的 .对 很 小 的 数 ,近似 是 非常 


精确 的 , y(x) - 6(z) 永 这 超 不 过 e, 但 最 因为 y (<)= | 二] sost zye) 与 六 (ce) = 所 以 其 导数 相关 
很 大 .这 个 例子 说 明 不 能 衣 期 画 数 的 精确 近似 就 表示 其 导数 的 精确 近似 . 见 图 13,1 


pr) 7) TT 


~ ) 


图 13.1 


13.6 题 13.1,13.3 和 13.23 启示 对 y (zxo) 的 三 种 近似 仪 用 一 阶 差 商 


1 20 了 1 一 多 -1 30 ”省 -1 
kh ” 2h kh 


从 几何 上 讲 , 它 们 是 图 13,2 中 三 茶 直 线 的 斜率 , 也 表示 了 曲线 在 x = x0 处 的 切线 .可 
以 认为 中 间 的 近似 最 接近 切线 的 斜率 .可 通过 计算 这 三 个 公式 的 截断 误差 证 实 这 一 点 ， 


| Xn | 


图 13.2 


解 和 Newton 向 前 公式 ,在 一 阶 差 商 硕 之 后 截断 , 各 去 截断 误差 
3y(z) -pfz) = [aC -Dy (é))], 
通常 取 7 一 .xo+ 锯 .这 时 认为 不 再 限制 为 整数 而 是 连续 变量 是 存 益 的 . 根 没 y( 8) 连续 ,于 是 得 
到 我 们 的 导数 公式 的 误差 (通过 连锁 法 chain rule) ,对 丰 = 0， 
y (ro - p(z0) 7- Sy (0) 


注意 对 =0 不 再 包含 麻烦 的 y(8) 因 子 的 导数 . 宫 样 对 Newton 癌 后 公式 ， 


dN 


流入 分化 


13,.7 


13.,8 


13.9 


13.,10 


13.11 


vf pirn)— 和 1. 


菊 用 Strhag 会 世 我 们 将 得 芭 意 料 之 镍 的 好 处 ,即使 在 我 们 的 近似 中 保留 到 -. 阶 莽 商 项 , 我 体 改 


现存 大 -日 处 它 从 户 {) 消 失 了 《 见 是 13.3) 我 科 可 以 认为 讨论 中 的 中 等 近似 来 自 二 次 多 项 式 近 贷 . 
j 是 其 巷 断 误 左 是 


3 


SP 和 [srDA Dy 


训导 出 
， - 二 如 [EE 
2 {zp) 此 tro) 一 5 下 【全 

在 以 土 一 种 计算 赴 , 和 可 能 表 失 一 个 不 阁 的 未 知 数 ,但 是 因为 二 一 般 很 小 ,出 现在 最 后 关 果 中 殉 
8 滞 出 现在 别处 的 产 相 比划 " 阶 基 级 意 六" 下 ,这 四 的 规 断 说 益 是 景 小 的 ,这 就 证 实 了 几何 形象 . 
对 于 点 13.1 中 的 数据 , 评 用 题 13.6 中 间 的 公式 求 交 (110) 的 近似 . 求 出 这 结果 的 实 
际 误差 并 与 题 13.6 中 的 截断 误差 估计 进行 比较 . 
解 ”E 这 一 近似 实际 上 是 在 题 13.4 中 计算 yy (1.10) 守 (1.4768 的 第 一 项 .实际 吝 莽 达 刘 五 位 ， 

w 11.10) 0 4768 0.47674 - 0.47680 —— 0.00006. 


作 题 13.6 中 得 到 的 估计 是 -Ps (6)/6, 办 为 y 一 训 2 站 .我 们 用 1 代 痊 未 知 仿 才 得 到 


hye) /6 ‘(0.053| 二 | = 一 0.00016 只 是 稍微 扩大 了 点 ,虽然 不 是 不 可 能 的 ,这 种 千 计 很 
大 方 ， 


把 在 题 13.3 中 得 到 的 p(x0) 的 公式 变换 为 出 现 值 而 不 是 六 分 形式 ， 
解 。EE5F 在 这 种 捕 形 , 我 们 取 点 -0 得 
ptrvo) -六 [六 (a - -1) 13 (2 -271 + 23-1 YY | 
= ree 2 Bx 1 + Sy + y2). 
估计 太 13.8 中 会 式 的 截断 误差 . 
解 BE 因为 这 个 公式 是 基于 站 次 Siirling 多 项 式 ， 


Sfp2 2 _ 《5 
Mr)— plr)— 和 人 人 人 Det 


如 在 是 13.6 中 那样 求 导数 , 令 = 得 (x6) 一 px) 一 个 y 革 (1/30. 
把 题 13.9 中 的 合计 与 在 题 13.4 中 的 计算 结果 的 实际 误差 进行 比较 . 
解 ” 8 精确 到 五 位 的 实际 误 益 是 
3 {E10) -= p {1.10) — 0.47674 — 0.47660 = 0.00014 

在 题 13.9 中 的 公式 里 用 y (1) 代 百 未 知 的 ?2 (6), 稍 作 扩大 后 得 到 


0 | 
和 > (0.05)?| 记 | = 0.0000007. 


当然 这 令 人 失望 ,采用 高 脐 差分 虽然 基本 上 消除 了 截断 误 莽 但 实际 误差 更 大 .显然 在 这 -- 算 法 中 映 
-一 种 误差 涛 是 主要 的 .这 就 是 值 的 输入 误差 , 并 日 算法 怎样 将 它们 放大 . 为 简单 起 见 特 把 它 归 入 
会 入 误 巷 础 . 

对 全 起 (71 一 y-1)/2k 中 售 人 误差 行为 进行 估计 . 

解 EEF 如 前 . 令 Yi 和 了 ;是 精确 的 ( 末 知 ) 数 据 俩 .于 是 疝 =+eyri-yw re 以 和 
+ [去 示 数 据 误 荤 , 莽 


TY 


2 2 2 
就 是 由 上 输入 的 不 精确 而 引起 的 输出 菜 辩 .如果 oi 和 -1 的 大 小 不 超过 下 , 那么 输出 误差 最 大 是 


级 ,产生 最 大 的 含 入 误 其 FA/ 


第 十 = 章 数 人 微分 


13.12 


13.13 


13.14 


13.15 


13.16 


13.17 


应 用 题 13.11 中 的 估计 来 计算 下 13,7. 

解 BE 这 里 各 一 0.05, 玉 =0.00005, 使 得 /8 一 .00010. 上 比 算法 中 的 全 入 误差 可 能 对 第 四 位 稍 
有 堪 啊 . 

对 是 13.8 中 会 式 中 舍 人 误差 影响 进行 估计 . 

解 EE 硝 如 题 13.11 中 那样 ,我 们 炒 得 由 十 输 入 的 不 精确 而 引 息 的 输出 误 认 是 
C17128)(e > 一 ge -it+8el ci) 如果 从 的 大 小 不 志 过 二 ,这 -和 给 出 误 郑 最 大 是 18 忆 7125, 即 最 大 含 


入 误 头 (3/28 ) 五 .如 局 题 13,11 中 的 二 ,雪子 (3/2A) 是 放大 因子 .对 于 小 的 刀 役 们 一 般 把 这 与 高 
精度 联系 在 : 超 ,这 一 国 子 是 大 的 ,因此 输入 信息 的 误 益 就 人 人 地 放大 了 ， 

应 用 题 13,13 中 的 估计 来 计算 题 13.4. 然后 将 我 们 计算 y (1.10) 与 所 关联 的 各 种 误 
差 进 行 比较 . 

解 上 取 放 =0.05, 下 =0.000005.(3724) 瑟 -0.00015, 各 种 误差 分 组 列 于 表 13.2. 


表 13.2 
会 式 | ”实际 误 花 


【3 一 了 -1 2 — 00.00006 


最 大 会 入 误 营 
二 0 .00010 


仿 计 截断 误 孝 


-0 O016 


(yy 287 1+8y1— ya)/2h 0.00014 0.0000007 +0.00015 


在 第 一 神情 形 中 会 人 误差 在 所 抑制 , 而 在 第 二 种 情形 , 会 入 误差 受到 不 良 影响 .显然 ,除了 对 十 要 其 
精确 的 数据 ,这 些 泛 养 的 放大 使 得 不 可 能 产生 发 的 苓 断 误 益 . 
对 以 下 公式 
yrg) a i672y0 = iy -2y0—y 1) 
估计 截断 误差 ,上 述 公式 是 题 13.3 中 取 到 第 二 项 商 差 而 得 到 的 . 
解 tt 这 里 用 不 同 的 方法 即 用 Taylor 级 数 求 截断 谋 差 可 能 是 方便 的 ,特别 地 


; 1 1 ,; 1 

yt hynt Tv + Eh ry (8), 
。 1 1 :1 1 

-1 m0 hyot FH + 3 


把 这 两 项 相 加 并 减 去 2% 就 得 到 
S27 yy = 2 yd 十 二 4[>tfa) 十 y (82)]. 


不 幸 的 是 &1 可 能 与 & 不 同 , 但 为 了 估计 截断 误差, 假定 我 们 用 -个 数 y' 来 代替 两 个 四 阶 导 数 ,这 
种 选择 仍 足 不 确定 的 -为 了 绝对 安全 ,我 们 能 在 整个 区 间 取 y= max y"(z)|, 这样 就 得 到 了 截断 
误差 大 小 的 上 办 ,然而 可 以 想象 其 它 选 择 也 是 可 以 的 , 我 们 现在 得 到 


茂 断 误 卷 -> 人 9 一半 8230 一 一生 > 
用 题 13.15 中 的 估计 米 计算 题 13.4. 
解 GP 因为 型 高 阶 闫 商 项 没 起 作用 ,所 以 在 题 13.4 中 实际 上 是 通过 公式 


62 
p110) = i — -0.21600 
t 


来 计算 201.10), 其 结果 已 与 准确 值 y (1.10) = -0.21670 比较 . 取 yz) 一 Ie 1 
题 13.15 中 的 戴 断 误差 可 能 稍微 扩大 
、 
截断 误差 ~ 不 而 = 由 00020， 
实际 误差 是 -0.00070, 再 次 表 绑 截断 误 益 并 非 主 要 的 误差 源 ， 
估计 公式 yn/ hi? 的 截断 误差 ， 


1100 
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13.18 


13.19 


13.20 


解 ”E 如 及 进行 ,我 们 炒 得 由 上 输入 的 不 精确 而 引起 的 输出 误差 是 {1/2}{ey -2ey + ei), 其 中 
et 是 输入 误 兰 .如果 它们 的 大 小 都 不 扯 这 上 , 则 和 服 大 轩 出 误差 是 (4/h2)E. 因 此 ,最 大 的 会 入 误 其 - 
(di a7)E. 

应 月 题 13.17 中 的 公式 计算 题 13.4, 并 把 我 们 的 近似 值 与 y (1.10) 之 间 的 实际 误 盖 
与 截断 误差 和 含 人 误差 估计 进行 比较 . 

解 有 EE 如 前 , 取 五 =0.0S， E=0.000005, 得 到 (4/ 上 2}E=0.00R00 

放大 因子 (4AA3) 有 很 大 影响 ,我 们 的 结果 证 实 舍 人 已 成 为 我 们 在 米 x(1.1 旭 的 近似 中 的 卡 要 误差 
源 , 而 且 实 际 误差 和 截断 误差 在 天 到 800 单位 的 甸 入 澡 差 中 仅 占 了 90 单位 . 


实际 误 凑 | 估计 截断 误差 | 最 大 舍 人 误 莽 


一 0.00070| 0-00020 -0.00800 


用 题 9.7 和 9.8 中 的 样 条 求 正 蓄 函 数 导数 的 近似 ， 
解 SF 在 题 9.7 中 ,我 们 发现 自然 样 条 在 端点 的 二 阶 导数 为 零 . 因 为 正 闭 函数 本 身 在 线 点 有 同 翌 
的 二 阶 导数 征 , 所 以 亦 此 情形 , 自然 样 杀 是 丘 家 的 .于 取 中 心虚, 我们 得 到 中 央 样 条 段 59: 的 导数 是 


S77) = = rs wy), 


代 在 x 一 了 处 精 参 等 09, 显然 对 称 是 有 盖 的 .在 结 点 < = 亏 处 作 直 接 计 算 可 得 到 3 等 上 0.496 


这 时 公用 了 在 (0,m) 中 的 二 节 样 条 段 我 们 就 能 下 结论 ,其 误差 是 0.4 几 . 
在 题 9.8 中 ,我 们 得 到 了 与 正 荡 函 闭 的 - 阶 导 数 相 匹配 的 样 茶 ,对 于 中 央 部 分 我 人 求 得 


0. 
Si(x) = ry -x ), 


它 在 = 卫 处 也 等 于 0, 在 了 = -了 处 , 它 等 于 (9v3- 2r]/6r 或 者 0.494. 对 于 二 和 阶 和 导数 又 出 现 T 节 
料 中 的 精度 降低 ,在 整个 中 央 区 间 , 自然 样 条 的 二 阶 导 数 $3 = -0.948, 而 真正 的 一 阶 导 数 是 从 
-0.866 到 一 1. 

如 何 把 Richardson 分 推 法 用 于 数值 微分 ? 

解 片 通常 过 似 公 式 中 的 误差 信息 是 用 上 校 耻 的 .作为 说 明 , 取 中 心 差 公 式 


yr) = 兴工 + = Wr) 


其 中 了 是 截断 误差, 利用 Taylor 级 数 , 容易 算得 


T= 全 1 而 十 在 3 下 4 十 tah 十 


分 别 对 如 和 有 /2 两 次 用 上 式 得 
y (x) = F(th) 十 天 十 aakh' + 


3 pA2 hh! 
>(z) =F| 2 | + 十 


其 中 F(A) 和 F| 二 | 表示 近似 导数 .假定 对 小 的 ,ci 改变 不 大 .消去 al 项 得 
和 正人 2) 一 FOh) 
3 


y (zx) 十 hn + Oh). 


rl 4 | _ ED FR) 


我 们 得 到 了 四 阶 和 精度 的 近似 微分 全 起. 
现在 可 重复 上 述 步 民 ,从 


y (x) =F |r nt D(he)， 


*]01 


| 五 bik 
”1 二 ] - 16 + OC) 
并 始 , 请 去 51 预 得 到 凑 有 六 阶 精 度 的 近似 
F -| 4 1 - 16Fi11 4) 上 (haA 2) 
=- Ts ， 


显然 可 进步 重复 上 述 过 和 裕 ， 祥 称 之 为 外 失 到 家 恨 
在 外 推 基 极 限 坟 程 中 近似 计 算 的 集合 一 般 表 书 如 下 : 


Fm FI 下 Fy 


T 
i | 五 站》 
hi2 | 下 (NA F(AA2)} 
Hi4 天 (Re 下 让 Fatif4) 
RAR FERABEY ER FahjB) Fh/8) 


需 鸭 时 可 可 入 更 多 的 表 值 ,一 般 公 式 是 


、| | 下 ifAA28) — FP, 1 1) 
| 得 | -本本 去 | > ! 2 ” 


不 难 修 政 上 述 过 程 使 得 用 某 些 其 它 方法 减 小 步 长 ,多 半 是 家 刀 ,= mi 其 中 心 是 初始 步 长 
天 .不 用 密 大 的 代价 就 可 以 处 理 任意 的 序列 六 .有 例子 说 明 有 时 这 些 朗 化 可 能 是 有 益 的 . 
13.21 对 函数 v(z)= -17z, 用 Richardson 外 推 法 求 vy (0.05). 淮 确信 是 400. 
解 ” 8 知 计算 结果 摘录 在 表 13.3 中 ,用 的 是 八 位 数字 计算 机 . 璐 13.20 中 原 有 的 公式 得 到 


列 ( 表 中 所 有 值 缩小 400 倍 }. 对 率 =0.0001 最 好 的 结 杂 在 三 位 小 数 之 内 .上 去 后 舍 入 误差 占 优势 , 访 
观 此 表 其 余 各 列 , 可 见 各 值 几乎 可 精确 到 五 位 . 


表 13.3 
下 下 Fi F; Fs 
0.0128 28 .05289 
0.0064 有 .06273 -0 46732 
让 .人 0 近 1 .64515 - 0 02737 0.00196 
0.0015 0.41031 -0.u0130 0.40043 0.00041 
0.0008 0. 10250 -0.00010 -0.00002 -全 00002 
0.0004 0.02625 0. 00084 .00090 0.00091 
0.0002 0.00750 0.00125 0.00127 0.00127 
0.000 0.00500 0.00417 0.00436 0 00441 
0.00n05 0.031000 0 01166 0.01215 0.01227 
表情 缩小 三 400 
补 充 题 


13,22 微分 Bessel 公式 ,得 到 用 直到 五 阶 差 分 表示 的 直到 pt (7r) 的 各 阶 导 数 . 

13.2 ”用 上 述 问题 的 结果 ,根据 表 13.1 中 的 数据 去 求 p',p' 入 在 =1.125 处 的 值 . 

13,24 求 在 题 13.22 中 取 上 = 六 而 得 到 的 六 【2 的 公式 的 玲 断 误 莹 .估计 时 地 2 一 1, 并 与 实际 误 羡 比较 
13,25 求 上 述 是 中 公式 的 舍 人 误 凌 串 能 的 最 大 值 .把 实际 误差 与 截断 误差 和 售 人 误 盖 的 估计 信 进 行 比较 . 
13.26 证 明 六 次 Stirling 公式 可 得 创 


。 ] ] ,ss 1 
plxn) = 站 (en 一 6 vn + 0 £30). 
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13.27 


13.28 


13.29 


i3.30 


13.31 


13.32 
13.33 


证 明 这 个 公式 的 截断 误差 是 一 而 (Cé)140. 
把 十 述 公 趟 变换 成 以 下 形 武 


; 1 
pc) OR $3+ 9 ~ 45y-1 + 45%, 


计 让 明 最 大 的 会 入 谋 凑 足 11 E68. 


白 变 其 值 ,然后 遂 过 直接 插值 求 出 相应 的 y 值 . 


下 不 分 布 质 数 丰 z=1 处 有 一 个 损 点 ,如 何 独 立地 从 以 下 四 位 数 的 数据 表 : 


dy 


村 [Lagrange 眶 Everett 公式 (网 题 12, [1 相 12. 12), 避 计 反 立 证 插值 , 求 出 3 


上 3， 


不 管 表 13,4 的 首 玉 两 行 ,用 Hermite 公式 求 和 其 余数 据 拟 全 的 二 次 区 项 式 .这 个 
庄 何 处 等 陡 堆 ”并 与 上 述 冲 题 比较 (这 里 的 数据 相应 上 3y(zr)y= sinzr 因 此 ,准确 的 自 变 其 伟 足 x72.) 


- 深 多 项 碟 的 


E13.4 二 要 诬 二 一 小 的 


上 
圣 笋 


的 每 一 个 ,精确 地 确定 这 


个 值 
表 13.4 ; y - ， 
7 y 0.50 | 0 3521 Og | 0 2468 
1.4 | 0.98545 | 0.16997 .75 | 0.3011 .9 ,2444 
1.5 | 0.99749 | 0.07074 1.00 | 02420 | 100 | 0.2420 
[6 | 957 F-02920 1.25 | 0.1827 1.01 0.2396 
1.7 | 0 y9166 | 0 12584 1.50 | 0.1295 1.02 .237]| 


由 题 13.9 和 13.13 我 代 求 得 近 介 等 式 


; 1 
yarn) pra 2 — By + By 一 


yz} 


的 合成 截断 误差 复合 入 误差 内 有 形式 AR4+ 3E/24, 其 中 及 = 1y508yA30 .同志 长 天 等 十 多 少时 ， 


此 信和 最 小 ? 对 平方 根 函 数 计算 使 结果 是 五 位 精度 . 
证 明 公 式 yi(z) = 5614ww/ 有 + 的 截断 误 芝 是 h2y'(&8)y6. 
证 明 题 13.32 中 的 最 大 会 入 误差 是 16F /1. 


第 十 四 章 数值 积分 


呈 要 注意 到 在 诺 用 分 析 人 问题 的 饥 述 中 是 多 么 频繁 地 涉及 导数 ,就 能 意识 到 数 信 积 分 的 重 
刘 性 . 人们 自然 会 预期 到 与 导数 有 关 的 冲 题 的 解 将 涉及 型 分 .对 大 和 多数 积 分 而 言 荐 不 能 用 初等 


函数 表示 的 ,数值 着 近 就 成 为 必要 的 了 . 


多 项 式 逼 近 
多 项 式 首 近 作 为 广泛 的 一 大 类 积分 公式 的 基础 ,其 主要 的 思想 是 假设 pt(z) 是 y(z) 的 - 
个 通 近 , 则 


fete)de 2 | yt)az, 


总 体 而 言 ,这 种 过 近 是 十 分 成 功 的 .在 数值 分 析 中 积分 是 “容易 "的 一 种 运算 而 微分 则 十 "困难 ” 
的 ,而 在 初等 微 积分 中 则 或 多 或 少 是 相反 的 情 玩 .最 知名 的 例子 如 下 面 所 列 ; 


1 . 


[3 


上 


tn 


. 组 合 公式 是 通过 将 刚才 所 展示 的 简单 公式 反复 地 加 以 应 用 来 禾 痊 一 个 长 区 间 . 它 相当 


在 zo 与 x, 之 间 ( 在 配置 点 的 卜 个 区 域 ), 积 分 Newton 向 前 公式 (wn 次 ) 导 出 几 个 有 表 
的 公式 , 包括 


| plz)dr = 二 (yn + 4y1 + y2), 
Th 


| plr)dr = 和 (yn + 3y1 + 3v2 + ya). 


当 x=1,2 上 太 3. 任 一 个 这 种 公式 的 截断 误差 是 
| Gdz 一 | plr)dr. 


它 可 以 用 不 同 的 方法 如 以 合计 , 例如 ,由 Taylor 级 数 本 论证 这 个 误差 当 半 =1 时 近似 
地 为 -jaye0e)712, 而 当 交 =2 时 近似 地 为 - A59y00(2)790. 


于 用 几 个 联接 的 直线 段 或 是 抛物 线段 等 等 来 作 带 近 , 与 用 单个 的 高 次 多 项 式 相 比 且 有 
简单 化 的 优点 ， 


. 梯形 法 则 


| ds hy + 2y1 十 … + Dy + y,) 
Tn 


是 一 个 基本 的 , 然而 是 典型 的 组 台 公 式 .当然 , 它 是 用 下 线段 联接 起 来 作为 对 y(z) 的 
各 近 , 它 的 截断 误差 近似 地 为 - (zs 一 zo)h2y (EVAt2， 


.Simpson 法 则 ， | ‘ylrldr ~ (yo + 4y1 + 2y2 + 4y3 + + ya2 + dy 1+ ya) 也 


是 一 种 组 合 公式 ,但 是 来 自用 抛物 线段 的 联接 作为 对 y(x) 的 逼近 .这 是 用 来 带 近 积分 
的 最 有 万 的 公式 之 一 . 其 截断 误差 约 为 - (rz, - .cohd4oyt0E)A180. 


. Romberg 方法 是 基于 梯形 法 则 的 截断 误差 接近 止 比 于 7 的 事实 .将 折 半 并 重复 应 


用 这 个 公式 ,因此 误差 减少 了 一 个 因子 . 将 这 两 个 结果 进行 比较 导出 对 残留 误差 的 
一 个 估计 .这 个 估计 可 作为 一 个 校 止 量 . Romberg 公式 便 是 将 这 个 简单 思想 化 作 系 统 
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精致 的 改进 . 

6, 井 为 复杂 的 公式 可 以 道 过 在 比 整 个 配 界 区 域 小 的 区 间 上 , 对 配 力 多 项 式 进行 积分 而 得 
到 .例如 , 带 有 校正 项 的 Simpson 法 则 可 以 由 积分 5 阶 的 Stirling 公式 而 导出 , 它 提供 
人 了 上 的 屿 置 正好 条 盖 中 心 的 两 个 区 间 r _1 朋 xj, 然后 将 该 结果 用 来 展开 
一 个 复合 公式 .这 结果 为 


站 ， 月 
| yr)dr 袜 和 Cn + 49 + 2 0 
a 


+ + Oy i} + je (dy + Ofyy + + Hy) 
这 公式 的 第 一 部 分 便 是 Simpson 法 则 . 
7. Gregory’3 公式 取 梯 形 法 则 的 形式 再 加 土 校正 项, 它 可 以 从 Euler-Marlaurin 公式 导出 . 
将 式 中 所 有 的 导数 表 成 差分 的 适当 组 合 而 得 到 ，; 


| yr)dr /2( yy 十 2y1 十 十 2 + Yn ) 


To 


-站 (oo -As -各 + -= (Wy, A yw) 
再 一 次 看 到 其 第 一 部 分 为 梯 撒 法 刚 .Enler-Maclanrin 公式 本 身 可 以 作为 一 :种 近似 积分 


公式 . 
8. Taylor 定理 可 六 来 把 被 积 隙 数 展 成 蜂 级 数 ,然后 逐 项 积分 它 有 时 可 导出 适宜 的 积分 汁 
委 , 使 用 这 定理 的 更 精致 的 方法 已 被 开发 出 来 . 
9. 待定 系数 法 可 以 用 采 产 生 其 有 特殊 目的 的 广泛 类 型 的 积分 公式 . 
10. 自 适应 积分 包含 许多 已 设计 出 的 方法 .这 些 方法 处 理 如 下 情况 :大 多 数 函 数 在 某 些 区 
闻 作 精确 数值 积分 要 比 在 其 他 区 间 难 得 多 .例如 , 特殊 困难 段 会 迫使 在 Simpson 法 则 
中 用 非常 小 的 产值 而 导致 大 量 非 必要 的 计算 . 自 适 应 方法 只 在 实在 需要 的 地 方才 作 
更 细 的 细 分 . 作 此 处 理 的 一 种 系统 性 的 方法 将 用 例子 来 说 明 . 


通常 的 误差 来 源 依然 存在 .然而 ,数据 值 yo,…, yw 中 的 输入 误差 不 会 被 大 多 数 积分 公式 
所 放大 , 所 以 误 次 的 这 种 来 源 不 会 像 在 数值 微分 中 那样 带 来 那么 多 的 麻烦 . 裁 断 误差 为 


gcz) — plr)ldx 


对 于 最 简单 公式 以 及 大 多 数 由 相似 片段 组 成 的 其 他 公式 而 言 , 如 今 它 是 主要 的 误差 源 .为 了 估 
计 这 个 误差 已 经 作 了 多 种 多 样 的 努力 .一 个 相关 的 问题 是 收敛 性 . 它 要 疝 的 是 , 使 用 的 多 项 式 
的 次 数 越 来 越 高 时 , 或 者 使 用 的 数据 点 之 问 隔 hi 越 来 越 小 (limh, = 0) 时 ,对 于 所 产生 的 逼近 
值 序列 而 言 截断 误差 的 极限 是 否 为 零 . 在 很 多 情况 下 , 梯形 法 则 和 Simpson 法 则 是 绝 好 的 例 
子 , 其 收 合 性 可 以 得 到 证 明 . 然 而 会 入 误差 也 有 强 的 影响 .一 个 小 的 步 长 五 意味 着 大 量 节 进行 
计算 四 而 有 许多 舍 人 误差 . 

这 些 算法 误差 最 终 地 掩盖 了 原本 理论 于 会 出 现 的 收 敏 ,并 且 在 实践 中 发 现 上 减少 到 某 个 
水 平 之 下 时 会 使 误差 更 大 而 不 是 更 小 .截断 误差 变 得 可 忽略 时 售 人 误差 却 积累 起 来 , 眼 制 了 下 
用 方法 可 能 得 到 的 精度 . 


题 解 


14.1 对 一 个 次 配置 多 项 式 的 Newton 公式 进行 积分 .用 上 .下限 xn 及 zw, 它们 是 配置 点 
的 外 限 , 假设 等 距 的 节点 . 
解 ”EF 它 包 含 了 积分 一 个 线性 函数 从 zo 到 z1, 或 是 积分 一 个 二 次 函数 从 zn 到 了, 等 等 .类 见 图 
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革 Tl Ei XI ED 此 EE Xx NX3 
疼 14.1 
线性 函数 肯定 地 导出 方 hCyo + y1) ,对 -次 寂 有 
Pr = vot kaso+ bh — DA yo. 


由 于 一 TI 如 ,方便 的 计算 产生 ， 
由 2 
| plzr)dr =4| prdk = hl2y6 + 2Ayy 十 坏人 0) 
了 


一 站 (yn + dy + y2). 


对 二 钦 多 项 式 一 个 类 仆 的 计算 产生 
| car =4| prdk 二 | 民 十 BAY 十 四 A yr + | | ayo Je 


' 9 9 3 | 3 由 
一 uN By 十 了 0 + 9 十 言 人 sn| 一 ag C0 + 3yl 十 39a 十 ya) 


高 次 多 项 式 的 结果 也 可 以 用 同样 的 形式 
| ple)dz = Chlcoyg t+ + civn) 
To 


来 得 到 ,对头 几 个 n 值 的 C 及 c 在 甫 14.1 中 给 出 .这 类 公式 称 为 Cotes 公式 . 


表 14.1 
n C Ch | C2 C3 Eq fs Ch C7 Ca 
1 172 1 1 
2 173 i 4 1 
3 378 1 3 3 1 
4 2145 :7 32 12 32 7 
6 17140 41 216 27 272 27 216 41 
8 4714,175 | 989 5888 —928 10,496 -4540 10,496 -928 S888 989 


很 少 用 到 较 高 次 的 公式 ,部 分 由 于 有 较 简 单 的 相同 精 岩 的 公式 可 用 ,前 部 分 则 因为 多 少 有 点 惊 讨 的 事 
实 是 较 育 次 的 多 项 式 并 不 总 会 改进 精度 . 
14.,2 对 n=1 公式 估计 截断 误差 


解 6” 对 这 种 简单 情况 我 们 可 以 直接 积分 公式 


ye pr) = Ce zor aye) 
并 应 用 中 值 定理 如 下 , 得 到 精确 误 莽 为; 


| " (zydz - ) 下 30 十 y1) 
Tu 


= 有 | py — ro)(z— ri)y' (Ed 
Th 


-yo 六 (zx 一 Tor - zi)dz 


71 
<0 


其 中 下 = .一 0 出 于 他 cr 1) 在 (Cros) 中 不 改变 符 如 ,还 有 yA( 有 的 连续 性 ,应 用 中 值 
定理 是 可 能 的 . 当 #2>1 时 一 个 符号 角 改 变 妨 代 中 值 定理 的 类 位 庶 月 ,而 已 经 设 汗 出 许多 用 来 估计 截 
断 误 益 的 记 法 ,但 大 雪上 只 有 某 些 缺 点 .对 现在 简单 的 情况 4 =1 用 Tayjor 级 数 我 们 对 最 古老 的 方法 之 
- 米 如 以 说 明 .首先 我 们 有 
ai 


1 1 | ， 1 ， 
A + 1) 一 Til + | yn 十 hyot+ EEARL + | 


个 不 定 积 分 F( 7 其 中 下 (r= wx), 我 们 还 发 现 


[staae =F{r) —- Flra) — hE'{C.ro) + F(zr0) 十 EP Ye) 
"in 


1 


1 3, 3 {2} 
+ = hyn + Th yo eh + 
Yn 7 Yn 6 D0 


并 且 引 碱 得 


| .sd 一 六 (an + y1) 一 Sy 十 
这 将 截断 误差 表示 为 线 数 的 形式 .第 一 项 可 以 用 来 作为 误 莽 估计 . 它 应 该 与 由 1h371217905) (此 
中 zz 近世) 给 出 的 自生 的 误差 进行 比较 . 
14.3 和 合计 一 2 公式 的 礁 断 误差 . 
解 8 和 像 在 前 面 问题 中 那样 进行 ,首先 我 们 得 但 


1 1 】 ， 
ly + 4yt + y2) = 3 [Lyn+ 41 xn t+ Ayo+ hy 
1 


1 ; 
十 FEW 十 Ut + | + {yo 十 之 Rn 十 2h2 yh 


4 3 了 { 
+ EE + hy + | 


下 (Gy + Ghyn + 4hiyl + 2 下 3 人 3 + 计 3 二 


本 
3 
该 积分 本 身 为 
[yar =F(x) — F(xo) 
加 


=2hF'(r0) + Fr0) + 本 (中 BF (C00) 


1 、 1 . 
+ 34 8) Ee) + Tap (2A)SE (eo) 于 


=2hyg + 2h?yo + Sy + Say + sy 二 


并 且 相 碱 ， 


2 1 ] 1s (4) 
| yr)dr 一 yn 十 4931 十 Ya} 一 一 hh’ yt 二 
“rn 3 o0 


志 一 次 我 们 有 组 数 形 式 鸡 截断 误差 .第 -项 焰 被 用 作 一 个 近似 . 还 可 以 被 证 明 误 莽 由 一 45/90)y" 
{EE) 往 出 ,其 中 zn 近 < 所 72. (全 看 题 14.65) 
一 个 类 似 的 过 程 应 用 于 其 他 公式 , 其 结果 (只 有 第 -项 ) 列 在 宫 14.2 中 


表 14.2 


截断 误差 
— (Bh /45) ye 


截断 误差 
一 {hI 112 yt 


一 《全 57190333) 


一 【98927140073 全 


一 《3 而 5780)7 全 【2368 有 74637 775) y* 0 
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14.4 


14.5 


14.7 


14,9 


14.10 


14.11 


注意 奇 次 的 公式 与 琅 些 较 它 小 次 的 公式 相当 . {当然 ,这 类 公式 多 包 售 了 个 长 度 为 上 的 区 
回 , 然而 , 这 并 不 证 明 有 什么 音 六 . 佛 次 的 公式 有 优势 .) 
导出 梯形 法 则 . 
解 ” BP 这 个 碳 老 的 公 江 还 足 找到 它 钓 应 年 ,并 且 十 分 简单 地 说 明 题 14.1 的 公式 可 以 怎样 地 伸展 
去 答 盖 许多 区 间 , 梯形 法 则 在 过 个 区 间 上 用 n= 1 的 公式 直 例 Tv， 


1 1 1 L 
hyo ~ 3 1 2 Cyl ~ 2) 十 2 十 ¥y3) T+ Dt + 各] 
由 它 导出 公式 
| yd ~ h(n + 2 Tt ys + 9) 
To 
这 就 是 梯形 法 则 . 


将 梯形 法 则 用 于 ”了 在 点 1.00 与 1.30 之 间 的 积分 .用 老 13.1 的 数据 .与 积分 的 准确 值 
进行 比较 . 
解 8 本 易 见 


1.30 
| VTde a 1+ 201.02470 + + 1.11803} + 1.14017] _ 0.32147. 


L.00 
准确 值 精确 到 5 位 是 他 [(1.3)32 -1]=0.32149. 

造成 真实 的 澡 差 为 0.00002. 

导出 梯形 法 则 截断 误差 的 估计 式 ， 

解 ”BE 题 寺 .2 的 结 昌 可 以 应 用 于 每 个 区 间 上 ,产生 的 总 截断 攻 差 约 为 


2- 【2》 【121 2] 
12 -340 十 池上 t+ yr. 


假设 二 阶 导数 有 界 , mm < y < MM, 方 括号 中 的 和 将 介 在 nm 及 nM 之 间 . 问 时 候 设 这 个 导数 是 连续 
的 ,就 可 以 将 该 和 写成 ny 中 (2), 其 中 rn<E< ri 这 是 因为 yt2(8) 可 以 取 mw 与 MM 之 间 任 何 信 .为 
方便 起 见 ,还 可 以 令 各 分 区 间 的 端点 为 ro 一 a 及 x = 使 5 -a- #8. 把 这 吉 综 合 在 一 起 ,我 们 便 有 
截断 误差 必 Le) 


将 题 14.6 的 估计 应 用 于 平方 根 的 祖 分 . 
解 入 取 玉 =0.05,5--a=0.30 且 y(r) 一 -7 3/14, 截断 澡 关 0.000016, 它 略 小 于 真 止 训 
差 0.00002. 然 向 , 合 入 到 5 位 并 有 将 这 个 误差 如 在 我 们 i 汗 算 所 得 结 淋 上, 就 得 到 0.32149, 这 就 是 准 
确 结 染 ， 
估计 在 y 值 中 的 不 精确 性 对 由 梯形 法 则 所 得 结果 的 影响 . 
解 & 和 以 Y 表示 真 值 ,好 前 ,我 们 得 到 由 不 精确 性 c= Ys 所 闪 成 的 误差 为 六 h(eo +2e + 
+2e4-1+ea). 假 如 6 的 大 小 二 超过 EE, 则 输出 泣 差 的 罩 为 方 h[E+2(n “DDE+E]-(b a)E. 
将 上 面 的 结果 用 于 题 14.5 的 平方 根 积分 ， 
解 WF 我 们 有 (2 - a)E= (0.30)(0.000005) =0.0000015, 故 误差 的 这 个 来 源 荐 可 以 扰 略 的 . 
导出 Simpson 法 则 
解 ”EF 它 可 能 是 所 有 积分 公式 中 最 流行 的 一 种 . 它 包含 广 将 我 们 的 n=2 公式 逐次 应 用 于 区 间 
对 直至 z,, 得 到 的 和 为 


h nn hh 
3 Ht dy + v1) 1 3 (72 tdy3 + yd + + 3 Ya-2 + Ay + 加 外 
它 简化 为 
点 
to + dy + Dy + ya 


这 就 是 Simpson 法 则 ., 它 要 求 n 为 偶数 . 
将 Simpson 法 则 用 了 题 14.5 的 积分 . 
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14.12 


14.13 


14.14 


14.18 


14.16 


14.17 


数值 分 析 


解 ”EE 
| 。 vd = 1 .0000 + 4(1.02470 = 1.07238 + 1.11803) 
+ 2¢] ,0488] + 1.09544) + 1.14017] 
=0.32149 
心 淮 确 公 5 你， 


估计 Simpson 法 则 的 截断 误 蔡 . 
解 FF 是 14.3 的 结 打 可 以 记 用 于 每 :对 区 则 ,产生 的 总 截断 误差 约 为 


[| 


5 

一 0 

没 4 次 导数 连续 ,在 括 叶 中 的 和 介 许 被 写成 (p72)y (C8), 其 中 rn 祥云 Xa 细节 几 竺 与 题 14.6 
中 所 述 的 相同 ,) 出 于 -a= nh， 


_ 4 
截断 泣 莽 2- 从 本 y(8). 


应 用 题 14.12 的 估计 于 我 们 的 平方 根 积分 . 

解 gs 出 于 0(z)= -Dr 7 截断 误差 0.00000001 它 是 微不足道 的 . 
合计 数据 不 精确 性 对 由 Simpson 法 出 计算 结果 的 影响 . 

解 8 和 如 在 题 14.8 中 那样 , 这 个 浊 闫 为 


了 
+ 


Dae + 4el t+ 2ey tT dey + tt + es? + des_1 + ea). 


假如 数据 不 精确 度 ex 的 天 小 不 超过 E, 它 输出 误差 界 为 
aE|! + 让 二 wj :2[ 二 na 一 1 + 1]- (6 — a)E, 

学 全 像 梯形 法则 那样 .将 它 应 玫 于 是 14.11 的 平方 根 积分 , 我们 得 到 与 题 14.9 中 所 得 的 一 样 为 
0.0000015, 因此 丸 一 次 说 明 这 种 米 源 的 误差 可 以 略 去 不 计 . 
比较 当 小 区 间 分 草 为 25 与 时 应 用 Simpson 法 则 的 结果 , 并 获得 一 个 新 的 截断 误差 
估计 . 
解 # 假设 数据 谋 差 可 忽 咯 不 计 , 我 们 比较 这 一 种 截断 误差 , 令 下 | 此 FE; 分 别 表 示 对 小 区 间 分 
别 为 2 上 及 天 的 误差 ,十 是 

E = - 2}(2h) (we), 


180 


bE — a)h! 本 
EF; 二 一 Oe,), 


所 以 E,= Et/16. 区 间 折 半 时 误差 减少 为 原 米 的 证 .现在 它 可 以 用 来 获得 Simpson 汰 则 截断 误差 的 
务 一 种 估计 . 称 7 为 积分 的 精确 值 ,一个 Smpson 逼近 全 为 A 及 及;, 则 
f= Ail+ El = A+ E;- Al+ 16E;, 
解 出 忆 :, 与 区 间 六 相关 联 的 裁 断 误 莽 为 ExszfA; 一 入 1)715. 
用 题 14.15 的 估计 式 来 校正 Simpson 法 则 的 通 近 值 ， 
解 上 这 是 -个 虽 初 等 但 十 分 有 用 的 概念 , 我 们 得 到 


了 — As+ EE;= 岂 ) + 全 二 = A Al 
应 用 梯形 法 风 , Simpson 法 则 , 及 n=56 的 公式 从 表 14.3 中 提供 的 7 个 值 来 计算 sinx 


企 0 与 rz 之 间 的 积分 .与 准确 值 1 进行 比较 . 


表 14.3 
x 0 2 2n/12 3r/12 dr712 Sr/ 12 zi 
In.T | 0.00000 0.25882 0.50000 0.7071]1 0.86603 0.96593 -11.00000 
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14.18 


14.19 


14.20 


14.21 


14.22 


14.23 


解 k&E 境 形 法 则 产 土 的 值 为 0.39429,Simpson 法 由 为 1.J0003,# 一 6 的 公式 导出 


Taneralt10) + 216(25882) 1 27(5) + 272(0,70711) 

+ 27(0.86603) + 216(0.965931 . 41(1})1} 

= 1.000003 
显 见 -的 公式 对 讨 提 供 的 四 定数 据 交 成 得 最 好 ， 
证 明 用 梯形 法 则 时 , 为 了 得 到 上 题 中 的 积分 准确 到 5 位 的 结果 , 会 改 求 区 间 上 近似 十 
0.006 骤 度 . 相 度 , 表 14.3 中 由 =m/t12<z0.26 
证 (千古 14.6 的 截断 误 蔡 提示 我 们 变 有 

(2 — A 了 Ee) 坟 2 < 0.000005 


即 要 求 h <0.096. 
用 Simpson 法 则 时 ,为 了 得 到 题 14.17 中 的 积分 准确 到 5 位 的 结果 ,应 要 求 区 问 中 为 
何 ? 
解 BF 题 14.12 的 截断 误差 提示 
(ba) yee) 区 {we < 0.000005 


或 近 做 地产 志和 15. 
证 明 梯 形 法 则 与 Smpson 法 则 是 收 和 倒 的 .如 果 我 们 假设 截断 为 惟一 的 误差 米 源 , 则 在 
梯形 公式 中 


1T_A-- (6 = ihe) 
. 
其 中 工 为 精确 积分 值 , A 为 近似 值 , (此 外 我们 依据 的 截断 误差 精确 表达 式 为 题 14.2 
末尾 所 提 及 的 . ) 若 limh =0 并 假设 y 有 界 则 ]im(1 一 4)=0.( 这 便 是 收敛 的 定 尽 .) 
证 8 对 Simpson 法 则 我 们 有 类似 的 结果 
1 

若 40 并 假设 y 中 有 界 , 则 Him(I- 4) 一 0 高 次 公式 的 多 重 使 用 同样 也 导出 收效 性 . 

mw 
应 用 Simpson 法 则 于 积分 |”sinzdz ,在 寻找 更 高 精度 的 过 程 中 将 h 持续 地 入 半 ， 


解 上 天 以 8 们 十 进 制 数 进行 机 器 计算 ,所 产生 的 结果 列 于 表 14.4 中 . 


表 14.4 
h 近似 积 分 Ti 近 介 积分 
8 1.0001344 r/128 0.99999970 
rp16 1.0000081 T/256 0.99999955 
m32 1.0000003 ni 512 ， 0.99999912 
mA64 0.99999983 | xyl024 0.99999870 


mr 
—™™, 


题 14.21 的 计算 指明 一 种 持久 的 误差 来 源 , 它 在 有 变 小 时 不 会 消失 , 当 工 作 继 续 名 
于 反而 增加 .这 是 一 种 什么 误差 来 源 ? 

解 和 对 于 十 分 小 的 区 间 上 截断 误差 是 小 的 , 正 站 早 些 时 所 见 ,数据 的 不 精确 性 对 任何 ， 来 说 
对 Smpson 法 则 影响 不 大 ,然而 , 小 的 意味 着 过 的 计算 , 带 米 的 是 大 量 的 会 入 误差 .这 种 误差 来 源 
在 播 值 和 近似 微分 时 所 用 的 相当 简洁 的 算法 中 没有 成 为 主要 的 因素 .这 里 它 变 成 举足轻重 的 而 且 
扫 制 了 所 获得 的 精度 ,即使 我 们 的 算法 是 收 化 的 ( 题 14.20) 而 且 数据 不 精确 性 的 影响 也 小 (我 们 保 
存 8 位 小 煞 ). 这 个 问题 强调 了 继续 好 找 更 加 简 洛 算法 的 重要 性 . 

将 题 14.15 及 14.16 中 的 吊 想 推广 到 近似 积分 的 Romberg 方法 . 
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数 信 生硬 


14.24 


14.,25 


解 睫 假 宪 近 似 公 式 拘 误 藉 与 疡 成 目 比 .二 起 以 8 要 请” 为 区 闻 长 的 该 公式 的 内 次 记 用 计谋 
益 分 别 为 

El OA, Ea CF", 
位 出 ,E727. 像 及 自 那样 用 了 一 六 ,一 天 | 一 入 2 一 上 上 ss, 虎 胆 应 得 新 芒 过 似 值 

A 2 
Ia 
对 -4 这 癌 是 是 14.15, 对 =2 它 二 用 于 常 形 法 则 , 它 的 截断 误差 与 a* 成 正比 .不 礁 证 阴 当 一 +4 
时 我 们 最 后 的 那个 公式 与 和 mpson 法 则 相 蝎 合 , 而 一 4 时 它 与 wn 一 4 的 Cotes 公式 相 阮 合 , 可 以 证 
明 在 这 个 公式 中 误 芝 与 各 成 正比 ,而 这 -点 扼 拓 了 一 种 递 推 计算 .等 续 地 糙 天 折 半 应 用 婵 形 法 则 
行 于 次 .让 这 些 靖 果 为 A 3, 将 上 所 我 们 的 会 式 忆 了 =2 应 内 于 相继 的 4 对 , 令 其 话 时 为 
是 出 于 直 丰 的 误 兰 止 比 上 自我 们 可 以 应 用 这 个 公式 于 辣 , 取 六 =4. ,这 些 关 率 可 记 为 
CG. 按 这 个 横 式 痰 续 下 去 ,可 摊 -… 组 结果 : 
A| A A A 


B! B: BbB, 
0 C2 
DI 


计算 持 绪 到 获 组 的 右 下 房 成 员 在 所 训 炒 的 容许 域 之 内 . 
应 用 Romberg 方法 本 题 14.21 的 积分 . 


解 ”E 不 同 的 结果 列 出 如 下 ; 


所 用 的 点 4 8 16 列 | 


梯形 缚 时 | 987116 0.996785 0.999196 0.999799 


t DOU00S 1.000000 1.000004 


i. 000000 i. O00 


1.000000 


收 化 于 准确 值 ! 是 明显 的 . 
在 一 个 小 于 浆 个 配置 区 域 的 区 同上 积分 一 个 多 款式 .由 此 可 能 得 到 更 精确 的 积分 公 
式 ,在 二 个 中 心 区 间 上 积分 Stirling 公式 . 
解 旺 直到 包括 6 阶 差 分 的 Stirling 公式 为 
&(R2 1) 2 RR 1) 
6 Mt 24 


] ,; 
Pe = yn + kndyo + Byo + 


Re DER 4 ss, E(k 1)(£? 4) 
120 20 720 


由 上 rz=zo- 丫 且 dr= di, 址 分 得 几 


yq. 


mt 1 | 1 1 1 
| " Plrlde = a| dk 一 岂 | 2y0 + 3 yo 一 308 十 F560 1 _ 
< 一 - 


道 过 增加 多 硕 式 的 次 数 来 获得 更 多 项 显然 是 有 省 的 .在 一 阶 差分 处 截断 带 冶 拒 们 的 仍 是 
Simpson 法 则 的 开始 组 合 ,其 形式 为 {4/3){y -1+4yg + yi), 和 在 这 种 情况 下 和 杰 分 伸展 到 整个 配置 区 域 
上 ,就 像 在 种 14,1 中 那样 . 带 上 个 4 阶 差 分 而 我 们 只 在 半 个 配 壬 区 域 上 进行 积分 (图 14.2). 

当 使 用 更 过 的 差分 上 F y{x) 及 ptx) 要 在 附加 的 点 上 进行 配置 ,而 积分 只 伸展 到 中 央 的 二 个 区 
坷 上 .由 了 这些 是 Siirling 公式 有 有 最 小 截 肠 洪 差 的 区 间 ( 题 12,6#), 可 以 也 料 以 这 可 方法 引得 萨 积 村 
公式 更 为 精确 .然而 , 这 拍 外 的 精度 是 要 付出 代价 的 ;在 这 类 公式 的 上 用 中 要 求 在 积分 区 间 外 的 六 
值 . 


* 译 计 :点 玄 为 站 和 3. 


第 下 训 数 简 积 分 


111. 


14.26 


14.,27 


了 4 28 


该 公式 的 蕉 断 误 卷 可 以 由 题 14.6 中 的 Taylor 级 数 法 估 竺 ,并 证 上 明 它 近似 地 为 -生生 -vi 
pe 
用 亚 14.25 中 的 结果 米 推 出 带 校 正 项 的 Simpson 法 则 . 
解 8 当 ， 为 但 数 时 ,我 们 分 别 以 0, 7， .为 中 心 点 应 用 上 题 结果 v/2 街 到 结果 ， 


tmDar = 3 thy + 2 Ti+] 


一 药 (843， 二 
十 高 485 一 亲生 
假如 需要 的 话 它 可 以 扩展 到 更 高 阶 关 分 ， 
_ 吕 
这 天 果 的 哉 断 误 关 约 为 上 是 绪 果 的 /2 借 , 因而 可 以 写成 - 2 ae 工人 二 和 二， 


发 展 自 适 诬 相 分 思想 ， 
解 # 白 适应 的 正本 的 思想 是 将 积分 区 间 的 每 个 部 分 本 细 分 ,让 小 区 间 小 得 足以 使 其 所 产生 的 
江 卷 在 全 局 澡 差 中 恰如其分 .存在 许 客 途径 可 完成 这 件 事 .假定 全 局 多 许 的 误差 为 三 .选择 - -个 积 
分 公式 并 将 它 用 于 这 个 区 间 . 应 用 一 个 误 剖 估计 式 . 若 个 得 它 比 下 小 ,就 站 完成 了 . 假如 不 是 . 特 该 
会 式 应 用 于 区 间 的 左 半 部 , 如 果 新 的 误 车 估计 小 于 EE/2, 我 们 就 在 那 半 个 区 间 完 成 了 .假如 还 不 行 ， 
区 区 再 对 半分 然后 进行 下 去 ,最 后 达到 个 长 度 为 人- ay 的 区 同人 fa 的) 为 最 初 的 区 间 ), 在 下 
下 所 用 会 式 产生 一 个 可 接受 的 站 果 , 误 部 小 于 五 /2 .接着 ,再 从 这 个 可 接受 区 间 的 右 近 界 处 重新 并 
始 这 个 过 程 . 

作为 基本 的 起 分 公 或 ,可 选 Simpson 法 则 

二 下 /7310 + dy 十 293 十 中 3 + yy) 

为 度量 误差 , 用 双 售 区间 法 则 


2 
3 


六 1 二 (30 + 433 + 34) 


是 方便 的 .由 稻 14.15 十 是 可 人 入 计 误差 为 (六 ;一 六 7715. 和 此 ,每 省 六 和 之 15E72, 江 刀 值 久 ; 则 
是 可 接 爱 的, 并且 将 其 累 吉 到 从 它 左 边 米 的 可 接受 结果 之 和 路 ,显然 .这 过 程 进行 到 (a ,2) 被 可 接受 
的 片 朋 全 部 覆 己 为 止 . 

将 上 题 中 的 目 适 性 积分 法 应 月 卫 积 分 


be 
5 
| Idxe 
在 


解 BE 以 不 辐 的 容许 量 和 稍 加 蛮 北 的 上 限 计算 几 深 ,不 面 撮 要 的 蓟 出 是 有 代表 人 竹 的 .特别 贤 注 意 
* 值 , 它 从 4 并 始 { 这 电 没 有 打印 测 来 } 升 到 7. 进 步 增加 上 上 限 将 焉 增 . 


- 412 ， 数值 分 术 


了 ri 计算 值 此 
2 | | 10.667 10 667 4 
4 682 B17 682 .667 
和 3 376 UM 7 775.99 6 
8 | 43 690.67 43 690.58 7 


14.29 请 用 自 适 应 积分 于 反 止 弦 积 分 


| ! dx 
Oo 2 


三 ] 一 
解 太 上 限 处 的 无 穷 性 间 肠 造成 六 麻 烦 , 它 提示 丰 靠 过 这 个 端点 处 步 长 将 减 到 非常 小 , 就 像 上 
题 中 塘 样 .& 信 在 让 算 的 过 程 中 稳步 地 上升 ,这 个 者 到 15 时 有 以 下 纸 果 ， 
上 限 =0.9999, 
积分 =1.5573， 


住 这 一 点 上 淮 确 的 反 止 营 值 为 1 ,5575， 

14.30 导出 Gregory 公式 . 
解 和 这 是 梯形 法 则 带 有 校正 项 的 一 种 形式 , 可 以 用 多 种 方 湛 导 出 ， -种 方法 是 从 下 面 形式 的 
Euler- Maclaurin 公式 开始 


9 页 
| Hd 一 人 (6231+ + Zyl + ya) 
Th 


A , - EE 
一 2 {3 ya) + 0 一 30 后 ) 


6 

-和 
假如 需要 的 话 取 更 多 的 项 是 有 用 的 . 现 将 .处 的 导数 以 后 差 形式 来 表示 ,而 在 .co 处 的 导数 以 前 益 
表示 (是 13.1)， 


， 上 1 1 1 | 
Ayn 二 | 全 一 2 A + 3 A 4 A + 全 | Yo 
- 1 2 1 3 1 4 1 
hy = V+ 2 YY 十 了 Vir 4 WW + 5 YY | y,, 
| 3 7 
A yt =|A pe + 4 ~ “| yo 
下 430 一 Vs + 3 WH+ 本 5 + jw 


hs yb 一 (5 一 yo, 
hy 5} = {Ys + ry, 
将 这 此 表达 式 代 入 的 结 朱 为 


| pCa)de = Ey + 2 + e+ ys1 + 2%) 
20 


二 
-2 ve) 一 站 (wy + yo) 


19k - 3 由 
-720(Yw - A yo) 160( 2 + A yo) 


。 8634 8 
(70 


同样 如 果 需 要 的 话 可 以 计算 更 多 的 项 .这 就 是 Gregory 公式 , 它 并 不 要 求 积 分 区 间 以 外 的 六 值 . 
14.31 应 用 Taylor 定理 计算 误差 汲 数 积分 


H{x) = -di 


月 
对 这 =0.5 及 z=1 淮 确 到 4 位 小 数 


第 | 四 章 数 信 积分 


14.32 


解 PP 级 数 ，7-1-0 王 -而 
一 1 -1 -二 + 二 + 
级 数 。 ‘2 6 24 120 
2 | x x 1 
i 一 十 .…: 
H(A 


对 = 它 的 结果 为 0.5205, 市 对 -1 我们 得 到 0.8427, 这 个 级 数 的 特征 保障 由 戴 断 深 虑 的 浊 
卷 不 会 超过 所 用 的 最 后 项 ,所 以 可 以 对 我 们 的 结业 有 信心 .这 里 级 数 方 渤 完 成 得 很 好 .但 足 姐 而 
易 见 ,如 果 要 求 更 多 位 数 的 小 数 或 是 合用 于 大 的 x 上 限 , 那么 就 要 取 多 得 多 的 级 数 项 ,在 这 种 情况 
下 如 下 局 那样 娃 埋 通常 更 为 方便 . 


当 =0(0.1)4 时 ,对 误差 函数 积分 进行 6 位 小 数 的 列表 . 

H(ir) = | ed. 

yn" 0 
解 0 党 我 们 采用 在 NESAMS41 中 准备 这 个 十 数 的 15 位 志 时 曾 用 过 的 方法 .所 带 的 导数 为 
H(z) -Ee HOC) -2802), 
ux 
HD) = 2rHO (zr) -2H {xr). 
而 一 般 地 有 
fr) 二 2rH (zy) 加 2{n 加 21H'” 2 5). 

Tayler 级 数 可 以 写成 


Hr + h) = HO) + H(z) + + SH (7) +R, 


这 里 佘 项 通常 指 丸 = 各 “HI DUS)Aa+ 1)! .注意 到 若 M4 袁 示 俑 次 过 项 的 和 而 N 表示 冶 次 项 的 
和 , 则 
Hizr+h)= M+N, (rr 一 hs- 
对 于 精 碳 到 6 位 ,我 们 用 影响 到 第 8 位 的 Tayler 级 数 , 因为 随 普 计 算 基 的 增多 将 使 得 售 人 误差 可 能 
有 实质 性 的 增长 . 取 HC0) = 0, 计 算 从 
1 


H(0.D) = 00.0 - 一 -00.D3+ (0.1) -1011246291 
vA 3vx dv 


J 


开始 , 兵 有 奇 葡 将 起 作用 .接着 我 们 令 x =0.1 便 得 到 


H'(D.1) 之 oa = 1.1171516, 
vx 


HI0.1) = -0.2H'(0.1) = -.22343032， 
HO > 一 0.2H000.1) - 2H° (00.1) = - 2.1896171. 
HCO.1) = 0.2H (0.1) -482{0.1) = 1.3316447, 
HD) =- 0.28 (00.1) -6800.1) = 12.871374， 
HO -0.28 (0.1) -880.1) = - 13.2274320. 
导致 
M =0.11246291 - 0.00111715 + 0.00000555 - 0.00000002 = 0.11135129, 
N =0,11171515 - 0.00036494 + 0.00000107 = 0.11135129. 
由 于 上 及 {zx 一 太 )= MN, 我 们 开 次 发 现 肪 (0) 一 0, 它 充当 对 计算 准确 性 的 -次 检验 , 再 一 次 我 们 得 
到 


HO0.2) = Htr + h} = M+ N= 0.22270258 
现在 重复 这 个 过 程 来 得 到 对 睛 (0,1) 的 一 个 检验 及 对 五 (0.3) 的 -个 预测 ,用 这 种 六法 进行 下 去 最 
终 达 到 刀 (4) .最 后 二 位 小 数 可 以 舍 去 ,在 表 14.5 中 给 出 z =0(0.5)4 的 6 位 准确 值 ,在 NBS- 
AMS41 中 计算 进行 到 25 位 , 然后 舍 人 到 15 位 ,对 小 的 x 慎 表 要 作 大 量 的 加 密 . 


:114 ， 


14.33 


14.34 


表 14.5 


1 | 站 .5 1.0 1.5 >. 2 5 3.0 3.5 4.0 


Hx} | 0.s20s00 (BRA2701 O906105 0.9095%22 998593 0,999978 N999999 11.0 


说 明 导 出 近似 积分 公式 的 待定 系数 法 , 把 它 用 于 指导 Simpson 法 则 为 例 . 
解 # 和 在 这 个 方法 中 我 们 直接 针对 个 前 完 选 定 类 型 的 公式 , 村 于 Smpson 公式 选择 


册 
| 2 rdr — hee Jy 1 + enynt cryr) 
是 态 合 的 .系数 的 选择 可 以 川 多 种 六 法 进行 ,但 是 寻 Simpson 法 则 来 说 , 选择 基建 交 介 这 样 午 基 
础 上 :所 获 公 式 当 y(x+} 为 + 的 小 二 次 军 中 任 : -个 时 应 是 精 人 确 的 .轮流 政 v(x)=1,: 戈 .1, 我 们 得 
到 条 件 


2= crirold 0=-c tei, 二 -ee 
Ee 一 了 4 1 
其 缚 果 为 .= el= 27107 3 ,使 得 
+ 有 A 
| rd - 《3- yo 十 y1). 


将 这 个 结果 应 用 于 x0 与 zj 之 间 相 继 的 区 间 对 上 ,上 出: -次 产生 Simpson 法 则 . 

作为 额外 的 收获 , 这 个 结果 还 证 明 对 yz)= z? 也 是 精确 的 ,这 -点 从 对 称 人性 中 荐 容易 首 到 的 . 
加 下 这 -点 意 昧 着 对 任何 不 大 于 3 深 的 多 质 式 公式 还 是 精确 的 .对 于 更 高 次 多 项 式 存在 误差 玉 . 
应 用 待定 对 数 法 导出 型 如 


下 
| >Gz)dz = A(aoyg + ary) + h Choyo + H1y1) 


的 会 式 . 
解 e 生 有 4 个 圳 用 系数 ,我 们 试 背 使 之 当 yfz) 一 1 zz2 及 73 时 为 精确 的 , 它 导出 的 4 个 菜 件 
为 


1 =ao+ dur, 

去 = a1 + dot bi 
于 = 在 十 21， 
= 名] + 3b1. 


由 此 得 出 co= a 一 方 ,bo= -与 = 二 ,其 结果 是 公式 


nA A ， 
1 Yelda = 3 10320131) 


这 是 对 Euler-Marlaunn 公式 第 项 的 复制 ,待定 系数 法 可 以 产生 许多 不 问 的 公式 .正如 在 刚才 所 提 
供 的 例 广 中 , 稍 基 计划 并 利用 对 称 性 常常 可 以 简化 最 终 决 定 系 数 的 方程 组 . 


补 充 题 


14.35 对 一 个 4 次 配置 多 项 式 耻 分 Newton 公式 ,并 以 此 验证 表 14.1 的 n=4 行 . 
14.36 验证 表 14.1 的 w=5 行 . 


14.37 矢 
14.38 和 


[= 


PE 


用 Taylor 级 数 方 法 来 得 到 对 n=3 公式 的 截断 灌 差 竺 计 , 如 表 14.2 所 询 的 . 
Taylor 级 数 方 法 验证 ， = 4 公式 的 截断 误 盖 估计 . 


14.39 应 用 不 同 的 公式 对 下 面 提供 前 有 限 数据 去 近似 w(xz) 的 积分 . 


卫生 ,41 


14.41 


14.42 


14.43 
1 .434 


14.45 


14.46 
14.47 


14.48 


14.49 


14.51 


14.52 


14.53 


14.54 
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二 1.0 1.2 1.4 La 18 2.0 
yr | 1.0000 0.8333 日 . 7143 Ub250 .535D 由 .5000 


使 用 带 有 校正 项 的 境 形 法 则 .对 你 的 铺 果 你 有 名 太 的 自信 心 ? 它 基 耕 淮 确 到 4 位 ?( 人 参看 下 是 ) 

题 14.39 的 数据 实际 是 属 ]- 函 数 y(tz) 一 1/.x. 央 此 , 淮 确 积分 到 4 位 ,In2 一 0.6931., 居 否 任 意 的 证 似 
公式 都 在 相同 的 结果 ? 

对 梯形 公式 使 用 截断 澡 差 秸 计 米 预 测 (rc) 值 ,性 挑 选 得 多 窜 ( 什 么 样 的 区 间 长 和), 才 使 得 用 入 形 公 


式 本 身 二 积分 ari 时 能 达到 4 位 准确 的 结 
假设 题 14.39 的 数据 扩大 到 包括 这 些 新 的 数 寻 ; 


.7892 0.6667 


对 所 提供 的 全 部 数据 再 一 次 应用 梯 拱 法 则 .将 这 个 结果 当 作 A 题 14.39 中 框 应 的 针 黑 当 作 4%,, 六 
有 具 用 题 14.23 中 的 公式 米 具 得 了 的 另 一 个 近似 , 它 是 否 准 确 到 4 位 ? 

应 用 带 有 校 下 项 的 梯 粮 法 则 于 至 今 所 提供 的 属 jy.x) 一 17.z 的 全 部 数据 . 

应 用 Simpson 法 则 于 题 14.39 中 的 数据 .是否 像 在 翅 14.26 中 那样 需要 校 止 项 ”如 果 是 , 就 应 用 它 
们 . 

对 Simpson 法 刚 用 截断 误 莽 估计 来 预测 , 对 这 个 法 则 来 说 需要 多 少 个 cz) 的 值 ( 或 者 区 间 到 应 如 何 
地 小 ), 才 能 使 得 ln2 有 准确 到 4 位 的 结果 . 

用 梯形 法 则 要 得 到 ln2 惟 确 到 8 位 ,二 要 求 区 章 睛 为 巍 太 ? 用 Simpson 法 则 呢 ? 

应 用 Euler-Maclaurin 公式 ( 题 14.30) 直 到 5 次 导数 项 , 估计 In2 到 8 位 小 数 .准确 值 为 0.69314718{ 试 
用 =0.1) 


从 下 面 的 数据 尽 你 的 所 能 来 估计 | y(z)dz . 


1 0 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2 


?fr 1 O00 1.284 1.649 2.117 2.718 3.490 4.482 35.755 7.389 


你 对 白 己 的 结果 有 雪 大 自信 心 ” 你 相信 它们 准确 到 3 位 吗 ? 

是 14.48 的 数据 是 取 自 上 指数 函数 y(x)= er”, 因此 准确 到 3 位 的 积分 为 | erdz = 人 妇 -1=6.389. 是 
竺 从 我 们 的 任 :台式 均 能 非得 这 个 结晶? 

5 

1 


从 下 面 的 数据 , 尽 你 的 所 能 米 估计 | w(z)dzx 


A 上 1 .5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 3 
yt | 0 DAL 0.69 0.92 110 1.25 1.39 1,.50 1.61 


你 对 自己 的 结果 有 多 大 自信 心 ? 
是 14.50 的 数据 对 应 于 y(z) = ogz .因此 ,准确 到 2 位 的 积分 值 为 | grdz = 5log5 - 4 = 4.05, 是 
理 从 我 们 的 任 一 公式 均 能 获得 这 个 结果 ? 
以 自 适应 积分 计 前 | 一 些 -二 准确 到 7 位 ,准确 值 为 </4, 或 者 钴 到 了 位 为 0.7853982 


1+ xr" 


i 
计算 让 1 二 sin?cdt 到 4 位 小 数 , 它 称 为 楼 加 积分 . 它 的 淮 碟 值 为 1.4675. 用 自 适应 积分 . 


wa 1 
1 -sndt = 1.3506. 
oY 2 


证 明 若 取 4 位 , 则 | 


116. 


144. 


14. 


14. 


55 


-36 


Ss7 


.SH 


< 和 
0 
"61 


-2 


63 


:4 


.65 


使 月 和 白 迅 号 程 分 来 放胆 


415927. 


， 1 
1 wil 十 可 cos x 


精确 值 为 x. 
如 大 题 上 4.31 中 地 样 应 用 Taylor 级 数 对 了 -1)1 汗 算 止 强 积 分 


Str) = 上 amd， 
ot 


到 5 位 小 数 . 这 里 不 需要 用 丰 题 14.32 中 的 改进 过 程 .[ 最 终结 果 应 是 Si(1) 一 0.94608.] 
人 在 是 14,32 中 那 笠 应 用 全 aylor 级 扒 方 法 对 x - 000.5)15 计算 正 芒 积分 到 5 位 小 数 最 普 辣 果 届 为 
S15)— 1.61819. 


点 用 Teylor 级 数 力 法 计算 | <sinrdy 到 8 位 小 数 ， 


应 川 Taylor 级 数 方法 计算 | [ 1/ VT x 到 4 们 小数. 
计算 椭圆 x v3/4 一 1 的 总 弛 长 到 6 位 小 数 ， 
通过 将 家 14.1 的 n=f 公 式 加 上 (A140)6 v3 质 导 出 Weddle 法 则 ， 


3 
| y{r)dr = 0 (> + Sy + y+ Oys+ ya + Sys + ye). 
0 


使 让 待定 系数 法 导出 “个 形 如 
由 
| = h(aiyi +t aoyo = ary) + hlh_y r+ Boyo + Hiy) 
的 公式 , 它 对 次 数 尽 可 能 高 的 多 项 式 来 说 是 精 兢 的 . 
使 用 待定 系数 法 导出 公式 
i hn 
jC) +) 
证 明 它 对 到 3 次 为 止 的 多 项 式 是 精确 的 . 
使 用 待定 系数 法 导出 
由 2 了 
| ya = (ym + y1) 十 (yh - y1) + 二 + 3 
并 证 明 它 对 到 5 次 为 止 的 多 项 式 是 精确 的 
以 下 面 的 方法 为 我 们 的 n=2 公式 的 截断 误差 导出 - -个 精确 表达 式 . 令 
FO) = | yc)de -本 fy(- h) + 4y(0) + y(h)], 
用 * 在 积分 号 下 微分 "前 定理 


btsy 5 
| i hdr = | qd. 二 yO) hh) -yta,h)a (hy). 


2 


对 户 徽 分 3 次 得 到 
Fk) nA/3[ yh) _ yO 1)]. 
广 意 产 (0)= FOI(0)= F300) =0. 假 设 ;U(r) 连 续 , 现 在 由 中 信和 定理 得 到 
FOO) = -2/3n2y 0 ), 
其 中 了 乡 依赖 于 A 并 落 在 -1 与 1 之 入 ,现在 我 们 反 向 进行 并 通过 积分 重 获 FEF(h). 为 方便 起 见 ,将 搁 
成 以 使 中 为 + 的 国 数 ) .证 明 
F{h) = ws 0 一 7) yh)d 


通过 对 记 微 分 3 次 米 重 现 上 面 的 FY (4). 由 十 这 个 公式 也 使 得 F(0) = (0)= 下 人 {0), 所 以 这 就 
是 最 初 的 ER) .接着 应 攻 中 值 定理 


由 b 
| Datod = gle)| Atpde， 


具有 4 所 < 它 对 假定 在 a 与 二 之 间 符 号 不 变 的 连续 函数 是 成 立 的 .对 于 这 颗 的 上 六 门 = -22(h- 
1)273, 这 些 条 件 确 实 都 成 立 . 其 结果 为 


由 5 
F(A) = ye0)| fdr =— 08), 
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这 是 题 14.3 中 提 到 的 结果 . 伯 这 证 明 的 开头 妃 东 拒 们 从 Fth) 直 推 进 到 它 的 三 阶 导 数 并 且 青 区 过 
米 ,其 目的 就 是 光 了 得 到 一 个 外 对 它 二 用 中 值 定理 的 (#6) 的 表达 式 .[ 也 就 是 在 积分 辽 间 里 Fi) 不 
变 符号 . ] 过 往往 是 为 获得 -个 如 刚才 所 得 到 的 那 一 类 越 断 误差 公式 时 的 中 心 礁 点 ， 

14.66 特 题 14.65 的 论证 加 以 收 疏 以 求 得 在 鹏 14.2 未 旦 所 给 出 的 公式 ,m 一 1 时 的 公式 为 


4 
截断 误 英 = - 所 (6 ， 


14.67 计算 | ed 准确 到 6 位 . 


第 十 五 章 Gauss 积分 


Ganss 公式 的 特性 
Gauss 和 分 背后 的 主要 刀 想 是 灰 选 择 公式 


半 
| yr)dr 2 DAw(7,) 
-1 


时 叮 以 明智 地 不 去 指定 自 次 全 x, 为 等 距 的 . 计 章 中 有 折 有 公式 均 假设 为 等 距 的 , 想 如 w(x,) 值 
是 从 实验 所 藉 得 的 ,这 或 许 是 串 实现 的 ,然而 ,许多 积分 涉及 常用 解析 函数 ,它们 可 以 在 任何 自 
蛮 展 点 处 进行 计算 而 且 达 到 一 个 高 的 精度 .在 这 种 情况 上 可 提出 如 下 有 盖 的 要 求 : 恩 作 一 并 选 
择 xz, 与 A, 以 带 来 最 大 的 精 位 度 . 囊 实 证 明 讨 沦 惠 一 般 些 的 会 式 


6 ; 
| wry dr 2 > Ay(r,)} 
是 方便 的 , 其 中 wrt) 二 一 个 以 后 于 加 以 规定 的 权 清 数 , 当 记 (x)=1 时 俐 加 刘 原 先 较 简 单 的 


对 这 类 Gauss 型 公式 的 一 种 处 轴 是 要 求 当 yt 为 第 硼 数 1 7 之 一 时 ,公式 
为 完全 业 确 的 .这 便 对 27 个 数 .x, 及 向 提供 了 22 个 条 件 . 事实 上 上 


总， 一 | wriL {ridr 


其 中 工 ,(zr) 为 第 八 章 中 引进 的 Lagrange 忱 算 子 函数 . 白 变 量 rr 为 n 沈 多 项 式 pt) 
的 零点 , pa(z) 届 于 具有 正 交 性 的 函数 族 . 


[Cp pr)de = 洛 当 六 天 于 ， 


这 些 多 项 式 依 赖 卫 如 (z) 因此 梳 困 数 影响 4 及 但 在 Gauss 型 积分 中 不 明显 . 
关于 密切 多 项 式 的 Hermite 公式 提供 了 对 (iauss 型 积分 的 允 一 种 处 理 . 对 密切 多 项 式 积 
分 导出 


s 
| wt rytr)dr A 2 Ay) 十 By (xr, )]. 
然而 ,将 自 变量 x, 选择 为 正 交 族 中 一 员 的 罕 点 时 , 会 使 所 有 B,=0, 公 区 就 还 原 成 前 面 给 出 的 
类 型 , 它 表 明了 (我 们 也 已 证 实 ), 对 这 些 夏 等 中 的 自 变 基 用 一 个 简单 的 配 营 多 项 式 也 会 导出 同 
样 的 结果 . 
因此 在 Gauss 型 积分 中 正 交 和 多 项 式 扮 演 了 一 个 中 心 角色 . 订 它 们 主要 性 质 的 研究 成 为 本 
这 的 -个 实质 部 分 、 
Gauss 型 公式 的 截断 误差 为 
站 ? [ary 加 
| wr}ytr)dr 一 > Aylz,) ,= 2 wr7)ir(r) dr 


其 中 rz) = 一 (zx 一 )》 出 于 它 与 y(z) 的 2n 次 导数 成 正 氏 , 歼 这 类 会 式 对 所 有 不 
大 汪 2n 一 1 次 的 多 项 式 是 精确 的 .在 上 这 的 公式 中 在 这 个 位 置 上 出 现 的 是 y'"(&), 从 某 种 意 
尽 芋 梁 讲 我 们 现在 的 公式 一 倍 精 确 - 于 那些 建立 在 等 距 自 变量 上 的 合式 . 
特殊 类 型 的 Gawss 公式 

特殊 类 型 Gauss 公式 可 以 从 以 不 同 的 方法 来 选取 w (x) 与 积分 上 下 限 而 得 到 .必要 时 也 
可 以 希望 加 点 限制 ,诸如 预先 指定 某 此 x, .许多 特殊 类 型 都 已 被 所 出. 


第 十 五 齐 run 和 RL 全 


1. Gauss-Legendre 公式 出 现 上 mm(ry=1. 这 避 是 典型 的 Gavss 方法 , 臣 们 要 比 问 论 其 他 
类 型 更 绑 铬 地 冉 论 它 . 习 屋 地 将 区 间 (o,5) 才 范 化 为 (4 -1,1). 于 旦 中 详 多 项 式 憾 是 
Tegendre 多 项 式 


一 1 dd 之 nn 

P(x) = 51 了 1)", 
取 Pn(zr)=1.r, 为 这 些 多 项 式 的 零点 而 那些 系数 为 
2 


A ns [TP, (ey 
x, 与 六 ;的 表 可 用 ]] 直 接地 代入 到 GaussLegendre 公式 


mn 


| ydr 2 DS Ay ). 


:=1 


Legendre 多 硕 式 的 各 种 性 质 在 指导 这 些 结 采 时 是 需要 的 ,包括 下 而 这 些 . 
1 

| rp (trydr =0 YE =0,-… ,no1; 
-1 


1 "1 1 
| +t"P, (2 )d.r 2 hn! 
1 


" n+ 


1 ， 2 
| [P(x)] dx = Pp 


1 
| P(r)P(r)dr -0 当 所 区 ， 
-1 


Prtz) 在 (~-1,1) 中 有 个 实 替 点 J 
nt+ Ptc) = (2n + 1)rPs x) 一 mnP lr); 


(1 — 2) O27 + DP (AIP(E) = (n+ DP) P(x) — P(t}P, (2)]; 


[ Plz) _ -了 ， 
1- 一 (nt 1)P tx) 

(1 — ri)Pir) + nrP(r) = np lr). 
Gauss-legendre 公式 截断 误差 的 Lanczos 情 计 取 下 面 的 形式 


E37 71ND) ty D) -1 Are), 


其 中 了 是 由 Gauss x -点 公式 所 获得 的 近似 积分 .注意 到 光 项 会 有 对 妙 数 zy (0z) 应 用 
同样 的 公式 .这 个 误差 居 计 对 光 请 责 数 而 言 看 来 上 分 精确 . 
2. Ganss-Laguerre 公式 取 形 式 为 


| ey(x)de 入 2 Ay{ri), 
0 1=1 
自 变 其 .c, 为 nn 次 Laguerrc 多 项 式 


a 


L(x) = er Sle 区 
的 党 点 , 而 系数 A, 为 
(nn!) 


A = ri[ LCr)) 
在 表 中 的 数 ri 太 A, 可 用 . 
Gauss-l.aguerre 公式 的 推导 要 利用 Laguerre 多 项 式 的 性 质 , 与 Crauss-Legendre 公 
式 十 分 相似 . 
3. Gauss-Hermite 公式 取 形 式 


120 ， 数值 分 析 


| Godzs DAglz,), 

一 oo :E 
自 变 其 zx, 为 n 深 Hermite 多 项 式 

Hl) = (Dre 全 (ev ) 

dr 


的 零点 ,而 系数 A, 为 
2n+tly n+ 


A HC) 


4. Gauss-Chebyshev 公式 取 形 式 
1 
六 er a I Dy )， 


自 蛮 址 x, 为 n 次 Chebyshey 多 质 式 了 (这) = cos(n arccosz) 的 等 点 . 


题 解 


Gauss 方法 
15.1 对 一 个 所 近 y{x) 的 密切 多 项 式 在 自 变 量 zx] 到 zx, 处 积分 Hermite 公式 . 
解 ” BF 这 里 为 方便 起 见 ,在 我 们 的 密切 凶 蕉 式 中 删 去 自 变 服 xo. 这 一 要 求 只 是 对 我 们 在 第 十 章 中 
的 公式 稍 加 改变. Hermite 公式 本 身 弯 成 
pl2) = D2 Cr) a) Le) Dy 


十 fr Xx)[L, Cr) jy:, 
其 中 工 (7)= Fitr)AFtzr) 为 Lagrange 乘 兽 子 函数 , F,(x) 是 莱 积 F(x)= ll 《xz 一 re) 
二 二 上 


积分 后 得 到 
fw p(n)dr = Yay, Bo) 
也 1-1 
由 
其 中 4 = | wt) [1 — 24° (2) (7 — x) [LCr) dr, 


B= [wre — x)I[L (Cr) ]d 


15.2 找 出 题 15.1 中 公式 的 截断 误差 . 
解 & 十 足 地 令 人 惊讶 的 是 ,这 样 洲 得 到 公式 比 从 简单 配置 多 项 式 来 得 到 公式 更 为 容易 ,因为 可 
以 吉 接 地 应 用 中 信 定 理 .因为 我 们 髓 去 了 一 个 自 变量 , 在 * + 1 的 地 方 换 成 a 后 Hermite 公式 的 误差 
( 题 10.4) 变 成 
[EE 
sr) pr) = Mae Cat a)]. 
乘 以 w(x) 并 加 以 积分 得 
{2n] 
jt) pnde = wr) Mo Lr. 
出 于 uw(z) 选 成 为 一 个 非 负 函数 而 [x(z)]? 当然 是 正 的 ,所 以 由 中 秆 定理 立 得 裁 断 误差 为 
(25 自 
E= [wlytz) - oj]dz = HF wr Par. 
这 里 a<9<5, 而 6 如 通常 那样 是 无 从 可 知 的 .注意 着 y(z) 为 -个 次 数 不 超过 2n - 1 的 多 项 这 ,这 
个 误差 就 会 精确 地 为 零 .我 们 的 公式 对 所 有 这 类 多 项 式 为 精确 的 ， 
15.3 ”证明 所 有 系数 B; 将 为 零 , 若 


6 
| wn) r(x) rdr = 0, 当 & =0,1,.…,n-1. 


第 十 五 营 Crauss 积分 


证 了 由 是 8.3 (cc)T(r)=atr)/r (a). 把 它 代 入 BB, 的 公式 


B= ja)dr 
+ RU a(n, ， 


a 


但 是, Ltr) 蚌 工 的 nn 一 1 深 多 项 式 , 政 


加 1 4 . 3 
RB, = TD) rns) Don tr 


nl 
- 一 Sao, wir ) ride = 0. 
pe 


{zr 
15.4 ”定义 正 伙 函数 并 且 以 止 交 性 重新 报 述 鹏 15.3 的 结果 . 
朋 [等 王 数 (7) 及 f(x) 称 为 在 区 间 (a,5) 上 对 槐 也 数 w(x) 来 说 居 正 交 的 , 知 


b 
| wt) rjdz =0. 


我 们 人 台式 中 的 悉数 号 将 会 是 零 , 若 x{ cr) 下 交 于 2, 当 p=0,14…,n 一 1. 进 - 步 , xt 了) 将 正 交 
二 不 超过 n -1 次 的 任何 多 项 式 ,包括 Lagrange 清算 子 函数 上 (x), 这 和 促 正 交 性 依 赖 于 并 且 决 注 我 们 
对 配置 点 zx; 的 选择 ,在 本 党 的 余下 部 分 都 作 此 假设 . 
15.5 证明 随 所 有 的 B,=0, 系数 A; 还 原 为 


由 
A, = | wr) [L, (x)]dz, 


且 国 此 为 正 数 ， 
证 8 入 Ai= | (rz) [L(tr) hdr -2L’(C7.)8,, 
当 呈 , = 日 时 还 原 汶 所 求 的 形式 . 


a 
15.6 ”导出 较 简单 的 公式 A = | wr) L(x)dz 


解 8 假如 我 们 可 以 证 明 (x)L(z)[Li(x) -11dr = 0 就 得 这 个 结果 . 
但 居 , ,tx) -1 必定 售 有 (zz 一 7;} 作 为 一 全 因子 ,因为 L(tr) -1-1 一 1=0., 轩 此 
LDL -1] = Te [Lz) -1 


-x 
= nx)ptz) 
具有 最 儿 为 n 一 1 次 的 p(.r). 于 是 题 15,3 保证 该 积分 为 零 . 
15.7 本 节 的 积分 公式 现在 可 以 写成 


B n 
| acz)y(z)dz 2 > Aylzi). 


其 中 有 A, = w(x)Li(z)dz ,而 自 变量 值 x, 是 由 题 15.3 中 所 要 求 的 正 交 性 米 选 定 
的 .这 个 公式 是 由 积分 一 个 在 自 变 基 x; 处 取信 y, 及 y 的 24 - 1 次 密切 多 项 式 而 得 到 
的 . 证明 同 料 的 公式 可 以 通过 对 更 为 简单 的 单 由 y; 值 决定 的 a -1 次 配 结 多 项 式 作 各 
分 而 得 到 . (这 是 看 待 Gauss 公式 的 一 种 方法 ,它们 从 相对 低 次 的 多 项 式 来 达到 高 的 业 
确 度 .) 


证 69P 配置 多 项 式 为 p(z) = 》 11z)y(z)， 玫 积分 产生 
4 = 上 


5 n 
| wixr)plrdr = SD Ayt{r,), 


正如 所 提示 的 那样 ,这 里 ptx) 代 表 记 党 多 站 式 .在 是 15.1 中 它 是 更 为 复杂 的 帘 切 多 项 式 . 二 普 均 寻 
出 同样 的 积分 公式 ,( 关 二 它 的 一 个 特定 例子 ,网 题 15,25. } 


Gauss-Legendre 公式 


15.8 ”特殊 情况 ww(zr)=1 导 出 Ganss-Legendre 公式 . 习惯 上 使 用 积分 区 间 ( 一 1,1). 作 为 一 


个 初步 的 汇 习 , 肯 搂 由 题 15.3 的 茶 件 村 值 wn - 3 来 确定 日 变量 x， 


1 
| rr)ridr =0 £=0,1,.…7n -1. 
1 


解 ff 此 时 区 项 式 fr) 为 三 次 的 ,不 妨 衣 rr) = 1&r- cri+ .el ,各 分 可 得 
之 2， 2 2 2 
4+ at-0, 30135 0, 3 5 性 


向 它们 很 快 地 推出 a=。-0,5= 之 .这 使 得 


国 纱 配 说 白 实 量 为 志 一 一 计 ,0. 3， 


理论 下 潮 ,此 法 对 任何 值 拘 可 产生 .x,, 然而 可 月 一 个 更 为 精巧 的 方法 使 其 更 为 快捷 . 
15.9 7 次 Legendre 多 项 式 定 多 为 


1 dd” 
2"n! dr’ 


取 Pu(lx) 一 1, 证 明 对 此 二 月 ， ] ， 二 —1 丰 
1 
| x P(r)dr = 0, 


P,(x) = (xr2— 1)". 


从 而 Ptz) 也 止 变 于 任何 小 十 ” 深 的 少 项 式 . 
解 上 应 用 分 部 积分 到 次 得 


! fi 由 2 ne 上 d" 2 7 1! 
| ,7 d(T — "dr —[x i — 17"].) 
= 


1 dl1， ， 
-| hr: eit — "dr 
| - 


一 让 ' dt 2 一 
= "dr = 0. 


-| dz 
1 对 117 1 2 
1s.10 证 明 | xX"P (zr)dr = 2 a) 
-1 (2n +1)! 


证 8 在 上 是 中 取 天 -wu 


1 1 
| drt Da!f 7- Drdx 
-1 dr 1 


1 2 
= 2z!| (1 - xi) "dx = 22!| cos lid. 
0 0 


最 后 的 积分 可 处 理 如 下 : 
og "ysint |™ 2 m2 
nt gos "tsint nn 2 
| eas" dt [ 守 +1 下 + cow” ltd 
— 
加 2af2m 一 12 pm 
《2 + 1)(2n -- 1 下。 cost dt. 
1 
i 2 3 n 2n (2n — 2).……2 
所 以 本 3 人 ]) dx 27! (2n 十 1 (2n 1)》…3， 
现在 以 2a(2# -2)…2=2"™m! 乘 分 子 与 分 母 并 记 住 P,(x) 的 定义 就 得 到 所 求 
1 n i po | 
| P(r)dr 一 了 221 人 
2 
27 二 1) 


、 一 2 
15.11 证 明 | [Patx)] czr = 2n 1 
-1 


证 和 在 一个 P(eMM 字 中 将 的 最 高 次 军人 学 次 出 来 


| | 
[pga 


二 
2 * 


1 
出 题 15.9.r” 忆 下 榴 竹 站 和 分 到 作 让 献 . 开 肖 王 蚌 党 音 , 我 们 有 有 


-| | 1 
1 3 [2n1! 2" {2 ) 2 
> 1 4 2 
| De) dd 2 nt 


| 


15.12 。 广 明 首 吉 关 #4 时 ， | p(y}p, (i)dr = 0. 
1 


证 BE 开 出 较 低 次 多 珊 式 ,我 们 发 现 它 当 中 的 蛤 次 条 项 都 开交 上 较 高 滨 罗 多 于 式 . 特别 肾 站 站 


-| 
及 去 时 我 拉 有 特 味 情况 | 了 PT i 
| 
15.13 证 明 Ptr) 在 151 之 间 有 个 实 零点 
证 好 才 顺 式 (六 -1 为 30 次 , 它 作 上 1 处 在 安 草 零 贞 . 国 此 由 Realke 定 悍 它 时 导 牙 在 区 回 内 
部 有 等 点 .- 阶 导数 在 上 1 处 也 为 零 . 央 此 总 共有 一 个 堆 点 , 革 阶 导数 由 Rolle 定理 保证 有 个 向 部 
零 虚 , 它 于 二 1 好 出 为 堆 , 国 此 总 共 四 个 等 点 , 世 这 种 方式 进行 下 去 我 科 过 现 3 阶 攻 类 中 Rolle 定理 
保证 有 x 个 亡 部 二 点 .除了 个 常 煞 因子 外 这 个 全 数 就 是 Legendre 之后 尺 P(x) 
15.14 ”证 明 对 十 权 函 数 zfz yargry=T2217132727 1] (cr). 
证 上 将 已 (z) 的 号 点 称 作 rz ,于 是 


An ? 
LA |p,t2) = tr ea) 


对 xf) 的 惟一 的 其 他 要 求 是 它 与 x 小 挛 志 二 0, 1 一 1 他 这 一 点 从 帅 15.9 得 出 . 

15.15 ”直接 从 定义 计算 头 几 个 Legendre 多 项 式 , 注意 在任 一 个 此 类 多 环 式 中 仅 有 个 数 胎 址 
奇数 每 出 现 ， 
解 Pit ) 定 六 为 1, jj 是 我 们 得 到 


lid.2_ 
P(r)- 7 di 17 一 7, 


工人 
Ptx) = 8 de 1)” -= 2 (37 1), 
1, 3 lie? 
了 Pi 4 了 St 一 1 一 2 {or 3 ), 
Ll 2 
Pytry 一 IE ,24 Mit 1》 = 1357 3077 十 31, 


类 似 地 有 


Pit2} = (3 - T7077 + 15x), 


二 (2312z - 3157:1 + 105yr2 -5), 
Pat) - (42927 -693r5 + F527 — 35.0), 


Pe{1) = 和 1643528 12,01278 + 6930.01 ~ 1260.2 ,35) 
等 等 .出 于 Cx- 1)" 吕 合 7 的 偶 次 旺 , 微 分 ;次 的 结果 将 只 含有 冬 次 项 或 才 次 项 ， 


15.16 证 了 " 可 世 被 表 水 域 Legendre 多 项 式 直到 P, Cx) 的 组 合 .同样 对 任意 次 的 多 项 
式 也 成 立 . 
证 本 对 连 次 在 依次 求解 . 我 们 得 到 


1= Pi Po 中- 村 [2Pa(z)- Po(z)， 


7 1293(7) r 3PCr)], 11 35 8p 1 -20P:0ry + TPot,r}] 


1234 ， 


数 亿 妇 目 


15.17 


15.18 


15 .19 


等 等 . 行 个 上 良和) 都 人 :个 寺 的 此 二 项 开始 的 ,这 个 事实 允许 这 个 过 条 可 以 示 世 地 力 续 下 去 ， 
和 证明 Legenelre 多 项 式 的 递 推 公 式 

(Pr = (2n + DaPtr) — nDP, tre}. 
证 EE 尖顶 式 rP,(r) 为 n+1 深 的 , 于是 (从 看 题 15.168) 可 以 被 表 成 组 合式 


a1l1 


Po) = Deb.{i), 
:1 
乘 以 Pi.c) 并 积分 得 到 
| ! 
| rTPetrIP, {ta}dr -cf pa(rldr. 
] “1 


在 右 删 前 折 有 的 二 他 项 由 于 下 同 次 数 的 Legendre 多 项 式 是 正 变 的 .但 是 当下 性 时 我 们 知 这 
Pz) 也 与 .ef7) 正 资 , 国 为 此 时 这 个 滋 积 最 罗 为 上 -工交 的 (和 参 必 匮 15.9). 这 使 得 当 < 1 
Hoa=0fH 


P(r) = cmtl Part ) + cbatr) 十 了 iP .tr). 
注意 到 ,由 定义 也 (中 x" 的 系数 是 (2a)! /72stn1)2, 我们 比较 上 式 中 2"* 1! 的 系数 得 到 


(2n! 二。 n+2)1 
2 tn +t 


由 此 得 c,. 一 tn + 了 /C2n+ ti .比较 .x 的 系数 六 记 信 在 人 性 何 Legebdre 多 项 式 中 以 有 非 偶 有 妈 奇 的 
组 出 现 , 故 ,=0. 进 回 到 提 们 的 积分 来 央 定 +，1, 坡 上 =n 一 1 了 时 我 们 想象 P(r) 以 窟 的 和 和 写 出 .只 
有 六 ' 才 需要 于 以 考虑 ,因为 较 低 的 项 ,由 使 条 以 = 还 是 正 交 于 P fx) 这 就 时 出 了 
(22 _ 六 pe 
Zep D7 和 Ptr)dr = Pd 
并 用 题 15.10 及 15.11 的 结果 人 们 和 茶 易 发 更 0 _1=w/(2n*1). 特 这 些 系数 代入 我 们 关于 cP, {xz) 
的 表达 式 便 获得 所 要 的 递 推 公式 ,作为 额外 的 收获 我 们 还 有 
' __" _ 2 .2n. 
[TAT rr 
举例 说 明 递 推 公 式 的 使 用 . 
解 8 取 m=5, 我 们 得 到 


Petr) = Urpstr) Sp,(x) 
ol TT 6 4 


= 十 (231ze 3157* + 10572 - 5). 
而 取 m=6 时 ， 
3 ， 
Ptxr) = Pol) 一 号 Ps(z) 
= 二 (429z? -693r5 + 5r?— 357), 


殉 认 了 题 15.15 中 于 得 到 的 结果 这 递 推 过 程 很 适合 于 这 些 允 项 式 的 自动 计算 , 而 题 15.15 中 的 微 
分 过 程 并 不 如 此 ， 
导出 Christoffel 恒等式 ， 


CG) St DPAAIPA) = (nt DEP ) P(r)- P(e) P(e)]. 


解 03F 题 15,17 中 的 递 推 公式 可 以 通过 乘 以 (4) 得 到 
(C21 + IXP (CIP = ti + DPHAtz)Pts) -iP (x)P,tr). 
再 将 日 变量 > 与 + 互 换 再 写 一 廊 { 因 为 它 对 任意 的 x 与 1 郁 是 成立 的 ) 并 邻 之 相 沽 我 们 得 到 
Qi + Dt — xIP (YIP) = (i+ DIPiitt}P, (x) — Pl P(r))] 
-a[PiaP tc) - Pn}P, (tr)]. 
将 i 从 1 到 求 和 ,并 注意 到 在 右边 的 前 后 相 拭 销 ,我 们 有 


Ci) tIP AAP = (n+1) 
1 1 


第 十 王 迪 Guus 要 分 


15.21 


13,22 


PP 
最 后 一 出 可 以 移 割 赤 追 ,让 可 以 被 暖 收 到 求 和 机 记 导 丰 作为 0 这 -项 ,这 就 是 Chrstofle 恒等式 ， 
用 Christoffel 恒等式 计算 关于 Gauss-Legendre 公式 的 积分 系数 ,证 时 
二 - < | 
np (xa Pa rey 
证 8 党 今 工 为 P,tr) 的 -个 零 近 .然后 在 二 鞭 中 用 .ri 等 换 jy, 就 成 了 
Cn DP (rp 


A 


-N27 P(r)P (re). 


TT Th Fe 
现在 从 一 1 积分 天 1. 由 题 15.12 中 的 竺 吻 情 况 , 只 有 + -0 项 还 留 在 右 任 ,从 而 我 们 有 
rr P(ry -了 
| 了 -ro nt P(e) 
皮 工 一 zi 时 虽 推 公式 安 成 (xP, (ny) = - ap If, 它 在 许 我们 将 上 式 改写 成 
f P(x} ,I 2 
AIT- rp np tare) 


出 题 15.6 此 15.14 我 们 现在 得 到 


_ ! nmr) . 
六 =| Td 一 | fr Id 


-[ P, {7} j 
i 下 人 ef 一 i) i 


立刻 导出 所 述 的 针 果 . 
证 明 (]1 一 xz)Ps(r)+ nxPatx)=nPs_i1(zx), 它 对 简化 题 15.20 的 结果 有 用 . 
证 我 们 首先 汗 意 组 合 (1 - zx2)P;+ nzP, 最 多 为 n- 1 次 的 .然而 ,以 A 表示 P(x) 的 最 高 
次 硕 系 数 ,容易 发 现 cna+ 为 ( - mh + 4) 所 乘 .所 以 它 不 包 舍 在 内 .出 于 了, 不合 有 x" 1 项 , 故 在 我 
们 的 组 台中 也 就 不 会 x" 项 , 它 的 次 数 最 多 为 n 一 1, 且 由 题 15.16 它 可 以 表示 为 


n-l 


【1 一 rp (zr) + TD = > oP, (ry. 


1 


像 我 们 在 递 推 公式 的 推导 中 那样 进行 , 我 们 现在 用 疡 人 7) 去 乘 并 且 积 分 .由 于 正 变 件 在 右 侧 只 有 第 
下 项 不 为 零 的 ,我 们 街 到 


2 {1 一 x Ph {a) Pt xr)d 
28+1% 


十 a xp, r) pile)dr. 
对 第 一 项 进行 人 外部 积分 , 积 出 米 的 那 一 部 分 则 自卫 有 因子 {1 一 x*) 因 而 为 专 . 由 此 得 到 
7 


1 
2 d- ， 
了 1 =- | Pe) dz — rr) dr 


1 
十 串 xP (cIPt dr 
1 


当 sm- 时 二 个 被 各 函数 都 是 P(xc) 丑 上 -个 次 数 术 大于 1-1 的 名 项 式 .由 题 15.9 所 有 这 类 
ca 将 是 零 . 当 才 =m 一 1 时 ,最 后 一 积分 由 是 15.17 的 附加 结果 得 到 .在 第 一 个 积分 中 只 有 已 .1 (x) 
的 最 高 硕 有 和 贡献 {还 是 由 了 上 题 15.9) 使 这 一 项 为 
1 di 1 (2n 一 2)1 m1 
| Pal) 本 ‘i 2 1)1]2* jaz. 
用 题 15.10, 它 现 在 简化 为 


{2n — 2)1 (ntl 2rtl(nl )? _ 2n(tn+t+1) 
2" [Cn - DI at! Cn+1)(2n 一 了 


条 


EE 


将 这 些 不 同 结果 代入 ,我 们 得 到 
23 一 1 2n(nt1) 2n7 
2 ee 
证 明 完 毕 ， 
本 _ 201 一 7 
应 用 题 15.21 来 获得 A, = 9 


ni [Pt re) ) 


136， 艇 信人 分析 


解 于 舍 一 的 一 个 太 点 水门 得 到 本 rip, (一 PP Tai 会 导 妈 和 打 那个 
导 子 现 可 以 换 成 其 们 在 是 1 .20 中 的 站 果 , 就 关 生 所 求 的 站 果 ， 


15.23 Causs-Legendre 积分 公式 现在 可 以 表示 办 


| | de 2 Aw(1,), 


JJ 一 ] 1 
此 处 为 P, (x) 的 零点 ,而 系数 A 为 种 15.22 所 给 出 的 ,将 这 些 攻 对 x = 2,4， 
6,… ,16 人 州 表 . 


-0.57733027,， “个 系 


解 BB 当 w--2 时 我 们 解 pa} dr - 1) 一 习 使 得 庆 x 一 上 1 


艇 这 明 为 从 的 , 题 15.22 合 入 =211- 1744) |- 1 


当 =4 时 找 们 解 P(e) - 3 [335.71 一 3 3) 一 中 便 得 到 = {1522 机)735. 导 出 可 


上 
点 为 4 一 二 (15-2 30 /35] 1. 


计算 它们 并 将 其 插入 溃 15.22 的 公式 中 全 得 在 表 15.1 中 敬 出 的 ,A 村 于 更 大 ” 些 的 nn 这 
些 结果 可 以 同样 的 方式 获得 ,高 次 少 茵 上 的 零点 着 用 识 悉 的 Newtom 肥 沈 训 近 法 类 得 的 (这 个 记 法 


出 现在 较 后 的 卓 中 ). 
表 15.1 
7 
nt I A nt EE | A 
2 ， +0.57735027 1.00000000 12 = 人 .58731795 0.20316743 
| 0.36783154 人 -23349254 
4 -0.86113631 0.34785485 | | - : ~ 2 
= .3399810 0.65214515 | 0.12533341 92491 NS 
fg0951 0.17132449 14 + 0D. 9862838] 0.03511945 
-0.66120939 0 36076157 ' .92843488 RE 
| | = .B2720132 1 12151857 
2 00.24861919 0.46791393 | 720132 | 0.12151851 
+ 0.6872420) .157203417 
8 二 0.96028986 0.10122834 1 0D.51524864 0.18553840 
.T96666d44 1 0.22238103 =0.31911237 (20519846 
.52553241 0.31370665 | | 二 0110805495 0 21536385 
+ 0,18343464 0.36269378 : 
16 +- 0.98940093 {1.02715246 
10 二 人 .87390633 .N087134 1 一 个 ,是 457502 i225 
+ 0.86510337 0.14945135 63120 .N951585L 
+ 0.67940957 0.21908636 =0.755d44t | 0 12462897 
土 间 .43339539 0.26926672 ,61787624 {1.14950599 
0.14887434 {1.29552422 | =0.45801678 0 16915652 
12 了 9958156063 0.N4717534 = 0.28]60355 C83260342 
LU 90411725 D.10693933 +0.09501251 {1.18945061 
+0.76990267 0.16007833 
2 
15.24 ”应 用 同 点 公式 于 | sint dt . 
0 


解 有 变量 安 模 1=x(x + 1)14 将 它 转化 为 我 们 的 标准 区 间 如 下 


他 Gates 节点 于 一 土 站 ,57335027 导出 fr = 有 32589,， 317 一 00.94541 型 并 由 点 公式 各 还 
(4 有 032589 + 094541) 一 0.99848, 它 风 平 玲 确 到 3 们 .是 点 Gauss 公式 产 生 比 用 了 点 四 柳生 公 
式 更 好 前 站 昌 . 肖 盖 为 于 分 之 21 

来 荫 虑 -下 -一 避 会 式 能 得 到 什么 是 颇 有 愉 趣 的 事 , 当 于 =] 时 Causs-lLegerdre 熙 时 是 7 正如 人 


13,25 


15.26 


153 .27 


15.28 


| 
信 窟 易手 证 的 那 举 时 yjdr 2310). 对 于 由. 落 国 数 二 号 是 
| 
| _ 
| Ein + DD -< F211l 


它 淮 确 划 大 约 让 分 之 生肉 凤 ， 


通过 展 趟 公式 时 全 斑 的 多项式， 来 解 森 去 题 15.24 中 所 用 的 特 列 简 单 公式 的 精确 度 


解 ”E 和 的 公 成 可 并 通 记 积 分 年 资 配 省 名 而 碟 pCr) rj 一 %( 们 玉 得 下, 然 市 , 它 世 是 


坟 从 2wn 和 上 上演 密 国 密 虎 成 得 到， 这 (iauss 十 法 的 转 想 ,出 Hermite 公式 多 项 式 鸭 Tv 
(0 站 -1 51 之 闻 旨 个 这 全 线性 汪 数 于 续 曙 同伴 为 2270 和 尘 覆 项 林 作 黄 责 ,过 次 可: 帝 坟 区 开 产 
生 十 一 次 名 到 式 由 的 关 果 , 国 为 配 由 上 是 《Taues a Is.11. 


密切 


配置 


-上 下 -] 
各 15.1 图 15.2 


类 位 乳 ,n 一 2 公 碟 日 以 通过 积分 一 议 训 顾 式 而 得 到 ,配置 点 沟 Gauss 点 


7 Lt 一 
a a S21 dr y+ Na 


其 中 了 . 道 过 积分 3 以 密 基 多 项 过 可 以 得 到 同样 的 结果 , 岂 为 
(i rr | 
| ] + ”| 4 r) ?y+|l “| 4 


Tt el rtr rjyw + 7 r2y{r + rwa ar = 他 | 十 y1. 


一 次 才 而 式 完 成 得 这 样 好 ,站 于 汕 狂 旦 为 G3auss 点 (图 15.2). 
应 用 Gauss 4 点 公式 十 题 15 ,24 的 积 


解 ESB 用 同伴 的 自 变 量变 换 ,4 所 公式 产生 > 4o -1 000000 ,准确 到 56 位 .与 Sitnpson32 -点 


en 


公式 的 结果 1.0008003 以 太 人 mpson64 -所 的 结果 0.99999983 相 比 ,我 们 发 现 它 惰 于 这 两 乔 . 
将 题 15.2 的 蕉 断 误 差 仙 计 用 上 Gauss-legendre 通 近 公式 的 特 跌 情 况 . 


解 8 要 综合 题 15.2.15.11 及 15.14, 我 们 得 到 误差 为 


D2" 2 22" {71 ) 2n 
2n)! | 2x11 (27 + [12 [2m (21 ， 


殷 如 yz) 的 导数 难 贞 诗 和 贫 的 话 ,这 就 林 录 一 个 便于 应 几 的 公式 .然而 , 前 让 对 小 的 5 计算 vw 中 的 
系数 ,对 Causs 公式 之 精度 还 时 作 些 进一步 的 探讨 . 

间 二 了 E 一 0.0074y", 

nd4 F-00000003y', 

n=6 FEF- 1 Ry. 
应 用 题 15.27 的 灌 差 估计 二 题 15.24 的 下 分 ,并 将 其 与 实际 误 冯 进行 比较 . 


解 SEE 在 进行 “个 将 积分 变 成 枉 准 形式 的 变量 变换 之 斤 , 我 们 污 到 


1 


， ， 日 
3 < 本 1 MT | 于 | 
对 一 2 它 合 我 们 的 黄 益 估计 为 下 一 00.0074) (00.298) = .002 鸭 , 同时 对 n 一 4 拉 们 得 到 上 一 
(0.0000003510.113)7 0.00000003. 实际 公 莽 为 9.00152, 并 月 准确 到 6 位 时 为 堆 . 辐 此 我 科 的 估计 


与 我 们 的 结果 相 窗 . 


可 合计 条 


15.29 


15.30 


15.31 


15.32 


此 例 拖 供 “种 有 有利 的 情况. 节 使 用 近似 方法 , 止 嘴 正 数 人 和 揣 于 积分 ,因为 万 的 导数 都 是 加 于 相 
局 的 常数 , 即 r/34 的 倒 肯 定 随 次 空 基 变换 而 进入 , 旦 是 存 这 种 情况 下 它 站 实际 上 上 是 带 来 益处 .下 个 
例子 处 理 一 个 常用 函数 , 它 的 导数 就 没有 如 此 有 利 的 性 质 ， 


如 
应 用 Gauss-Legendre 公 址 上 上 | log{l + 1)dr. 
J 


解 ”¥ 这 个 积分 的 准确 值 为 


1L+ 于) log| 1+ 节 | -1 1 — 0.856590, 


精 悄 到 6 位 , 空 量 变换 1 = x(x 芝 将 积分 转换 成 


f el 下 二 Da 


这 个 新 被 积 丙 才 的 3 阶 等 教 为 (4 6741 + 7) 在 积分 区 间 内 究 不 会 超过 60x/4)' ,所 以 截断 
谋 差 不 公 超 过 6fr4)510.0074). 假如 我 们 凡 2 点 Gauss 公式 的 话 ,这 基 正 弦 果 数 积分 的 柑 应 估计 
的 5 人 悦 . 类 拟 地 ,日 阶 导数 为 (rd -7 Ai+ris] .这 意味 着 一 个 截断 误差 最 多 (x14)1 1,7! 
10.0000003), 它 ?1 倍 于 正 荡 国 数 积 分 的 相 许 估计 . 当 逐 阶 的 正弦 函数 的 导数 都 保持 以 上 为 界 时 ， 
那些 对 数 函 数 的 导数 却 以 阶 莱 式 增长 . 差分 村 任何 一 仲 公式 截断 谋 差 都 有 明显 的 影响 .或许 特别 基 
对 那些 舍 右 特别 高 阶 导 数 的 (anss 公 志 误差 的 影响 ,即使 如 此 ,这些 公 式 还 是 表现 良好 .使 用 2 点 
公式 我 们 得 到 00.858, 而 4 点 公式 的 站 困 为 0.856592, 它 在 最 后 -位 内 差 二 个 单位 .6 点 Ciauss 公式 
效果 其 伟 , 精 欧 到 6 位 ,虽然 亡 的 截断 或 关 项 包含 了 yz) (其 太 小 近似 也 为 121). 相反 ， 
Simpson 法 则 需要 时 点 才能 得 出 相同 的 6 位 靖 

畏 数 log(1+ 门 在 := 一 1 处 有 -个 奇异 点 ， 它 并 不 在 积分 区 间 上 ,1 但 是 接近 ,而 即使 “个 复 奇 
异 点 在 近 处 也 能 造成 明显 的 慢 类 型 前 收 语 . 
积分 区 间 的 长 度 是 怎样 影响 (iauss 公式 的 ? 
解 入 对 -个 在 区 间 a 志 1 扩 5 上 的 积分 ,变量 变换 1=a + 人 


xz 守 1, 它 还 使 得 
[sna -| ba [+ + | 
2 ) 2 ¥ 3 ， . 


对 截断 误差 的 影响 是 在 导数 因子 上 上 . 它 是 


1 下 一 了 | 21+] 
| | 2 


<(r+1) 将 产生 杯 准 区 间 - 1 所 


【+ ) 


在 那些 给 定 的 户 - ea 止 好 为 r/2 的 例子 中 ,这 个 区 间 长 度 实际 上 有 助 于 威 少 误差 ,然而 对 -个 较 长 
的 区 间 来 说 训 二 展 的 存在 显然 要 放大 误区 ， 


-和 
应 用 Gauss 方法 二 (2/ Vr)| e dt . 
解 8 生 这 个 误差 函数 的 较 高 阶 导 数 不 容 易 现 实地 进行 估计 . 往 前 计算 ,人们 发 现 n=4,6,8,10 
时 的 公式 给 出 的 结果 为 : 


站 生 人 10 


近似 佳 | 0.986 1 000258 1. 000004 1. 0000 


对 于 点 大 的 n 其 结果 与 n=10 的 相同 , 它 袁 明 精 确 到 6 位 .我 们 已 经 在 Taylor 级 数 的 一 个 有 意义 的 
应 用 中 计算 这 这 个 积分 { 感 14.32), 而 和 且 发 现 它 等 于 1, 准确 到 5 位 .作为 比较 ,为 了 达到 6 位 精度 


Simpson 公式 需要 32 点 . 


4 rr 一 
应 用 Gauss 方 法 于 | VI ridt. 
[i 


解 EBF ”=4,8.12,.16 有 时 的 公式 给 出 的 结果 为 


第 十 五 章 (iauss 和 外 


上 | 4 叫 12 15 


近似 慎 | 6 .08d5 .T7657 6 Ur610 让 .07600 


它 圾 明 精 确 到 4 守 . 可 以 通过 变量 变 控 得 到 精确 积分 为 ll | >。 3+ 了 | . 它 等 十 6.07590 惟 确 到 5 
于 ,我 们 观察 到 这 里 所 得 到 的 精度 与 下 点 相 比 是 相形 霹 挡 的 . 这 拓 因 总 我 们 的 平方 根 接 积 画 数 不 像 
指数 了 哨 数 避 样 光 清 . 宇 的 高 阶 尼 数 增长 很 大 , 境 阶 习 那 样 , 我们 其 他 的 公式 也 能 感受 剂 这 地 大 导 数 
的 影响 . 例如 有 Simpson 法 则 产 竺 这 些 值 : 


点数 16 64 256 L024 
Simpson 秆 .062 .07411 6.07507 6.07586 


即使 用 -~ 打点 它 也 不 可 能 设法 达 刘 奶 于 和 昔 中 只 用 32 点 就 能 达到 的 精度 . 
15.33 导出 对 Gauss 公式 截断 误 莽 的 Lanezos 估计 . 
解 小 关系 式 | [zy(zjjadr =- y(1) + w(-1) 精确 地 成 立 . 令 1 为 由 -点 Gauss 公式 及 得 的 


yr) 的 近似 积分 ,而 了 为 甘于 [xytx)] 的 相应 结果 .由 fy(r)] 一 ytx)+zry (zr)， 


1 = T+ DAry (Cr). 
所 以 1 中 的 误差 为 
E” = yt(1) 十 y 一 1)}—-JI— DS Ary {x). 
1 1 


称 了 本 与 的 误差 为 号 ,我们 知道 

下 = Cy (0), EE’ = C0,(ry) "+9,), 
对 介 于 -1 与 1 之 闻 欧 适当 的 各 及 吉 . 假 设 和 而 = 纪 =0. 一 方面 (xy)2"TM0)/(2n)!1 是 (xwy) 的 
Taylor 级 数 展 式 中 xz:? 的 系数 ,而 另 一 方面 


fm 0 rn 
yA = + (2n)! + 
“ [| 2n 
直接 导出 [se 人 


由 它 我 们 排出 (zy) 0 = {2n + 1)y "0). 

因此 近似 地 有 玉 * = {2n +1)E, 使 得 

zy ry 1- Say Cx) |. 
它 包 会 了 将 Caos 公式 应 用 于 各) 以 及 wz 本身, 但是; 它 如 多 了 常常 是 麻烦 的 y(tx) 订 算 . 
令 站 = 一 是 在 推导 这 个 公式 中 关键 的 - 步 . 它 被 发 现 对 二 诸如 题 15.31 中 的 光 湛 被 积 是 数 比 
具有 高 阶 导数 的 被 积 前 数 上 下 为 谷 理 ,而 它 看 来 是 合理 的 , 则 出 于 当 ya 全 为 小 量 时 p0191)/ 
Ya 人 2) 必 是 接近 于 1. 

15.34 ”应 用 上 题 的 谋 差 估计 于 题 15.31 的 积分 . 
解 f 生 当 »=8 时 Lanczos 悄 计 为 .000004 模 等 于 真正 的 误差 . 当 =10 以 上 的 情况 , Lanczos 


估计 准确 地 预测 个 到 6 位 为 稚 的 江 盖 ,然而 ,假如 它 应 用 于 晤 15.32 的 积分 , 那里 被 积 耳 数 十 分 
不 光滑 .Lancsos 估计 江 晨 是 用 起 来 太保 守 . 该 公式 的 适用 性 范围 仍 起 -个 待定 问题 . 


其 他 Gauss 型 积分 


15.35 什么 时 Gauss-Laguerre 公式 ' 
解 ”好 关 于 近似 积分 的 这 些 公式 具有 形式 


EF 


-3 


+ 129- 


I. 下 让 分 析 


i i, 本 2 
[ 空 众 入 gyrere 多 二 . 卡 泣 十 


I Ee te 1 
让 
廊 闪 数 
] Cn:) 
' Loi, sr 中 mil }- 


龋 是 这 其 为 


强 以 在 骨 , 这些 二 末 扫 Gause-Legentre 公 焉 购 相 诺 钻 果 非 党 相似 这 出 的 和 国 铬 是 2 


秆 公式 对 站 至 28 这 的 区 项 式 广东 确 上 各, 门 变 其 值 及 系数 据 供 在 志 15.3 中 


表 [15.2 
”人 ”TD Ti 
对 | re AA， 1 rn 和 1 ! 1 
2 N.SRSTROd4 0.35355339 | i 21 99558581 .W0000Y 
3.41421356 | U14044601 | 29.9206g7uL | 和 ON 
0 
4 0 .433254709 ols | 了 .1157223]2 D .30473137 
1 34S561 0.35341869 | .1E75748 EL 
于 E23 | 中 .站 33888791 ， ! 1.41261027 2482 
时 ,395030y1 | 0.00053929 ! 2.8337413+ .4 
: | +4. 59922764 (0010228 
i ， 11.22254600 人 .4S896467 | _ 、 
0 .4452545 .OA 
! 18893210 O4700083 | 机 
9.62131684 (OR 
2 .09273033 0.11337338 
13 0060s499 OT 
5 77514357 。 ， 139920 
173.11685S1Y [EUG TY 
9 #3740742 ,Ohhz6 HI2 
22, 151N90A8 ty ARMIN 
; 15. 9N287398 0 00m _ 
38 , 48730725 .OO 
8 1. 17027963 .9 | 37.09912104 {CI 
RT 和 .4187BA7S , | 
14 0D.49974751 i 2318TSSRK 
.25109663 0.17579499 | - 
LU 的 
4. 30670017 人.03334349 
| 1. 30062412 ,25K73461 
7 0459J540 0.00279454 | 
2.43080108 0.11548283 
]4 .37358516 0.00009077 
3 93210242 | .100331920Y 
15.74067864 | .N000N85 
5S. 82553622 相生? 
22,86313174  ， 0.00000000 
| 8 14024014 站 07 3889 
nN Nn.13779347 0.308443112 i 10.916d409s1 | 0.00005391 
0D.72945455 0.40111993 | 14.21080501 |! Uy OO 
1 WB34290 1. 218U6829 18. 1048922z 0.00000006 
3.40143370 0.06208746 | 22 72338163 | (OOOO 
.5240614 这 [ 28.2729H172 0.0000000w0 
8. 33015275 0.00075341 35 14944366 | .0000 
1 B4374584 .O02828 44.36608171 100000000 
! 16,27925783 D0.00000042 。 ， 


15.36 ”将 Gauss-ILaguerre 公式 应 用 于 es = 的 和 分 . 
解 上 用 由 上 ii(z)=1 -4 我 们 在 ri=1 外 有 一 鹤 点 , 闲 数 六 = 它 电 等 于 1 同 此 
一 不公 式 为 


EE 


Cd = v1). 


1 
在 这 种 情况 下 加) 1, 而 肯 们 得 姑 的 精 诡 积分 , 它 也 等 于 1. 这 没有 什么 第 得 惊讶 的 ,图 为 n=i 
叶 兴 任何 次 数 不 太 于 1 的 多 上 硕 式 为 精确 的 这 一 点 基 有 保证 前 , 捉 实 下 旗 w= a 7 这 个 公式 
的 关 昌 就 是 


带 十 天草 Tieuss 二 和 


13.37 


15.38 


| arr pdr o at) - .+ 86, 


n 


它 处 尽 淮 书生， 


户 区 
中 用 GauswLagucrre 方法 于 | 2 让 inrdx 


J 
解 SE 各 得 这 个 积分 的 精确 值 为 172. 椒 粥 随 黎 多 光 清 吐 详 世 它 访 务 阶 邯 数 的 有 界定 问 示 加 
何 的 全 过 会 有 好 结 黄 . 话 蔓 估计 (7(0221 将 3 于 代 以 它 的 时 到 利于 . 当 spi 


时 妈 站 人 人 在 由 让， 将 1.1.1, 代入 和、， nT 得 出 的 实际 许昌 六 


= 1 


四 | 2 让 In 1 
ba 0D. 4 .SIDS 中 SO .ONO0D 


丰 以 我 们 的 误 交 公式 多 少 有 些 悲观 . 


启用 Cause Laguerre 方法 一 | {e fr)dt. 
4] 


解 上 (=177 的 不 泛泛 性, 意味 着 它 的 # 阶 时 数 

y= ne 
随 5 快速 增长 ,使 人 人 不 节 对 近似 公式 过 十 村 信 . 作 变 本 党 撞 1 - .r+1, 使 积分 转变 为 在 我 们 的 标准 
区 向 上 小 积 : 


en 


-1 _ 
|， 所 cl 1 1 


ke et 


富 简 化 万 Cal 2/e 信 一 41), 颁 如 我 站 以 昌 束 取代 日 可 获得 革 太 导数 值 , 但 这 样 做 入 二 是 不 受 豆 
下 的 ,不 泪 还 和 没有 其 他 选择 来 指定 它 , 以 公 戌 


Lui A 
rc,+t+l 
进行 实际 计算 得 出 这 些 络 果 ， 
nn | 2 6 ] 得 14 
生 似 估 | 0.21 .21918 th 21937 1.21938 


1 于 淮 确 到 5 位 的 年 为 0.21933, 我 们 发 现 完全 的 恋 珊 王 久 是 没有 必 烛 前 ,这 难以 氛 找 的 量 上 站 看 玉 
可 随 x 而 增 训 ,将 实际 的 和 理论 的 误 益 作 一 比较 可 将 也 确定 为 ; 


在 本 例 中 虹 数 wt) 在 -一 1 处 有 奇 钊 由. 由 全 -个 复 的 奇异 点 只 是 靠近 积分 区 间 也 能 选 
成 此 处 显 见 前 慢 收 敏 .( 忆 是 15.29 进行 比较 . ) 假 如 我 们 远离 奇异 点 见 收 全 就 会 抉 一些 .例如 ,以 同 
样 的 方法 积分 同 翌 的 两 数 ,在 5 到 mm 的 区 间 上 积分 得 到 结 入 


对 2 自 10 


近似 应 
捞 后 - 个 值 几 于 浴 确 到 | 40 位. 


.1 0.0011482949 0 .0011482954 


什么 是 Gauss-Hermite 公 


解 区 它们 具有 形式 


数 侦 分 二 


式 ? 


EE 了 mn 
| £7 yr)dr Te DS Avy(z,), 
0 


白 变 量 信 r 为 7 这 Hermite 名 项 式 


秀夫 下 ,而 系数 A, 为 


截断 误 考 为 


可 以 看 出 ,这 些 半 困 与 在 Crauss-Legendre 公式 的 情 闹 极为 相似 .这 里 的 权 隔 数 为 we » 
式 对 直 圣 2w 一 1 次 的 多 项 式 为 精 列 的. 自 变 基 值 及 系数 据 供 在 表 15.,3 中. 


+ 


Hl(r} = 【ie 


A, 


F = 


2 i 


2"+lnly x 


[H(z) FT 


2 


te ™) 


dr" 


sy) 


2"™(27n)1 


表 15.3 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
' , ， 态 n I A 


了 


1 点 公 


iD 


15,40 


15.41 


+ .T0710678 


2 
一 1 63068O12 


土 站 .43607741 
+1.33584907 
+t2.35060497 


+ .0118699 
1.15719371 
+1.98165676 
土 2. 呈 3063742 


土 站 .34290133 
土 | -0366 
二 | .73608365 


0.88622694 


0 .RN491409 
0.08131284 


0.72462960 
0.153706732 
0.00453001 


0.,.66114703 
0.20780233 
D01707798 
nN.00019960 


0.61086263 
0.24013861 
0.03387439 


12 


1 


+2.53273167 
+ 3.43613912 


+0.31424038 
土 0 .94778839 
+1.59768264 
+2.27950708 
+ 3.02003703 
+3. 8R972490 


0.29174551 
0.87871379 
1.47668273 
2.09518326 
2.74847072 
+ 3, 46265693 
= 4, 30444857 


， 9 2 
应 用 Gauss-Hermite 2 点 公式 于 积分 | e 7 zzdz ， 


解 ”¥ 能 够 得 划一 个 精确 结果 ,所 以 我 们 先 计算 


0.00134365 
D0.0000076.4 


D. S5701352. 
0.26049231 
0.03160759 
0.00390539 
0,.00008574 
0.00000027 


.33640583 
-27310561 
QBS5D353 
的 785005 
N035500 
,DD0000472 
0.000000l 


二 二 人 中 


该 多 现 式 的 零点 为 zi = +v2/2. 系数 A, 易于 由 题 15.39 的 公式 获得 , 为 vx/2,2 点 公式 因此 为 


ery)dr [本 , ,| 4 1 


取 y(.r) -x 它 就 成 为 | ez2dr = Vx/2 ,这 是 积分 的 精确 值 ， 


计算 | 


-ea 


J 


0 
-mm 


ee "gn? rdr 准确 到 6 位. 


解 SEEF GaussHermite 公 直 产生 的 结果 为 ; 


第 十 元 章 tiaus 和 分 


nt 2 4 让 8 ih 


近似 全 (1.748 0.5055 0.s60255 0.s60202 0.560202 


这 着 来 前 示 有 56- 位 精度 , 疝 这 个 壮 果 实际 准确 到 6 人 ,精确 积分 人 为 了 11 一 ee 1)72, 它 准 确 到 8 放 
是 0.56020226. 
15.42 计算 | Ce/ v4 ei)dz 准确 到 3 位. 


解 BG 半 方 恨 因子 不 如 前 题 中 的 正 辟 丽 救 于 样 光滑 ,所 以 我 们 不 应 期 铺 完 全 同样 快 地 收 浆 ,而 
确实 了 岂 办 在 到 ， 


如 2 4 在 in 12 


0.151 D1S202 00.1228 0.120 00.12 多 


近似 值 | 0.145 


值 0.152 看 来 就 是 所 采 的 ， 
15,43 什么 是 Gauss-Chebyshev 公式 ? 
解 gm 取 ifr)=1、 1- 的 高 斯 末世 为 


六 3 J Ds) 


1-2r: n 


自 蛮 基 人 悄 x, 为 #4 次 Chebyshev 多项式 的 二 点 
T,{2) = cost narccom ). 
与 其 外 观 相 反 , 它 确实 此 :个 开演 多 项 式 . 其 宕 点 为 


Ti”y . 
0 CDs| 


所 有 系数 A, 均 简单 地 为 xin, 截断 暴 差 为 


15,44 应 用 =1 的 Gauss-Chebyshev 公式 来 验证 识 炙 的 结果 
1 i 1 ' 
| A | gx 二 工 . 


41 Vl- x 


解 上 且 对 za 上 我 们 得 到 了 (01)-eosfareeosr)= 了 由 于 它 只 有 :个 过 点 ,我 们 的 公式 起 化 成 
Tryf0) .由 于 m 一 1 的 Gsuss 公 式 对 不 太 上 - 尝 的 多 质 式 为 精确 的 , 马 知 的 积分 精确 地 为 mv(0) 一 
. 


1 
15.45 应 用 n=3 公式 干 | (xd4A yl- xi}dr, 
-1 


解 上 直接 地 由 定义 我 们 得 到 T(z)— 442 -34 .所 以 41 0, rs =v372， 工 3 二 v 32 Gauss- 


Chebyshev 公式 现 产生 (x/3)[ 0+ 名 -名 ] = 3r/8, 它 也 是 精确 的 - 


针 充 题 


15.46 证 明 P(r) -PITr)T apP ifz) 如 下 而 那样 此 才 录 .从 Legemlre 密 项 式 的 定 浆 有 


P(r) = 过 at .Der12z) 
应 用 屠 积 的 x 阶 导 数 定 埋 得 到 
一 有 一 
P(r) nd | d fx 1 2 人。 dT (x2 一 D0"!| 


2 ! 了 dx n-l dr 


其 作 从 机 


15. 


TS， 


JS ， 


15, 


ls. 


7 


| 


:9 


.SO 


.$1 


生生 


-P(r -a EP, ie), 
注 虹 (PP 


17” 1 个 1 -prs 下 .重复 地 微分 该 方程 ,得 到 
fr 22 2 =0, 


{2n O42 -0 
Cr ne 2 2 2 4 
塘 后 地 得 训 
Cr 1 Cn -2a 2 ee -i2n + {an 2) + (2n - 4) 
Tt an Dp)le'™' = 70, 
它 障 化 为 人 
图 上 中- sa72201 立 得 所 襄 求 的 站 采 ， 
微分 题 15.21 的 结果 并 与 题 15.47 进行 比较 来 证 明 
Pr -Py ly = np,lr). 
出 是 15.21 米 证 是 对 有 有 的 ,PP 一 1,P(- 4) 一 { 1)*. 


月 通 15.46 来 证 明 PDTrto+D PLD-( "iP 
四 遇 15,46 来 证 昌 

下 (PP rr) 
然后 二 用 元 差 方法 来 验证 

pC) - i 2 pot) 《至 A 


f2 .4) ， {2 46 
_ 3 《人工 
最 电 有 PP (1)- 2 丘 ! {fn 


出 于 Legendre 考 项 式 为 非 揭 邯 奇 函数 ,也 下 证明 
Pi 

用 题 15.46 成 15.48 米 证 明 Ptr 一 P(r (2n41)P,t). 

P,{7) 的 首 需 杀 数 ,可 如 所 知 为 及 ,= C2a201 27222030. 证 明 宅 这 可 以 写成 

3 .5 .7 aa-=-1 {350-1) 


4 i. 2 3 44 好 nl 
对 =3 的 情况 计算 Gauss-legendre 自 变 壤 填 与 系数 ,证 明白 恋 基 借 为 二 ， 全 忆 基 对 -rs = 人 0 
系数 为 号， 天 对 其 他 x 系数 为 5/9， 
对 王 * = 和 验证 这 些 Gauss-Legendre 白 杰 量 值 及 系数 为， 
A As 
0 1 0.568K8889 
| | ,47802867 
+ 站, O0617985 | 从 2390268 
mr 
应 用 题 15.54 的 3 点 Ganss 公式 于 下 蓄 炒 歼 的 要 分 ; | st .这 个 结果 与 本 了 点 Simpenn 公式 (加 


号 外 
14.17) 世 得 的 结 绒 由 北 较 情 沉 如 何 * 


~| 
应 用 GausrLegendre 2 点 公式 (n=2) 下 | ”一 dt 并 将 之 与 精确 值 xi2s 1.5708 进 行 此 耽 ， 
au- 了 


和 和 用 题 15.57 中 的 呵 数 y{7) = (i+ 41). 将 年 出 -2 公式 的 线性 配置 多 项 式 乔 3 次 密切 多 项 去 子 
以 图 解 .{ 参见 题 15.25.) 


1 
验证 我 们 的 各 种 公式 接近 | .rdx 0.7834 (精确 型 4 位 ) 到 什么 积 度 4 隔 时 还 应 甲 菜 些 自 诺 晤 等 中 


| 
公式 于 该 积分 娜 - -种 算法 工作 得 最 好 ? 亿 - .种 最 客 易 用 于 于 算 ” 哪 - -种 最 易于 通过 编 积 涝 行 自动 
计 钼 ? 


35- 


1s. 
:67 


18. 


1s. 
15. 


15 


1 


15. 


3.64 


全 


.7 


7 


-80 


R81 


黎 十 下 本 murs 相信 


es 
3 ， 


1 5.35 谷中 特定 区 计 名 Lagucrre 车 硕 式 自 间 一 


| tr 一 
“DD 


pt) 为 任 休 一 个 这 种 多 项 式 . 
题 15.10 和 15.11 隔 上 地 法 来 证 基 


汪 


| nd — n'y. 
2 
民用 Gauss Lagurrre 2 点 公式 花 矢 到 这 些 精确 续 吴 ; 
| e “ide 一 了 | | 0 dridr = 3!. 
让 n 


并 了 点 (iauss Laguerre 查分 接 出 折 确 的 自 室 其 值 与 系数 . 
出 上 是 的 公式 米 上 签证 


a 


| dr | edr 一下 
i ET 
言 肝 一 8 和 一 8 公式] 兆 滞 " 积 4 | & coserlr ， 
0 
a 


用 pnp- 和 =8 公式 于 "* 正光 请" 积分 |， © oatl Ladd. 


正明 | 。 aide 0.2797 精确 到 四 位 . 


J" 


上 题 15.39 小 编 邮 前 定 多 计算 Herrmnite 名 项 式 直 到 -5. 


ry 


汪 明 fauss-7 Taeriite 1 点 公式 为 


Ey 


它 应 用 玉 2 = 于 

导出 -了 的 Gaow-EFraite 近 要 的 精 贿 会 式 .将 它 生 | 
4 点 利 吕 点 公式 复制 这 个 结果 放 多 接近 ? 
| Py Le ritlr = ne 1 a 1 384. 


or 


二 点 和 昌 点 公式 与 直面 这 个 铅 颗 相合 到 什么 程度 ? 


| 
和 
一 、 


| eT lde- > = 0.11994. 


-lL 
让 下 | Le -dr 1.343 谁 确 到 3 位 . 
计算 | ee TH 2dr 准确 到 3 位 . 


计算 六 JogtL + 733d 准确 到 3 位 


应 用 w =2 的 Gauss-Chebyshev 公式 十 下 面积 分 的 精 帮 验证， 
-1 2 
-二 -区 
| . 二 2 


“1 一 -一 
或 下 三 的 自分 | eesr vv 1 .rdr 淮 友 到 3 位 . 


求 下面 E 的 积分 | 到 2 入 


ejdy vvt0) . 它 村 次 数 不 大 


象征 盟 15.59 中 堪 样 庶 丰 闪 辐 的 方法 上 | Tg = 3 1044 并 过 定 出 那个 短 训 


拒 册 上 tO 的 专 避 并 验证 在 表 15.2 中 为 nn 一 2 痕 出 的 和 白 空 最 值 梓 系数 . 
题 15.9 中 的 方法 玉 让 天 站 0) 大 在 下 面 的 总 六 二 对 任何 低 于 n 突 的 多 质 式 米 说 痢 呈 下 公 的 , 即 


"来 得 到 


上 站 和 涉 证 福 汪 肯 时 


开工 的 多 项 式 是 精 俩 的 ,将 


` 个 精确 结果 


让 


第 十 六 章 奇异 积分 


育 日 地 谱 用 前 西 草 的 公式 大 不 朋 短 的 , 矶 有 那些 会 式 均 建立 厢 国 数 >(z) 可 以 方便 地 用 
一 个 多 项 式 来 送 近 的 艇 设 上 .如 此 不 能 方便 地 近 近 ,那么 这 些 公式 所 产生 的 结 扩 即使 不 是 完全 
靠不住 也 只 能 是 差 劲 的 .可 以 自慰 的 是 人 们 肯定 不 空 像 下 面 那 洋 应 用 Simpson 法 见 ， 
| 了 之 二 -1+4(4)+ 士 |= 守 . 
但 是 不 那么 明显 的 奇异 点 也 许 会 痢 时 被 杖 忽 . 把 大 于 多 项 式 的 公式 用 于 导数 有 奇 点 的 函数 之 
尝试 也 不 是 很 恰当 的 .由 于 多 项 式 其 有 无 穷尽 的 光滑 导数 , 所 以 把 它们 用 于 导数 在 奇 点 的 通 数 
是 不 理想 的 ,所 得 到 的 结果 常常 足 莽 劲 的 . 


奇异 积分 过 程 
存在 多 种 用 于 处 理 奇异 积分 的 过 程 , 它们 或 用 于 奇 异 的 被 积 函 数 或 用 无穷 限 积分 .下 列 
各 过 程 将 予以 举例 说 明 ， 


. 睹 去 奇异 性 也 许 会 获得 成 功 . 在 基尼 环境 下 使 得 能 用 启 来 仍 多 的 自 变 世 值 x, 直到 获 
得 满意 的 结果 为 比 . 

- 级 数 展 开 被 积 函 数 的 全 部 或 部 分 , 然 所 逐 项 地 积分 ,假如 收 语 得 是 够 快 , 则 它 是 -种 受 

前 减 奇异 性 也 就 是 把 积分 分 解 为 奇异 和 北 奇 葬 两 部 分 , 奇异 部 分 可 用 上 经 典 的 分 析 方 
法 , 非 奇 荔 部 分 可 无 忧 虚 地 应 用 我 们 的 近似 积分 公式 ， 

. 变量 变换 是 分 析 中 最 有 力 的 武器 之 一 , 这 里 也 许 能 把 采 难 的 奇异 性 改变 成 较 容 易 处 理 
的 情况 , 或 者 它 能 把 奇异 性 完全 移 开 ， 

5. 相对 于 一 个 参数 作 微分 , 这 涉及 把 所 给 的 积分 归 入 - . 族 积 分 并 随 之 通过 微分 来 揭示 这 
族 积分 的 某 些 基本 性 质 . 

Gauss 方法 也 能 处 理 某 些 类 型 的 育 异 性 ,和 如何 参照 上 一 音 将 子 以 指明 . 

. 渐 近 级 数 也 是 有 关 的 , 但 这 个 过 程 将 在 下 -- 章 中 处 理 ， 


二 


让 > 


TD 


人 


-a 


题 解 


16.1 比较 应 用 Simpson 法 则 于 yz 的 积分 在 党 近 室 与 远离 零 处 的 结果 . 
解 ”人 首先 我 们 取 区 间 介 于 1 与 1.30 之 闻 , 步 长 为 请 -0.05, 因为 我 们 早 些 时 在 题 14.11 中 已 作 
过 这 个 计算 .Smpson 法 则 给 出 一 个 准确 到 5 总 的 结果 .其 至 梯形 法 则 给 出 的 误差 也 仅 为 0.00002. 现 
将 Simpson 法 则 败 上 0 与 0.30 之 间 的 积分 .此 时 积分 区 间 长 度 相 同 ,然而 包含 了 信之 导数 的 一 个 奇 
点 ,我 们 得 到 | rar 之 .010864 .由 于 准确 值 为 1.0954. 此 们 的 结果 还 准确 不 到 3 售 , 澡 差 大 了 
100 索 售 ， 
16.2 ”忽略 Vz 在 导数 中 的 奇异 性 并 应 用 Simpson 法 则 伴 以 逐次 缩小 的 区 间 大 其 影响 为 何 ? 
解 Polya 曾经 让 明 { Wurth Z .1933) 对 于 这 种 类 型 的 函数 { 本 身 连 续 导 数 有 奇 点 ), Simpscn 法 


则 和 其 他 类 似 类 型 前 公式 都 应 收 莽 于 精确 积分 .计算 说 明 这 些 结果 ; 


第 和 六 童 青 异 积分 ,137 ， 


| vy Idr 0 .5663 .66534- 0. 86631 .8th846 
0 


收 询 于 273 虽 慢 仁和 还 是 像 该 发 生 的 那样 出 现 了 ， 
1 
16.3 ”确定 忽略 奇异 性 并 应 用 Simpson 法 则 于 下 面积 分 | (1 vaz)dr = 2 的 影响 . 
nn 


解 了 滞 此 处 被 积 队 数 本 身 有 一 个 间断 ,而 且 赴 一个 无 穷 太 点 , 然而 Daws 战 Rabinowitz 和 转 证 出 
(157AN Journal ,1965) 存 在 收 襄 必 ,他们 发 现 Simpson 法 则 产生 这 些 茜 果 , 这 表明 忽略 奇异 性 有 时 


17 上 4 128 了 3 S12 1024 2 


近似 积分 1.84 TI 的 1.92 1 .94 1.96 1.97 


这 个 收敛 也 是 慢 的 , 但 还 是 像 该 发 生 的 那样 出 现 了 .在 当今 的 计算 速度 下 , 慢 收 总 可 能 不 足以 去 
知 定 一 种 算法 .然而 ,通常 有 这 样 的 问题 , 在 一 个 长 的 计算 中 合 入 误差 的 影响 有 多 大 . 对 这 同一 个 积 
分 梯形 公式 取 = ogc 时 的 结果 为 1,98 而 应 用 Gauss 48 点 公式 到 这 个 区 间 的 154 下 时 (总 共 192 
点 ) 得 到 的 是 1.99. 


16.4 ” 衫 定 希 略 奇异 性 并 应 用 Simpson 法 则 和 Gauss 法 则 于 下 面积 分 的 结果 ， 


1 
| Lo 1 < 0.6347. 
站 本 


解 ”IEF 此 处 的 被 积 函数 有 :个 无 穷 间断 而 且 还 是 高 钴 振荡 的 .这 种 组 合 质 期 会 得 成 在 数值 计算 
上 的 困难 . Davis 与 Rabinowitz( 参 看 上 - ' 题 ) 发 现 Simpson 法 则 是 失败 的 ， 


1 64 128 256 512 1024 2048 


近似 积分 


Caussd8 -点 公式 也 不 见得 好 些 .所 以 奇异 性 并 不 前 是 能 被 恕 略 的 . 
1 
16.5 ”计算 奇异 积分 | (ex/ /zdz 精确 到 3 位 . 
性 
解 ”直接 使 用 Taylor 级 数 导出 


2 1 572 | 
A Td 


lp if 1 2 ls 1 
je Vid -| [A+ + TT + 


~ 2 1 1 1 1 1 1 
ttt+21+108+ 660+ a0 37 800 


在 头 几 项 之 后 级 数 快速 地 上 收 铺 并 且 假 即 带 要 的 话 更 高 的 精度 也 是 容易 达到 的 .注意 1/v4 的 奇异 性 
在 该 级 数 中 已 作为 第 一 项 来 处 理 , ( 傅 着 下 左 .) 
16.6 ”应 用 “削减 奇异 性 "方法 于 题 16,5 的 积分 . 


解 & 过 记 该 积分 为 了 我 们 有 


"= ,025 


1 1 | 
I =| 访 daz+| Fd. 
第 一 个 积分 是 初等 的 而 第 二 个 没有 奇 点 , 然而 ,由 于 faxs -1)/WY zx 在 0 附近 其 性 态 与 "了 相似 , 它 确 有 
“个 奇 点 在 它 的 一 阶 导数 中 . 正 俐 我们 在 题 16.1 中 所 总 ,这 就 足 避 使 近似 积分 不 精确 . 
这 种 削弱 的 思想 可 以 推广 到 将 奇异 性 推 人 一个 高 阶 导 数 中 . 询 如 ,我 们 的 积分 还 可 以 写成 


1 ] _s 
十 下 i 
r=| d +| dr. 
0 vi 一 0 vz ” 


1 歼 全 舍 御 


上 | 天 


.第 一 下 


芝 [ 细 带 昌 抽送 二 可 以 站 篆 数 函数 级 数 中 泪 赤 贝多 前 其 他 的 下 .让 里 的 第 -个 和 分 请 
可 以 鱼 我 们 的 公式 来 伏 埋 , 员 然 级 敏 方法 五 来 在 试 种 青 扣 下 世 是 可 打折 ， 
16.7 通过 :个 变 攻 变换 来 计算 题 16.5 的 积分 . 
解 ”本 安居 变换 { 或 蔡 焦 1 可 能 呈 积 分 中 最 有 和 效 的 下 盘 . 这 出 我 们 令 了 、 了 开秤 利 1 = ?| 由， 
它 证 有 任何 促 类 的 奇 捍 忻 , 上 至 在 它 的 导数 中 也 没有 这 个 积分 可 避 由 我 科 欧 伍 阿 “条 会 式 吉 在 上 
委 也 可 以 用 级 数 展 着. 


a"l 
16.8 计 包 | 《cas logxr de 准确 到 6 作 小 数 . 
J0 
解 。 攻 这 几 末 用 的 过程 如 苛 题 19.5 中 所 用 方 ,使 用 cosr 的 级 数 , 科 分 变 成 


1 yl ， 
| Er ry 2 | ogedr. 
0 : 


21 4 全 
使 册 初 等 积分 
rl ， 1 i 1 I 11 1 加 
| .> log.rd.r = 下 1 lygr | 1， tr 
积分 被 换 成 级 数 
1 __1 1 1 
lt 2 Fa + Tet gr * 


它 化 向 为 -0.946083 ， 


16.9 道 过 一 个 变量 变换 来 计算 | sin .dr , 它 把 范 穷 区 间 的 积分 转 痪 成 -个 有 限 区 间 ， 


解 E5 今 :=1/t 则 该 积分 就 变 成 了 | snr ds , 它 本 以 川 不 同 的 近似 方法 加 沁 计 租 注 择 
Taylor 级 数 展 开 式 导出 
! 1 J 1 1 | 
snr 3 0 75.600 
粹 傅 到 6 位 只 有 4 项 起 作用 , 疆 果 为 0.310268. 
16.10 ”证明 用 在 题 16.9 中 的 变量 交换 欧 | tqz 转换 反 了 “个 坏 的 奇 沸 积分 , 所 以 料 相 
分 区 间 转 换 成 有 限 长 度 并 不 总 是 有 用 的 步 . 
证 BP 取 .174 我 们 得 到 出 现在 题 16.4 中 的 积分 | 二 sin 一 dz ,在 接近 0 时 它 弹 到 胞 控 澡 ， 


| 
[i 了 
使 得 数值 积分 几乎 不 可 能 .这 个 问题 的 积分 最 好 以 下 章 中 及 讨论 的 渐 近 方法 加 以 处 理 . 


了 


16.11 通过 在 sinz 零点 之 问 的 直接 估算 来 计算 | 二 sinxzdz, 央 此 展开 成 一 个 交错 级 数 创 


4] 


部分. 
解 GF 应 用 Gauss8 点 公式 到 条 个 相继 的 区 间 (1,2), (2,3), 等 等 ,落得 的 结果 为 


区 间 积分 多半 积分 
11,2) -1.1(7242 {2,3) 0007321 
{3,4) _ 0.001285 (4,5) 0.000357 
(5,61 -0.000130 {6.7) 0.000056 
(7,8) -0.000027 8,9) 0000034 
{9,10) _ 0.n000u8 


总 下 举 因 -0.11094, 它 叭 确 公 于 位 

这 种 对 有 限 长 次 的 区 间 的 直接 秸 算 法 从 其 精神 实质 来 说 鉴 似 于 怨 略 奇异 已 六 法 开 限 实 人 下 
被 个 右 限 入 换 秆 所 到 代 , 看 林 情况 填 取 10. 在 上 共 后 的 对 租 仆 的 页 贾 就 夺 要 求 狼 精度 所 言 可 以 老 
虑 为 零 . 


16. 


16, 


16, 
16, 


16. 


16. 


16. 


16, 


16. 


16. 


16. 


16. 


16. 


16, 


第 十 六 意 奇异 岂 分 


四 本 一 2 2 
用 对 参数 微分 法 来 计算 | er dz ， 
解 EF 这 题 说 明 对 积分 问题 还 是 有 旭 外 的 处 理 方法 .我们 从 将 这 个 问题 归 人 到 一 族 类 似 的 癌 题 
开始 .对 于 正 的 1, 令 
F(D = | dr 
个 
由 了 于 这 个 坷 潮 积 分 的 快速 收 误 允许 在 积分 导 下 凰 分 , 接着 我 们 得 到 


了 
FP’() =-2| Tes “dr ， 
看 


现在 引进 变量 变换 y= !7c, 它 使 积分 得 到 可 喜 的 简化 
FP'{1) = 2 edy =- 2F(1). 
0 


国 此 F(4) = Ce 2 而 常数 C 可 以 从 已 知 结果 求 值 : 


的 cr 
FK0) - | ee dc 一. 
恬 


结果 为 | er ge 1 Vre*. 
0 
对 于 1 一 1 的 特殊 情况 ,其 结果 为 0.119938 准确 到 6 位 . 


补 充 是 


1 1 
0 0 


对 题 16.13 中 的 第 二 个 积分 使 用 未 次 缩小 的 区间 ,并 注意 到 收 语 是 艳 向 精确 值 :174. 


比较 以 太 = 方 应 用 Sirmpson 法 则 于 | zdr 和 | Xlogxdx 之 师 果 . 


用 级 教 蝴 开 法 对 | Lanz /ad 合计 到 3 位 ， 
应 用 期 减 奇 异性 的 方法 于 题 16.15 中 的 积分 , 得 到 一 个 初等 积分 和 一 个 直到 二 阶 导 数 没有 奇 点 的 积 


分 . 
忽略 题 16.15 中 积分 的 背 异 性 并 应 用 Simpson 法 则 和 Gauss 公式 ,持续 地 使 用 更 多 的 点 .这 个 结果 是 
音 朝 着 题 16.15 中 计算 所 得 值 收 秀 ? (定义 在 零 处 的 被 积 函 数 如 你 所 肴 望 的 .) 


用 关于 背 数 卫 数 的 级 数 来 和 算 | zogxdz ,准确 到 3 位. 

让 
通过 起 略 奇 异性 并 应 用 Simpson 法 则 及 Gauss 公式 计算 上 题 的 积分 .这 个 结果 是 天朝 着 是 16.18 计 
算 所 得 值 收 伊 ?” (定义 在 零 处 的 被 积 函 数 如 你 所 希望 的 ) 


利用 级 数 证 明 
! logz bb 1 】 gx 2 ! logx oe 
| jar =- 6 | ar =- 12， | dr = 8 


验证 | [e+ 2)]dr = 0.6716 准确 到 4 位 . 
| ' 
验证 | elogrdz = 一 0.5772 准确 到 4 位 . 
J 
验证 | edx = 0.2797 准确 到 4 位 . 


得 


验证 [WE =vzdr = 0.8862 准确 到 4 位 . 
业 


1 
验证 | (1 v - logzr)drz = 1.772 淮 确 到 4 位 . 
Jn 


验证 | Ginn)(log sinT) dr = -0.3069 准确 到 4 位 . 


第 十 七 齐 和 与 级 数 


数 与 函数 作 鸭 和 的 表达 式 


化 应 用 数 掌中 数 与 函数 作为 有 限 或 元 限 和 的 表达 式 被 证 明 为 非常 有 用 的 .数值 分 听 以 各 
种 方法 开发 此 类 表达 式 , 包括 下面 的 : 


1 ， 


[| 


上 


缩短 法 (itelescoping method) 使 一 个 长 的 和 置换 成 短 的 成 为 可 能 . 对 计算 机 来 说 它 县 有 
明显 的 优点 .经 典 的 例 六 为 


1 i 1 1 
1:.2 2.3 3.4 nln+1) 
_i,_ | 工 _ 了 工 | 1 _l 
=|1 71+ | a+ + | +1 
加 _ 
好 十] 


在 此 例 中 可 以 看 出 此 法 的 中 心思 想 . 每 一 项 为 一 个 差 所 置换 . 


. 快 收敛 无 穷 级 数 在 数值 分 析 中 为 主要 角色 之 一 .典型 的 例子 是 关于 正 张 与 余弦 苑 数 的 


级 数 . 对 了 于 被 表示 的 函数 而 言 每 个 这 种 级 数 都 是 一 个 计算 近似 值 的 极 好 的 算法 ， 


. 加 速 法 已 经 为 收敛 较 民 的 级 数 开 发 出 来 .如 果 为 了 达到 所 要 求 的 精度 必须 用 太 多 的 


项 ,那么 人 金 入 误差 以 点 随 着 长 时 间 计 算 而 带 来 的 其 他 麻烦 可 能 妨碍 精度 的 达到 . 加 速 
方法 修改 计算 的 进程 , 或 者 换 句 话说 ,它们 为 了 使 全 程 的 作业 缩短 而 改变 站 法 

Euler 变换 是 一 种 常用 的 加速 方法 .这 变换 在 较 早 的 章节 中 导出 过 . 它 用 另 一 个 遂 
常 是 更 快 收 钱 的 级 数 来 置换 已 知 级 数 . 

比较 法 是 另 -- 种 加 速 的 手段 . 其 做 法 基本 上 与 削减 奇异 性 方法 相同 , 它 将 一 个 级 
数 分 解 为 一 个 类 似 的 但 是 已 知 的 级 数 和 另 一 个 比 原来 的 收 伍 得 更 快 的 级 数 . 

特殊 的 方法 可 以 被 设计 来 加 速 某 些 函 数 的 级 数 表达 式 . 对 数 函 数 与 反正 切 品 数 音 
被 用 来 作为 例证 ， 


. Bernoulli 多 项 式 由 


Be(z) = DB 


I= 


给 出 , 其 中 系数 B; 由 


Bo= 1, B31 =0 
所 确定 ,对 于 上 =2,3, 等 等 .Bernoulli 多 项 式 的 性 质 包 括 以 下 的 ， 
B(x) = iB, (zx); 


Br +1)- Blr)= ix'!; 
1 
| Bi(z)dz = 0, 当 i > 0; 


B:{1) = B.(0), 当 i > 1. 
Bernoulli 数 已 定 六 为 
Bb; = (— 1)''1Bz,, 
对 ;i=1,2, 等 等 . 
整 次 塞 的 和 和 与 Bernoulli 多 项 式 以 及 Bernoulli 数 相 关联 .两 个 这 种 甘 系 式 为 


U Btn+1)—- B,,(0) ~ 1 p(n) 
由 一 p+l. prl 
7 p+] 及 和 kr 2027! 


第 十 二 齐 和 与 级 娄 "141 


5. Luler-Maclaurin 公式 可 以 通过 使 用 Bernoulli 多 项 式 被 说 愤 地 导出 并 且 得 到 一 个 误 沉 
合计 . 它 可 以 作为 -种 如 速 方法 , Euler 常数 
C= iml1+ 寺 + 二 + 全 二 圭一 loga| 
可 以 用 Euler-Maclaurin 公式 来 估算 .6 项 就 足以 产生 几乎 10 位 小 数 的 精度 ， 
5, 关于 x 的 Wallis 磁 积 为 
x 
2 1.3.3.5.5.7(2k 1)(2k +1) 


它 用 来 得 到 关于 大 阶乘 的 Stirling 级 数 , 它 其 有 形式 


nl!e” bi Dy ba (— Dipe 
log 142 ate 5 "+ 24-1， 
v2nn 1/ < 4 (2E) {2k ~ 1)n 


二 仍 为 Bernoulli 数 . 较 简 单 的 阶 履 遂 近 
nd 2 vInn en 
正 是 用 了 一 项 Stirling 级 数 的 结果 ， 
, 渐 近 级 数 可 以 看 作 是 加 速 方法 的 另 一 形式 .虽然 通常 为 发 散 的 ,但 它们 的 部 分 和 具有 
一 种 有 用 的 性 质 .经典 的 情况 包含 了 形 如 


5S,{(z) = 2 
的 和 , 对 所 有 z 当 n 趋 辣 无 穷 时 它 发 散 , 但 是 当 x 趋向 无 穷 时 ,有 
timzr[FCzr)- SCz)] = 0. “ 

用 S$,(x) 作 为 f(z) 的 过 近 时 ,对 于 大 的 自 变量 x 其 误差 可 以 简单 地 通过 考察 级 数 被 
略 去 的 第 一 项 非常 容易 地 估 得 .Stirling 级 数 是 这 类 渐 近 级 数 的 一 个 知名 例子 .与 它 大 
体 相同 的 想法 也 可 以 扩展 到 其 他 类 型 的 和 ， 

分 部 积分 可 将 许多 平常 的 积分 转变 成 渐 近 级 数 .对 于 大 的 x 来 说, 它 可 能 是 对 这 
些 积分 进行 估算 的 最 好 方法 ， 


~ 


题 解 
缩短 法 
17.1 对 Dlog 进行 估算 . 


解 入 这 是 另 -种 缩短 和 .我 们 容易 得 到 


i 


缩短 法 当然 就 是 像 在 第 5 章 讨 论 过 的 差分 项 求 和 .和 》) y, 了 可 以 方便 地 估算 , 假如 y; 可 以 表示 成 - 


Sllog ’ = - > [log(ti 一 1) 一 logi] =- logn. 
:22 42 


下 自 
个 差分 ， 因为 这 样 一 -来 Di 二 DAY, = Yorl 一 YY, ， 


17.2 ”对 短 和 > i 进行 估算 


解放 由 于 宕 可 以 用 阶 滋 多 项 式 来 表示 . 它 反 过 来 可 以 表示 为 差 (参看 第 4 党 ) ,任何 这 种 宪 和 可 
以 被 缩短 ,在 本 便 中 


n 


Di 二 Sin 十 2 十 G1 十 9 
1=1 


a 6 ti | 
SE tsi ti tsi 


1412， 


数值 分 机 


= + 1 1 冯 ( + 1 全 人 | D+) 


一 0 Ht2n 1 3n + 38 — 1). 
线 担 的 医生 可 以 汪 亿 的 方式 处 理 . 
对 >2, (2 +3i+2) 进 行 估算 . 


4 上 


解 #8 口 于 季 和 可 以 通过 和 差 进 行 估算 , 所 以 多 项 式 值 的 和 是 易 得 的 融 产 品 .例如 ; 


六 3 S12 _ "rt DQ + etD 7. 
-1 rE :1 
mm 


解 “4 它 也 能 够 写成 差分 的 和 , 癌 想 第 4 章 中 具有 和 负 指 数 的 阶乘 多 项 式 , 我 们 得 到 
1 可 1 ., 1 
Ditr + 1 27+ 1)(ir2)y t+ + 2)° 
得 出 已 AT 
并 由 此 得 出 已 知 和 缩短 为 二 7c 二 
在 本 例 中 这 个 无 穷 级 数 是 收 敏 的 ,而 且 


1 1 1 
2 i(i + 1)(7+2) 4 


:=1 


-| 加 + 一 四 
对 2 i 3 进行 估算 . 


解 SB 像 这 种 简单 的 有 理 丙 数 (以 及 查 题 17.4 中 容易 求 利 .这 里 


3 "lil 1 i ,LiL,1l1 _1! _l 
Dr Di ral 2 3 n+] n+2 xt+3 


=] 


, a 3 11 
该 无 窃 级 数 收 就 于 2 NT -6 


快 收敛 级 数 


17.6 


17.7 


sin7 屡 成 的 Taylor 级 数 , 要 取 x 大 的 多少 项 才能 对 0 与 x/2 之 间 的 所 有 自 变 其 提供 8 
位 的 精度 ? 

解 & 由 于 级 数 sinr = > (- 12-1f(2i+1)!1 为 具有 稳定 递减 项 的 交错 级 数 . 只 用 n 项 时 其 
截断 误差 将 不 想 过 第 (w+ 1 项 .这 类 级 数 的 这 个 重要 性 质 使 截断 误 盖 的 估计 变 得 相对 地 容易 .这 里 
我 们 得 到 fm/27257151 8107 人 ,所 以 正 强 级 数 取 7 项 对 整个 区 间 中 得 到 8 位 精度 是 确定 的 . 

这 是 -- 个 快 收 襄 级 数 的 例子 .由 于 其 他 的 自 变量 可 以 通过 函数 的 周期 性 来 外 理 , 所 以 所 有 的 自 
变量 均 被 禾 盖 .然而 要 注音 , 在 自 变量 的 化 简 中 会 出 现 有 效 数字 的 严重 损失 ,例如 , 取 zs31.4 我 们 
得 到 


snr sz sin3l.4 =sint31.4 — 10x) = sin(3]1.4 — 31.416) 
=sin(— 0.016) = — 0.016 

用 同样 的 并 法 sn31.3s 0.116 而 sin31.5=s0.084. 这 就 意味 着 ,虽然 输入 数据 31.4 已 知 有 3 位 有 效 
获 字 , 时 是 输出 数字 连 一 位 有 有 效 数字 部 不 肯定 .基本 上 是 和 昌 蛮 量 + 小 数 点 者 过 的 数字 位 数 决 定 所 得 
到 的 sinx 的 靖 度 ， 

e” 展 成 Tayjor 级 数 要 取 x 星 的 多 少 项 才能 对 0 与 ] 之 间 的 所 有 自 变量 提供 8 位 的 精 
度 ? 

解 ”g 这 级 数 就 足 训 悉 的 @' = 2 /i .用 了 于 它 不 基 变 错 级 数 , 其 截断 误差 不 会 是 小 于 弃 掉 前 


第 “项 . 这 里 我 们 采取 个 简单 的 比较 试验 ,假如 我 们 将 级 数 在 ." 项 后 截断 , 财 其 并 关 为 


| 


a Ir! Ta+1 】 


nm 工 _. 1 
i + 
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17 .8 


17 .9 


及 出 于 了 和 1 该 误差 将 不 会 超过 


ntl | 1 i 了 
-一 一 一 | 1 - 一 
fn Fl ! sz {n+ 2 | 


et _ 1 


Te 1- litn + 2) 


_ yr2 
tr -ll n+1 

阁 它 揭 强 超过 第 个 陪 云 的 项 当 5 一 11 时 这 个 误 营 异 约 为 2:1 乓 ,因而 表 昌 多项式 为 11 次 的 . 例 
旭 , 在 = 上 处 相继 的 项 如 下 ; 

1.00000000 0.S0000000 0.041666687 0.00138889 .00002480 0,0000002& 

1.00000800 0.16666667 0.00833333 0.00019841 0.00000276 0.00000003 
它们 的 总 和 为 2.71828184, 它 在 最 后 一 你 上 由 于 含 入 在 “个 单位 的 说 差 ， 

这 个 误 善 曾经 能 肯 败 Lagrange 形式 ( 题 11.4) 也 作 过 估计 , 它 苔 出 


FE = 五 re 其 中 日 区 二 区 工 


= 
计算 e -到 6 个 有 效 数字 . 
解 ”# 千 这 题 作为 例子 说 明 一 个 重要 的 其 别 , 对 6 位 我 们 可 以 如 在 是 17.7 中 对 了 = .10 那样 进 
行 .然而 这 个 级 数 收 合 得 很 慢 且 丰 另 -类 的 斌 烦 , 闻 作为 二 个 较 太 数 的 莽 来 丈 得 这 个 小 数 时 我 们 要 
丑 括 有效 们 .工作 审 8 位 来 效 得 e190.00004540, 它 只 有 4 位 有 效 数字 .让 交 错 级 数 中 常 有 这 种 玉 
失 . 双 精度 算术 (以 两 倍 多 的 位 数 进行 工作 ) 侦 名 公克 服 这 种 围 难 .然而 , 这 里 我 们 简单 地 计算 c" 然 
后 取 其 倒数 其 结果 是 e ussn0.0000453999, 它 准 确 到 最 后 -一 位 ， 
在 题 14.34 中 秩 分 (2/ [本 | ed 是 以 Taylor 级 数 法 在 x = ! 处 进行 计算 的 .假设 该 
a 

级 数 用 于 大 的 x 值 , 然而 为 了 避免 舍 人 误差 的 增长 取 不 超过 20 项 相 如 .与 4 位 精确 相 
容 工 可 以 取得 多 大 ? 
解 4 年 被 积 级 数 的 第 "项 符号 除外 为 2r3m -xf2n -1)(n 1)1, 由 于 这 个 级 数 是 具有 稳定 递 
减 项 的 交错 级 数 , 截断 误 蔡 不 会 超过 算 一 个 被 略 去 的 项 . 

病 用 20 项 我 们 要 求 (2AAyzrdy 和 201 之 5.10-5, 它 近似 地 导出 <<2.5. 对 于 这 种 自 变量 级 数 
快速 地 收 繁 是 以 满足 我 们 的 约定 .对 更 大 的 自 变量 并 不 如 此 了 . 


加 速 方法 


17.10 


17.11 


并 不 是 所 有 的 级 数 收 伍 得 如 前 面 那 些 题 那样 快 .由 一 项 式 级 数 
.1 


1l+x 


2 


y=]1-7x 


从 0 到 z 积分 我 们 得 到 


3 上 
arctan 二 TT 一 TT 
3 5 7 : 


在 工 =1 处 它 络 册 Leibnitz 级 数 


为 得 到 4 -位 精度 需要 这 个 级 数 的 多 少 项 ? 

和 解 ”HE 由 于 这 是 一 个 具有 稳定 递减 项 秀 交 错 级 数 ,所 以 截断 泛 差 不 会 超过 被 省 略 的 第 一 项 . 根 
如 这 个 项 为 0,00005 或 更 小 一 些 , 我 们 必须 用 大 约 为 1120,000 以 外 的 项 ,这 也 就 是 要 10,000 项 . 
对 这 么 大 县 的 项 类 和 我 们 可 以 预计 舍 和 人 误 盖 将 积累 到 最 做 单位 舍 入 误 营 的 100 倍 , 然而 在 情况 老 
到 难以 幅 信 时 该 累积 基肥 可 能 增长 到 最 大 误 益 的 10,000 倍 . 琅 论 如 何 该 级 数 都 不 可 能 导出 入 于 计 
算 rr4 的 令 人 满意 的 算法 ， 

应 用 11 童 中 的 Euler 变换 于 上 题 中 的 级 煞 以 得 到 4 位 精度 . 

解 ¥ 最 佳 的 过 程 是 将 前 几 项 加 起 来 并 对 科 下 的 部 分 应 用 变换 .例如 ,到 S 倍数 


144 ， 


典 信 分 析 


1 一 二 + -76046 
列 出 随后 的 儿 个 倒数 肌 它 信 的 差分 如 下 : 
0 .04762 
+14 
D.04348 66 
348 14 
0.04000 32 3 
—206 -11 
D0.0370D4 +141 
255 
0 .03448 


Euler 变 搞 为 
"(dy 1 1 1 ,1 
FO My y+ 二 2 251 ”= 2 加 n+ 8 32m -1 
并 应 用 于 我 们 的 表 得 到 
O0238L + DDOtnd + 0.00008 + 0.00001 = 0.02494. 


最 后 我 们 有 
王 1 
4 7 
它 鹤 确 到 5 位 .总 起 来 说 , 原 有 级 数 只 要 用 15 开 而 不 是 10, 000 项 . Fuler 变换 常常 会 产生 像 这 样 的 
概 好 的 加 速 , 然 而 它 也 有 不 成 功 的 时 眉 . 


17.12 ”由 公式 


=1- 地 + 二 + 0.76046 + 0.02494 = 0.78540, 


区 - 1 1 1 
4 = 2arctan 5 + arctan 7 + 2arctan 8 


来 计算 x/4, 进行 到 8 位 . 
解 E 李 这 例子 说 明 这 函数 会 有 多 么 特殊 的 性 十 可 以 用 来 加 速 收敛. 级 数 


Bretany = 这 4 


对 世 在 涉及 的 自 变 基 值 都 将 快速 地 收 仇 .我 们 发 现 用 不 超过 该 级 数 的 5 项 得 到 ; 


2arctan 四 = 0.39479112, areTSDI 术 = 0.14189705， 2arctan 言 = 0 .24870998, 


总 起 来 为 .78539815, 景 后 的 -一 位 应 该 为 6. 
17.13 ”为 舍 算 级 数 3) 汪汪 需要 取 多 少 项 才能 准确 到 三 位 ? 


+ 1 

和 解 上 从 :i=45 开始 的 项 都 比 0.00905 小 ,所 以 这 些 项 中 没有 一 项 会 独自 影响 第 三 位 小 数 . 线 

而 ,由 于 所 有 前 项 都 是 正 的 , 显然 从 i = 45 开始 的 项 的 和 会 影响 到 第 二 位 , 也许 甚 至 第 二 位 . Stegun 
及 Abramowita{ Journal of SIAM ,1956) 证 明 对 3 位 精 并 来 说 实际 需要 5745 项 .这 是 慢 疏 效 正 项 级 
数 的 一 个 好 例子 . 

17.,14 ”由 "比较 法 ”估算 题 17,13 的 级 数 淮 确 到 3 位 , {这 个 方法 类 似 于 通过 削减 奇 异性 来 对 
奇异 积分 进行 估算 .) 
解 LE 本 上 出 较 法 小 及 引进 -- 个 具有 同样 收 伍 速率 的 已 知 组 数 .例如 

ce 1 ll 1 

2 2+1 2 六 2 + 1 


[| 7 


后 面 我 们 要 证 明 右 边 第 一 个 级 数 为 吕 /6, 第 二 个 比 其 他 的 收 化 更 快 ,并 且 我 们 得 到 


3 | 一 7 1 1 1 i + 
A+ 21201 90012 6a501 72+ 70!" ~ O5079%, 


正好 用 了 夫 项 .从 xz/16=1.64493 中 减 去 它 ,最 给 结果 为 1.07695, 它 可 以 会 入 到 1.077. 
17.15 ”证 明 间 题 17.14 中 得 到 的 结果 至 少 准 确 到 3 位 . 


第 十 七 章 和 司 级 数 


证 上 我 们 级 数 计 算 的 珍 断 谨 益 为 
1 | "1 wl 
Ej 之 i 


稍 后 莫 证 明 右 边 第 一 个 级 数 为 虽 /90, 而 第 二 个 至 少 为 1.08200. 这样 已 < 1.08234 - 1.08200 
D.00034. 国 为 由 加 的 是 11 个 有 5 位 精度 的 数 , 扩 忆 其 全 入 涡 蕉 不公 超 过 11:5:10 *. 因 此 ,全 起 来 
的 误 共 不 会 超过 0.0004, 使 得 我 们 的 结果 能 准确 到 3 位， 


17.16 应 用 比较 法 二 2 3 二 过 一 
+1) 
解 4 这 个 级 故人 上 题 中 昆 直接 求 和 的 .然而 ,以 此 为 例 说 明 比 较 法 如 何 芭 复 地 被 应 用 ,请 注意 
到 
i 1 一 1 
Da dE Di 
直接 估算 后 一 积分 得 出 六 1 沿 + 辣 + 可 区 T6550 +， 它 得 出 0.51403. 从 /90 中 减 去 它 ,我 
们 得 到 
之 RT ~ 108234 ~ 0.51403 = 0,56831 
它 与 上 两 题 的 兰 果 十 分 一 致 , 那 蛙 同样 的 和 计算 得 0.56798 带 有 一 个 估计 误 莽 为 0.00034, 该 误 莽 
估计 几乎 是 完美 的 . 
17.17 ”估算 》 二 到 4 位 ， 
ri 了 
解 ”fF 这 个 级 数 收 伊 得 过 于 慢 些 市 不 能 令 人 人 满意 .应 用 比 园 法 
> 11 
之 全 i+ 3 i- ii+1) 2 一 
右 端 第 一 个 级 数 是 可 缩短 的 , 在 题 17.4 中 已 知 它 精 确 地 为 - .后 一 个 可 以 直接 求 和 ， 
LD 
24 1 216* 960 * 3000 * 7560 * 16.464 
得 出 为 0.04787, 从 1.25 中 减 去 它 ,最 后 我 们 得 到 VI 一 1.20213, 它 准确 到 4 位 ,关于 “个 更 
精确 的 结果 可 参见 题 17.39. 
Bernoulli 多 项 式 
17,.18 “Bernoulli 多 项 式 Bi(z) 定 义 为 


= - SS 


Bi(0) = B, 并 推出 对 这 些 数 B, 一 个 递 推 公式 ， 
解 将 zx 模 成 0. 我 们 有 


Bo = 1, > [a =0， 当主 二 名-… 


把 它 邱 开 来 , 这 个 方 得 组 说 天 B, 可 以 管 无 困难 地 水 个 决定 ， 


Bo = 1， 

Bo + 2B1 = 0， 

Hu + 3B1+3B, = 0， 

Bo 1 4B1 + 6B; + 4B; - 0， 


数值 分 析 


等 次 .因此 头 几 个 下 为 


1] 1 _ _ 加 1 
Bn = 1. BI- Ba: = 6 By = 0， B= 30° Bs = 0, Bs — 机， 
等 等 .这 所 用 的 方程 组 世 可 描述 成 下 面 的 形式 
(B+ri}y -8-0, 当 大 = 2,3,…， 
它 可 以 却 解 为 在 应 用 二 项 式 定理 之 后 辞 个 “每 ”B' 可 以 换 成 旦 . 
17.19 寻找 Bernoulli 客 项 式 的 … 个 显 式 公式 . 
解 从 定 六 方程 各 上面 处 理 过 的 .c =0 的 特殊 情况 有 
~ | 了 ud 上 
(5 |» 外 | ~ Dm) 
比较 两 迪 六 的 系数 俩 得 
1 : 1 , 
HD) BI 
或 者 
由 , 
Bilr)= DI Br 
r= “ 
头 几 个 Bernoulli 客 项 式 是 
0 - 1, B(x) = 了 3 一 7 十 六 zx， 
_ 工 
BI{x} 一 上 2， Biry}= x _ 2c3+ 7 
1 
Br) = -rth Bs(x) = -rt 
等 等 .公式 可 以 概括 成 B(xz)= (<c+ 瑟 六 这儿 形 一 次 地 理解 为 应 用 了 二 项 式 定 理 且 随 后 每 个 “每 ” 
B' 换 成 了 日，， 


17.20 证明 下 fr)= iB,_1(zx). 
证 和? 定义 方程 可 以 写成 


对 微分 并 以 上 通 陈 ， 


i > 2 [eS] 上 


但是 写 交 方程 还 可 以 写 段 
te — 也 
ar] = DIB | 
并 比较 右 侧 的 系数 ,B'(z)=1B,_ (zx) 对 于 i=1,2,…, 辣 时 注意 通过 对 B(x)- (rz+B) 的 形 起 
微分 立 得 同样 的 结果 . 
17.21 证 明 旦 (rt+ti) 一旦 (r)= Er 
证 形式 | (虽然 进行 严格 的 证 明 不 会 太 团 难 ) 从 (B +1 -说 出 发 ,我 们 得 到 
Dl Die 
或 者 (B+]+r)' -i(B+i)xr + 
从 Bernoulli 多 项 式 简 要 公式 ( 题 17.19) 它 立刻 转化 成 Biz+1) -Br)=ir-!, 
17.22 证明 B,(1)= B,(0) 当 i>1 时 . 
证 有 在 上 是 中 将 z 摸 成 0 站 得 这 个 站 果 . 


| 
17 ,23 证 明 | B(x)dr = 0 对 i = 1,2,.. 
本 


-1 


， 沫 省 :原文 [一 TT 误 为 i- 1 
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17,24 


1 7 ,23 


17.26 


17.27 


17.28 


17 ,29 


证 本 凭借 前 而 的 那些 题 ,有 


: B11) - Bd 
| Cr)dz = 一 1 ) -1 2 
0 1+1 


给 出 Botr)=1, 题 17.20 与 17.23 的 条 件 同 样 也 能 决定 Bernoulli 多项式 .以 这 种 方 
法 决定 Bif(zr) 和 Balx). 
解 8 由 Bix7)= Bolxr) 得 出 Bi(x)}=xX+ Cj 其 中 心 是 一 个 常数 ,要 BI1(z) 的 积分 为 0, Ci 必 
须 为 -172. 然 后 由 BXzr)=2Bi(z)=2x-1 得 出 Bitz)=z2-z+C 要 Bi(z) 的 积分 为 0 常数 
Ca 必须 为 176. 以 这 种 方法 可 以 依次 决定 每 个 B(x). 

证 明 下 2，1=0 对 i=2,3,"…， 


t t t+ e-l Br 
f(D) = ia 全 


是 一 个 偶 函 数 , 即 f(z)= f( -~ 贡 . 所 有 + 的 奇 次 法 的 系数 必定 为 零 ,使 得 对 所 有 河 数 i{i = 1 除外 ) 
B,=0, 

定义 Bernoulli 数 声 . 

解 GF 这 些 数 定义 为 5 =( 一 1)""1B2, 当 i=1,2,…, 因 此 


_1 1 了 
ti 6 #047 30' 六 在， 
上 3617 
2 一 30， bs ™ 66， £ S10 7 
P| _ 691 _ 43,867 
3 和 2 5 2730， 798 ， 


这 在 以 题 17.18 中 的 递 推 公式 来 计算 相应 的 数 5, 是 容易 验证 的 . 
以 Bernoulli 多 项 式 对 p 次 短 的 和 进行 估算 . 
解 # 央 为 由 题 17.21 有 AB,(x)= B(x+1) 一 Bi(r)= rc' 1, Bermoulli 多 项 式 握 供 宕 鸭 数 的 


Beiifa+1) - Bif0) 
= > p+ TABpri(z) = pe . 


用 Bernoulli 数 对 形 如 5» 1/k” 的 和 进行 估算 ， 


解 # 知 稍 后 将 证 明 ( 参 看 三 角 交 近 的 章节 ) 郴 数 
F(x) = B(x), DOEr<l. 
Fi{lrim)= F(x), 对 整数 1. 
作为 Bermoulli 函数 , 其 有 !1 为 层 期 可 以 表示 为 
Flx) = 人 -11390341 {i 
当 # 为 偶数 时 ,而 当 =” 为 奇数 时 它 是 


F, (rr) = {~ 让 ft 本 | 


casenkr 
7 ， 


2 . Csin2rRz 
(2x)” k=1 RR" . 


当 2 为 偶数 时 , 辟 如 说 n=2i, 我 们 令 民 =0 便 得 到 


1 ,1 Fa C0) (2r)* 
3 Ea | 2027)1 


Ca 


但 是 F,(0)= B20) = Bz; = (一 1)i*15,, 国 而 De = b(2n)2/2(22)! . 


于 特例 ， Dw = rm/16， Fig = x1/90 等 等 . 
证 朋 Bernoulli 数 皆 为 正 的 ,并 且 它 们 随 i 的 增加 变 得 任意 地 大 ， 


数 音 分 村 


17.30 


证 8 江 意 到 1< > 1762 二 Ve = 276< 2, 我 们 发 现 


2020)! A427)! 
(an ne 


特别 悬 所 有 均 为 正 数 而 且 它 们 随 i 的 增加 元 限 止 地 增长 ， 

+ sl a - _ > _ 

证 明 当 i 增加 时 ]:m A b=1. 

证 ”和 它 也 基 由 是 17.38 中 的 组 数 很 快 地 得 到 . 除 坟 =1]1 这 项 外 所 有 的 质 当 ;增加 时 区 于 让 并 
用 国 为 1 是 的 递减 区 数 ， 


故 , 当 p>1 时 ， < pdr = 
当 户 增 加 时 (在 我 们 的 情况 下 p= 为 记 了 所 归 求 的 寻 果 .由 于 这 级 数 的 测 
有 项 均 为 正 的 ,还 可 得 出 总 六 2(02 站 1 2 


Euler-Maclaurin 公式 


17 .3] 


用 Bernoulli 多 项 式 导 出 带 有 谋 差 估计 的 Euler-Maclaurin 公式 , {该 公式 曾 在 第 11 章 
中 道 过 算 子 计 算 获得 过 ,但 是 不 带 误差 佑 计 .) 
解 。53 找 们 从 分 部 积分 并 始 , 并 用 B. (2)=Bo(t)=1 及 BCUD)= -BO)= 广 的 理 实 - 


rk 1 1 1 ， 
[yd = | yOBADd = m+ 9%) | y(nBi(d. 
0 全 J" 


再 一次 进行 分 部 积分 ,利用 来 自 题 17.20 的 BX1)=2B1( 习 以 及 B2(1)= Bi 的 = 获得 


ytd = 二 (om 十 名 一 Toy Yt+ 3 yb 
| 2 2 0 2 
下 一 个 分 部 积分 带 来 的 基 
1 fr! oa i ! 
到 | B20 = (B27) ， 


1 
一 可 | Ba dr 


但 是 由 于 B83(1)= Ba(0) = 小 所 以 积 出 的 项 消失 ， 玉生 弥生 


1 人 ecoa Ci)dt -- 一 Ly {ryB (| 十 + 刘 yr Br)dr 
2 ? 24? 4 
-bl 人 9 yf Bat)de. 
24 2 7! + 


因为 Ba(1)= Bf0) = 了 = - 生 - 名 中 刘 行 下 寺 ， 我 们 推出 结果 


-1 
J ,sa 一 六 (an < + > > 与 2 人 -1 本 +R 
1 l 
其 中 Ry = GT] Ba ed 
对 Rs 进行 分 部 积分 , 积 出 的 部 分 仿 为 堆 , 导 出 


_ 1 
人 { 忆 由 i ! J yn tI Byorit tddt, 


相应 的 结果 对 其 他 的 硅 相 继 整 数 之 闻 的 区 间 也 成 立 . 进 行 求 和 ,我 们 发 现实 质 的 缩 节 并 得 到 


KR; = 


、 “ 1 {~ pb:; bi| yD 2 
i = | yd + F907 ») - 2 (27)1 Dn Yn | ， 
具有 误差 


Ey, RD Fog (t) di, 


~ Gr) 
其 中 Fasft) 是 题 17.28 中 的 Beraoulli 丽 数 ,是 Bermoulli 密 珊 式 Bys (r+) 的 周期 性 的 招展 .同样 的 讨 
论 可 以 用 在 牧 数 白 变 量 x 与 5 之 间 而 不 是 与 .我们 也 可 以 党 许 65 恋 为 无 穷 ,假定 我 们 遇 到 的 级 
数 写 积分 是 收 各 的 ,在 这 种 情况 下 我 们 假设 y( 二 和 它 的 导数 在 无 穷 远 处 都 变 为 零 , 所 以 公式 就 变 
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17 .32 


17.33 


17.34 


域 了 


a 1 4 { | i 
之 人 一 | yg 一 Th + ~ a 


通过 使 用 Euler-Maclaurin 公式 对 车 和 六 进行 估算 . 


7 
解 ” 活 在 这 种 情 闹 下 甬 数 yt{1) -人 所 以 取 天 =2 前 监 的 级 数 有 办 .此 外 , E 变 成 零 . 二 为 3 
{1) 为 零 .其 清 果 与 是 17.2 的 相同 . 


4_ 1 ss 1 ,1.,,: 
ae = +4 2 7 + T3140 )— 


1 


7204249 1 


= + (2n + 1}(3x: + 3x — 1). 
这 是 -个 例子 ,在 该 例 中 在 EulerMacaurin 公式 中 直 的 增长 导出 一 个 有 限 和 . {是 17.27 也 可 能 证 
应 用 于 这 和 .) 


在 假设 收 仇 的 情况 于 计算 Euler 常数 C=lim(l+ 7 十 二 十 二 一 logn).( 同 时 参 
看 题 17.77) 
解 “5 利用 题 17.1, 它 可 以 补 呈 成 C = 1+ > | 工 ng 于 


Euler- Maclaurnn 会 式 现 可 以 诬 用 ] 3y001=1r logt+Jogf -1). 各 实 上 将 头 儿 项 直接 求 和 然 
后 在 级 数 的 剩 傈 部 分 应 用 Euler-Maclaurin 公式 条 为 方便 ， 计算 到 8 位 
:—1 


i 


9 1 ' 
1+ S| + og | — 0.63174368, 
‘a 
使 用 10 与 oo 为 积分 限 , 我们 首先 计算 
下 


”| 
hl+ — logt + logt: — Dj 一 (1 -= 1]og 2 


1 所 


0 
=— 1 9logl0 - og a=— 0.05175536, 
第 一 项 来 自 于 上 限 , 通过 "不 定式 "计算 而 得 .接着 


pe =- 0.00268026， 5 一 - 0.00009259 
六 — 0.00000024, 


在 无 穷 远 处 所 有 的 值 均 为 零 .将 刚才 所 得 的 $ 项 相 加 得 Cs0.57721567. 用 10 位 进行 计算 并 只 要 

组 多 加 -项 会 导出 更 好 的 近似 Cs0.5772156650, 包 涉 身 具 是 万 第 10 位 上 大 了 -=-- 个 单位 ， 
在 此 例 中 用 Euler-Maclaurin 公式 可 得 到 的 精度 是 有 限 的 ,到 个 转折 点 之 后 , 使 用 更 多 的 项 

{ 增 加 2) 将 导致 对 Euler 常数 看 差 的 过 近 而 不 是 更 好 , 斤 言 之 ,我们 用 了 一 咎 发 散 级 数 欧 少数 几 项 


irl 
水 得 到 我 们 的 结 染 . 为 了 说 明 它 , 我 们 只 各 注意 到 该 级 数 的 第 ; 项, 它 是 [7 人 


| 生生 -一 |. 并 且 由 题 17.29 知 包 超过 2(25)! /(2x)*”, 它 保证 了 这 一 项 无 限 地 增长 ,对 


Euler Maciaurin 级 数 来 沽 发散 较 之 收 合 更 为 上 典型 . 

一 辆 卡车 在 燃料 满 负荷 的 情况 下 行驶 的 距离 为 1"leg” .证 明 , 假如 在 沙漠 边缘 有 一 个 
无 限制 的 燃料 供应 的 话 ,那么 该 卡车 就 可 以 横 跨 无 论 有 多 宽 移 沙漠 .估计 和 需要 多 少 燃 
料 才 能 跨 过 宽 为 10"leg" 的 沙漠 ， 

解 ”B 卡车 在 燃料 的 个 满 芍 下 在 沙洲 上 可 以 行驶 ileg 宽 . 有 二 次 满载 的 话 可 以 采用 如 下 策 
略 :加 满 油 和 的 卡车 在 沙 江上 行驶 到 173leg 处 把 所 加 油 的 173 留 在 那 电 的 一 个 油 久 中 , 卡车 返回 到 论 
漠 边 上 的 燃料 仓库 , 油 正好 用 完 .第 二 次 加 浅 油 后 驶 至 油 久 处 ,将 存 的 油 再 加 上 ,这 样 一 次 满载 卡车 


可 以 由 此 贰 出 六]eg ,因而 就 可 以 在 沙漠 上 行驶 + 二 eg 如 图 17.1 所 示 . 在 仓库 有 3 个 满载 前 顽 


料 可 用 时 ,两 个 来 加 能够 在 深入 沙 汉 - 二 Jeg 处 建立 一 个 存放 着 够 满载 的 酒 访 . 第 三 次 加 满 油 后 卡 
车 开 到 滑 负 处 就 有 | < + 全 | 满载 可 用 . 重复 前 面 的 策略 所 多 许 达 到 的 旅程 就 是 1+ 二 + 工 lee 如 


“150 ， 数 信 分 术 


图 17.2 所 as. 


前 两 次 行驶 


第 -次 行驶 


几 17.1 图 17.2 


一 个 类 仆 的 策略 , 多 许 用 次 满载 的 顽 笠 ,在 沙漠 上 是 | 1+ 小 + 二 + … + 一 | eg 远 .由 于 这 个 
和 数 当 ,增加 时 可 以 任意 地 增 大 .所 以 只 要 在 仓库 时 有 足够 多 的 油 可 用 就 能 够 横路 任意 宽 的 沙 
淡 

为 了 估计 经 过 一 个 10leg 宽 的 沙 济 所 需要 的 糙 料 有 多 少 , 我 们 写 


1 lll 
Itt ta itt yt 


1 1 ] 
- 了 [11 方 + 


并 应 用 题 17 ,33 的 通 近 |; 


了 工 ，,.. 
lt+3+ + 3 


1 1 zzlegt2x) + 站 一 工 (legn + (0) 


1 


= Tlogn + log2 + pr logn + 0.98， 


要 它 达 到 10 对 来 涪 几 竺 是 1 志江 

Wallis 的 无 穷 乘积 

17.35 求 得 Wallis 关于 的 乘积 .反复 地 利用 从 积分 表 中 可 以 查 到 的 弟 推 公式 
解 8 | = 二 sin 2dr. 当 n>1, 
容易 地 带 米 结果 


了 28 -了 2 


mA 
，28+1 = | . 
| Sify xdr = 8 +1 3k 3 ， sinT dr . 


rr ma 
| sin trd.e 二 1 " 2 二 “ | dr ' 
在 n 
mi 


计算 余下 的 积分 并 将 - ' 个 结果 除 以 另 - :个 结果 ,有 


ml 
sin2trd 
x 2.2.4.4.6.6.2k. 2 J 7 
2 ”7133.55.72R 1 (2h+ 1) WE 


2k+ 
si txdr 


当 上 点 增加 时 两 个 积分 的 商 收 误 于 】. 它 可 以 证 明 如 下 . 南 于 nec sinyr 之 1， 


2 i mw 
0! sme!lrdr <| sintrd7 <| sin2t lrdr, 
"hn 站 让 


用 第 一 个 积分 去 除 并 用 最 初 的 弟 推 公式 


2 2 
Sip 7 dx 
加 | _ | 
革 妆 - 本 一 3 


| sin*tl rdr 
n 


这 个 商 的 极限 确 为 1. 因此 
x 
2 1-3.3.5.5.7.(28 -1)(2k + 1) 


它 就 是 Wallis 无 究 莱 积 . 
17.36 ”获得 Wallis 关于 yx 乘积 . 
解 于 由 于 lim 2k/(2k +1)=1, 上 是 的 结果 可 以 号 成 


第 十 七 齐 和 与 级 数 


"SL 


和 2 2 
2 im 和 和 2 1 
取 平 方 根 并 十 和 人 招 少 的 整数 ,我 们 得 到 
HE 2) 
¥2 = lini 3 ra 1 /ZE = Jim (any va 
出 它 亲 得 三 alhs 绑 禹 具 右 形式 
2 
yn = lirn (RVI 
在 干 是 中 要 有 阴 到 它 ， 
关于 大 阶 项 的 Stirling 级 数 


17,37 “对 大 阶乘 导出 Stirling 级 数 . 
和 解 上 旺 在 EnolerMarlaurin 公式 中 令 y{1) -logt 并 用 1 与 n 作为 限 .于 是 


k 
1 (i 
logl + log2? + 7 + Iogn — nlogn — n+ logn + > 27007 5 ] — ni 


n F. 图 
-| 2prtlt) di 


1 (2k 1) et! 
可 将 蕊 重新 安排 成 
: , 
1 A 
logn! =tn+t 3 Jogrx ~- n+e— 2 OF ni 


+ Fasritt) 


2 {et 


其 中 


{— {Db 上 下 2 di 
1 


= 之 (2 02 -1) -1) {2 二 了 7 全 1 
为 了 人情 算 ,在 上 面 的 方程 中 令 一 oo .有 限 和 的 裤 限 为 零 . 因 为 Fakri 为 周期 的 所 让 积 分 是 青 界 
的 , 其 性 态 与 17z 关 相同 ,因而 慨 限 也 为 零 .因此 


Ln 
， nle ; 
© = lim log TT 7 lim logay. 
+ 


现 以 一 个 小 小 的 按 巧 玉 计 算 这 个 极限 .由 于 o = 合生 7 aas = 了 2 我们 发 现 
a? 2 
i 


lima, = lim 亚 2 nan 1) 
由 Walls 关 - 二 /x 的 攻 积 , 因此 c =log vy 2x. 现在 我 们 的 结果 襄 以 写成 Stirling 级 数 
Al en Ea 8 【一 1) 二 2 的 


jg 


误差 为 EE, = rd .对 于 大 的 a 这 意味 着 允 数 接近 于 零 . 使 得 n! = 2xn'' te ", 


17.38 ”用 Stirling 级 数 通 近 201 . 
解 0F 对 于 = 20 级 数 本 身 就 变 成 了 5 ~ 于-000 + … 汪 0.00417 到 5 位 ,上 只 用 了 一 项 . 现 
在 我 们 有 
Jog20! = 0.00417 - 20 + log V2r + 20.5log20 = 42.33558 
20! < 2.43281 ，1013， 

它 几 季 准 确 到 5 位 .为 了 更 高 的 精度, Surling 级 数 的 更 多 项 可 能 被 使 用 , 然而 重要 的 是 认识 这 个 级 
数 不 是 收 襄 的 . 对 疝 定 的 , 当 上 增加 超过 某 -点 时 ,项 数 增 加 误差 片 嫌 长 更 快 .这 一 点 从 页 六 
272& 2 向 事实 可 以 得 出 { 大 看 题 17.29) .正如 将 被 简短 地 证 明 , Stirling 级 数 是 断 演 绕 数 的 
- 例 ， 


17.39 计算 1/ 到 7 位 . 
4 


:152 ， 数值 分 析 


| 
解 。 睫 将 头 9 项 和 直接 地 加 起 来 得 到 Yi -1.19653199 .用 Fr) = 1 Euler-Maclaurin 公 
上 


式 现 在 包 合 
| 业 — 由 005 二 7G0) = 小 .0005 
1 - 
Lr _ in _ 
-127 (人 — 0.000025 zap C140) — 0.0000008 
总 起 米 就 是 1.2020569, 它 改进 了 是 17.17 的 结果 . 
渐 近 级 数 


17.40 ” 定 文 -个 渐 近 组 数 . 
解 8 今 S00) 一 ge 如果 当 2 一 时 imi fx)-S,(7)]/z" 一 00 对 任何 测定 阶 正 整数 


1 


Yl VY ar. 
17-0 
用 一 a 来 代 蔡 ,应 用 同样 的 定义 ,级 数 在 zo 处 渐 近 上 Fr) 
或 者 所 有 情况 中 最 有 有 的 是 在 无 突 远 处 的 浙 近 展 式 .如 果 当 f 一 中 时 
lim [fx Sr)] = 0, 
其 中 现在 SC) YY ap , 则 Fr) 在 无 穷 近 处 有 一 个 斯 近 级 数 ,并且 我 们 把 它 写 成 


1= 们 


这 个 思想 可 以 进步 地 推广 .例如 ,如果 


Er) -gf  S 
h(x] 和 之 


那 冬 我 们 也 可 以 说 Az1? 有 下 面 的 渐 近 表达 式 


T 
1 


HD ~ ga) + AD 于 
注意 这 些 级 数 中 没有 -个 被 假设 为 收 伊 的 . 
17.41 获得 一 个 关于 | (e-!/1)dt 的 渐 近 级 数 
和 解 ”837 到 次 进行 分 部 积分 就 带 来 


T rT i 
等 等 .最 后 人 们 得 到 
fiz} = | a 二 «|+ - 训 + -3 二 1 GD! | R,, 


其 中 R, = 【一 Do idt. 由 于 | R, ,< nle yr"tl, 我 们 有 
a 四 tf 
z| eft) - 2», 一 | | < 对 ， 


所 以 当 I 一 加 时 它 的 极限 确 为 零 . 这 使 得 ef(xr) 渐 近 于 级 数 而 且 由 我 们 推广 的 定义 
il 41412 并 .2 + | 


frie 


注意 这 个 级 数 对 每 个 x 信者 发散 . 
17.42 证 明 在 使 用 上 是 的 级 数 时 所 涉及 的 截断 澡 差 不 会 超过 略 去 的 第 一 项 . 


证 8 起 断 误差 愉 好 是 R. 略 去 的 第 一 项 为 (- 中 "2e za zl, 它 等 同 于 在 题 17.41 中 出 


1 x 2 rl 4 
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现 的 民 , 的 估计 . 
17.43 ”利用 题 17,41 的 汤 近 级 数 来 计生 fA(5). 
解 鳞 我 们 发 现 
ef(5) a .2 00.04 -006 0.00958 + 0.00745 0.00746 + 
在 这 以 后 的 项 就 增 太 ,时 于 误 郑 不 超过 我 们 略 去 的 第 -项 ,只 帘 要 用 # 项 , 共 顷 果 为 
£5) se 30.166) = 0.00112, 
最 后 - -位 可 通 . 值 得 指出 的 是 ,该 级 数 不 能 产生 比 这 时 精确 和 的 fF(5). 对 更 洒 的 犁 变 措 ,所 夺 到 的 
精度 育 实质 的 改进 但 还 是 有 限 的 ， 
17.44 ”用 题 17.41 的 级 数 来 计算 了 (10). 
解 0 内 6 位 进行 计算 ,我 们 得 到 
et fF(10) 0.1 — 0.01 +0.002 -0,006 + 0.00024 - 0.000120 + 0.000072 
-0.000050 + 0.000040 - 0.000036， 
在 这 以 局 项 就 增 估 .将 前 9 球 相 如 ,我 们 有 扰 101s<e (0,091582} 寺 0.0000041579. 最 后 一 位 可 
疑 .在 土 题 中 可 这 到 2 位 精度 .这 里 我 们 已 运作 到 4 位 数 . 渐 近 级 数 的 基本 思想 是 自 变量 x 增 大 时 
误 莽 欧 于 窑 . 
17.45 证明 Stirling 级 数 是 渐 近 的 . 
证 了 以 mr 扮 演 的 前 色 ,F(z) 的 前 色 为 对 数 ( 参看 题 17 37), 我 们 必须 证 四 
人 
《2 下 十 了 172 1 
由 于 Fasift 隐 周期 1 旺 复 着 , 故 Fassift 在 区 间 (0,1) 中 的 性 态 是 有 界 的 ,豆奶 说 | 下 < 好 .上 
是 有 


limn* IE, = lma2t-| dr = 10. 


nt ln 


| RE, | 
2 (Dk + nt 


而 且 随 着 n 的 增加 它 变 得 任意 地 小 ， 
17.46” 找 出 关于 | ei 的 渐 近 级 数 . 
和 解 上 隔 逐次 分 部 积分 法 再 一 次 为 有 效 的 .首先 
| ee = 四 -ed | 
接着 以 同样 方 东 继续 做 下 去 , 我 们 得 到 


十 
3 rs 


其 中 R， = 1.3.5…(24 - D| ex? 人 2- 臣 dr. 这 余 项 可 以 政 写成 
L135 (2n 1) sn Rus. 


民 ,= 


7 
夫 为 两 个 余 项 均 为 正 的 , 由 此 得 

R, < Se 
它 达 到 了 两 个 目的 . 一 是 证 明了 截断 误差 不 超过 第 -个 省 略 的 项 . 二 是 由 于 它 也 使 limer rzn 1R。 
= 0, 证 明了 该 级 数 为 其 近 的 . 


17.47 以 题 17.46 的 级 数 计 算 V37X| 2d . 
4 


解 党 取 . =4 我 们 得 到 


* 译 往 : 原 交 为 Barrilt). 


数值 分 析 


/2 es [0.25 — 0.015625 + 0.002930 — 0.000916 + 0.000401 — 0.000226 


+ ,000155 一 0.000126 + 0.000118 — D0.000125 + …] 
一 直到 质 才 始 增加 为 止 .停止 在 最 小 的 项 之 前 其 结果 为 
/二 「 e/g a 0.0000633266. 
Td 
2 这 个 数字 可 疑 . 它 与 我 们 在 题 14.31 中 的 结果 十 分 相符 .独立 的 计算 互相 地 确认 是 非常 令 人 剖 心 
的 . 广 意 到 在 这 二 个 间 题 中 浪 法 的 差异 以 及 日 前 这 个 计算 的 简单 性 . 
17.48 “寻求 关于 正 藤 积分 的 一 个 汤 近 级 数 . 
解 E 玉 分 部 积分 再 - 殊 证 明 册 有 四 的 .首先 


sr) -=| sd = ss -| tqr. 


! 卫 


接着 类 似 地 做 几 步 就 生成 了 级 数 
上 sin | os ceosr ，simz doosz 31sinz 
二 1 二 I: 3 x 


像 上 面 那些 匡 中 痢 样 可以 证 明 它 是 沐 近 的 . 
17.49 ”计算 $s;(10). 
解 ” EE 在 上 勘 中 令 x= 10. 
S10) <= — 0.083908 — 0.005440 + 0.001678 + 0.000326 - 0.000201 - 0.000065 
+ .000050 + 0.000027 — 0.000034 — 0.000019 
在 这 以 后 余 荡 与 正弦 项 都 开始 增 大 .这 10 项 和 人 洁 入 到 一 0.0876, 它 准 确 到 4 位 . 


补 充 题 


17,50 把 bE 一 3z + 2) 表示 成 差分 的 和 并 于 以 估算 . 
i=1 

17.51 把 > is 表示 成 差分 的 和 并 于 以 信 算 . 
rr 


17.52 把 > ;7 让 表 示 成 差分 的 和 并 于 以 信 算 ， 
r= 
17.53 以 Fuler-Maclaurin 公式 估算 题 17.51 的 和 . 
I7.54 以 Euler-Maclaurin 公式 刁 算 题 17.50 的 和 . 
17.55 ”需要 余弦 级 数 的 多 少 项 能 在 自 变量 从 0 到 xy2 范围 内 提供 8 位 精度 ? 


17.56 证 明 
_» .1 1f D .2p. 
HIT NI TY2 Ti+E nD sp -1 RD 1 
加 六 4 一 工 16—1.,3 
= — By 2 D+B, 4 D 
- 双 1 
D+ | yo 


其 中 B, 为 Bernoulli 数 ,把 它 应 用 于 对 x/4 的 Leibnite 级 数 来 获得 6 位 结果 0.785398 . 


17.57 应 用 Euler 变换 信 算 1- 方 + 方 - 方 到 4 位 
机 5 :到 8 -位 ,确认 这 个 闭 果 为 用 .91596559 


1 
日 _ 于 
17,59 使 用 Euler 变 撞 证 明 1 p+ joe3 ond … 到 4 -位 等 于 0.0757. 


17,58 ”使 用 Euler 变换 估算 1 一 


17.60 应 用 Euler 亚 换 于 log2=1 十 十 5 
17.61 当 自 变量 > 值 天 大 时 用 级 数 
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:1153 - 


17.62 


17.63 


17.64 


17.65 


17.66 


17.67 


17.,68 


17 .09 
17.70 


17.71 


17.72 
17.73 


17.74 


17.78 


17.76 


17.77 


17.78 


17.79 


17.80 


17.81 


17.82 
17.83 


17.84 


的 20 项 可 以 产生 有 4 位 精度 的 结果 ? 
余 纺 级 数 cosz 一 ] -二 oa+ … 表 要 过 少 项 才能 保证 在 从 0 到 xy/2 秀 区 间 范 围 内 有 8 位 的 精 
度 ? 

当 白 变量 x 旧地 天时 用 


了 5 了 


t -rr -+ 工 xs -二 + 
arctanz 一 了 3 区 5 了 了 这 


能 产生 6 位 的 精度 ? 
对 级 数 snhz -x+ 本 + 机 -条 以 被 让 去 的 第 一 项 来 舍 计 其 夫 断 误 郑 .( 为 乒 一 个 可 能 的 方法 见 题 
17.7. ) 当 自 变 量 x 值 多 大 时 用 20 项 就 足以 达到 8 位 精度 ? 


外 用 题 17.14 的 比 校 法 计算 >，1AE2+a+l) 到 3 位 .[ 使 用 >， 17r+1)7=1 作为 比较 级 数 .,] 
1=1 "i 


利用 感 17.17 的 结果 以 比较 法 计算 闪 J70a + 1 到 3 他， 
F 一 1 
以 比较 法 计算 SC + 2i+2) 到 3 位 ， 


以 比较 法 计算 > ,Ai4+ 1) 到 3 位 . 
r=1 


从 是 17.18 的 阅 鹤 公式 确定 头 10 个 5 数 . 
从 题 17.19 的 公式 写 出 Bo(z) 到 Bio(z)， 


I+1 
证 明 | B{r)dr = 


像 在 题 17.24 中 那样 确定 B;(x} 和 Batx). 
从 Qotz)=1 出 发 被 条 件 
Qi = fr) QO0) = 0 


所 确定 的 是 什么 样 的 儿 项 式 ? 
使 用 题 17.28 米 计算 > 11/ 妇 当 户 =6.8 太 10 时 的 值 , 蛤 证 其 结果 为 x51945, /9450, 及 10193 555， 
=1 - 
使 用 Euler-Wiaclaurin 公式 来 证 明 > = n(n + 1}74. 
r= 放 


使 用 Euler-Maclaurin 公式 来 对 > + 7+ 2) 进行 和 估算 .与 题 17.3 进行 比较 . 
司 用 Euler-Maclaurin 公式 来 证 明 


号 。 二 2 Iogn = C+ 元 + | Ha, 
其 中 己 为 Euler 常数 而 Fi(t) 为 Blift 的 周期 延 招 . 它 证 明 5, 的 收 襄 性 并 允许 当 xn 为 大 数 时 估计 5S， 
及 己 之 间 的 差 . 

凭 和 借 Euler-Maclaurin 公式 证 明 


_1 1 Dit+l 、 
C= log2+ 本 二 2 | 2 中 + 误差 项 


并 用 它 估 算 Euler 常数 .证 明 当 增加 时 , 右 侧 的 各 变 成 一 个 发 散 级 数 . 从 哪 一 项 开始 级 数 项 将 僵 
来 傅 太 ” 
参照 题 17.34, 证 明 横 跨 -个 5leg 宽 的 沙漠 需 要 3000 次 以 上 的 满载 燃料 . 


计算 > 178&s%2 到 6 位 ， 
=1 


计算 21/(24 -12 到 3 位 . 
k=1 
.1 1 ,1 1 1 
精确 地 售 算 + 一 161+25 
精确 地 个 算 题 17.81 的 和 . 


汪 明 Euler 变换 将 > | - 十 转化 成 一 个 收 敏 更 忆 的 级 才 


狂 俏 分 本 


| ， 
二 醒 Euler 空 换 将 3 | - 3; 转化 成 “个 收敛 更 得 的 级 数 
Stirling 琢 笋 点 生 21 其 精度 为 何 ? 他 哪 点 上 王 数 的 项 开始 增 大 ? 
于 出 油 刘 级 数 
六 3 3.7 


| ， 1 2 | LL -一 
SOT Os” 3 ss 5 9 
4， “271 2 2°7 


六 当 z=10 时 使 用 它 , 尽 你 所 能 得 天 尽 可 能 高 的 精度 . 


第 十 八 章 浆 分 方程 


定义 

术 思 差分 方程 可 以 潮 望 为 指 … 个 包含 差分 的 方程 .但 居 诸 如 

A2ye t+ ZAyE + y=0 
的 一 个 例子 它 可 很 快 地 化 简 为 y=0, 这 说 明 差分 组 合并 非 永 还 是 方便 的 , 甚至 可 能 是 模糊 
不 清 的 信息 .因此 善 分 方程 通常 直接 用 y 表 出 .例如 
3 

其 中 ai, 5: 是 整数 自 变 量 & 的 已 知 前 数 , 它 也 可 写 为 Ays = (a4 一 1)ys + Bi, 但 它 一 般 并 不 一 定 
有 用 .总 之 , 差分 方程 是 定义 在 一 个 离散 自 变量 zs 的 集合 上 的 函数 值 y 之 癌 的 关系 式 . 假定 
这 个 自 变 量 等 距 分 布 ,一 般 改 写 自 变 基 zi = xo+ 如 .使 我 们 有 了 束 数 自 变 芋 到 

差分 方程 的 解 对 某 连 续 整 数 上 的 集合 满足 差 分 方程 的 一 组 值 y .差分 方程 的 特性 使 得 解 
序列 能 递 推 计算 .例如 上 例 中 如 果 已 知 yi 就 可 以 很 简单 地 算出 只 + 于 是 某 一 个 已 知 值 就 可 
启动 整个 序列 的 计算 . 

差分 方程 的 阶 是 差分 方程 中 最 大 自 变节 和 最 小 自 变量 上 之 间 的 差 ,上 面 最 后 一 例 是 一 阶 
的 . 


与 微分 方程 的 相似 之 处 


差分 方程 理论 和 微分 方程 理论 间 存 在 着 惊人 的 相似 之 处 .例如 一 阶 方程 一 般 确 有 一 个 解 
满足 初始 条 件 yo = 4 .而 二 阶 方程 一 般 确 有 一 解 满足 两 个 初始 条 件 yo = 4, y1= 8B. 把 这 种 相 
似 之 处 进一步 强调 如 下 ， 

1. 在 这 两 个 研究 课题 中 求解 的 方法 是 相似 的 . 对 一 阶 线性 差分 方程 是 借助 于 求 和 来 求 

解 .而 相应 的 一 阶 微 分 方程 是 借助 于 积分 来 求解 ， 例如 方程 w+ = zy cerls y0= co 
有 名 项 式 解 
Y= eg + Cx tt cn. 
由 次 分 方程 本 身 递 推 地 计算 这 个 多 项 式 来 求 这 个 多项式 的 值 . 这 种 方法 称 为 Hormer 
方法 * . 它 比 通过 标准 的 方 赛 求 值 法 更 经 济 . 
. 双 工 沙 数 定义 如 下 


kt 


$7) = DC 
其 中 C 是 Euier 常数 , 它 是 一 阶 差分 方程 


Ag{z) ~ 1. 


二 1 
的 解 的 求 和 形式 ,这 也 赋予 它 具有 1/(x + 1) 的 有 限 积分 的 特征 ,对 于 整数 自 变量 mn 可 
得 


rn) = DC 


这 个 函数 在 差分 方法 中 起 的 作用 多 少 有 点 类 似 于 微分 方程 中 的 对 数 函 数 . 例如 对 比 这 
两 个 公式 可 得 到 


* 译注 ;如 中 国 的 秦 九 珊 方 法 . 


数值 分 析 


vw .站 ya) 

+ alk+b) 五 一 人 
六 dr Int# + 1)}- Inta+1) 
1 《人 poi 


各 种 和 数 可 以 用 双 本 晒 数 及 其 导数 米 表 水, 上面 是 一 个 例子 . 色 一 个 例子 号 
> i = $1) - $00) - y(1), 
可 以 证 明 它 等 于 到 16. 
工 函 数 和 双 卫 范 数 的 关系 由 下 式 给 出 


T(r+l) 
Flr Ti) = Be. 


3. 二 阶 线性 齐 次 方程 
Yer2 + Cit 二 az = 0 
的 解 族 是 其 二 CU 二 CT 
其 中 ww 和 ww 本 身 是 方程 的 解 ,c1, ci 是 任意 常数 ,和 微分 方程 理论 : 样 ,这 称 为 莹 加 
席 理 . 假 没 Wronskian 行列 式 


Hk i | 
Wy 一 
IHE-l UE ] | 
不 等 于 0, 这 个 方程 的 任 - 解 都 可 通过 适当 选取 c; 和 ea 而 表 为 u 和 wi 的 上 述 形式 的 


善 加 . 
4, 常 系数 情形 , c; 和 4; 是 常数 时 , 可 容易 地 求 出 中 和 也 , 设 ri 利 7 是 特征 方程 


ri+awrta=0 


的 根 .其 解 是 
ma = rt De 当 al> das; 
ug = ve = Rr* 当 @1s daayrl= rz 一 了 
ue = R*sinkd ws = Rtcoskt 当 a cd4usy risra= Ricosd + 7sing). 


这 与 微分 方程 的 相似 性 是 明显 的 .这些 wy, vi 的 更 ronskian 行 借 式 不 等 于 0. 因 此 经 过 
全 加 我 们 可 求 得 差分 方程 的 所 有 解 . 
Fibonacci 数 ( 斐 波 那 契 数 ) 是 
Vat2 = Vatl tt Nk 


的 解 的 值 .而 上 是 根据 上 面 第 一 种 情形 , 它 能 表 为 实 唆 函数 .它们 在 信息 理论 中 有 菜 些 应 


用 ， 
5. 非 齐 次 方程 二 1 二 
的 解 族 是 Yet Cavet+ Yi 


其 中 wy we 问 前 ,而 Ys 是 所 给 方程 的 一 个 解 .这 也 类 似 于 微分 方程 的 结果 .对 某 些 初 
等 函数 b, 推导 相应 的 解 Y 非常 简单 . 


美 分 方程 的 重要 性 


我 们 对 差分 方程 的 兴趣 有 两 方面 .首先 它们 的 确 出 现在 应 用 中 .其 次 很 多 求 微 分 方程 近似 
解 的 方法 中 包括 用 差分 方程 代替 微分 方程 . 


题 解 
一 阶 方程 
18.1 给 定 初始 条 忻 yo=1. 弟 推 地 求解 一 阶 方程 yy ;1 = ky + 让?. 


第 十 六 前 差分 太 程 


18.2 


18.5 


18.7 


解 9 这 个 例 了 说 明了 益 分 万 我 在 计算 上 的 优点 .只 要 进行 简单 的 训 法 和 乘法 运 委 就 能 逐次 求 
得 Yk 的 值 ， 


+1 -0， v1- 1， 53 6, YW4 = 27, 35 一 124, 
等 等 .差分 方程 初 信 站 | 题 永远 能 以 这 种 简单 的 递 推 方法 式 得 ,但 是 我 们 常 党 希望 了 解 解 鳃 数 的 特性 . 
这 就 需要 求 出 解 的 解析 表达 式 , 但 是 仅 在 某 些 情形 才能 求 得 这 府 的 表达 式 . 
给 定 画 数 wk 和 &, 带 有 初始 条 件 yo -- A 的 一 阶 线性 方程 wii =aa+ 员 的 解 的 性 质 
是 什么 ? 
解 ”ff 如 同上 述 问题 中 的 方法 - 样 ,我 们 求 得 


3 bo 

WN = A 091 + bat Bs 

3 一 ay Ba aE + ouaboy tt aati + Ha, 
等 等 ,以 疡 表示 纠 积 p= woag*…w，1;, 上述 表 这 式 吕 表现 为 

| | 
Tp Tp pn! 

这 可 以 用 代入 法 形式 地 证 明 . 至 于 在 … 阶 线性 微分 方程 情形 , 这 个 结果 仅 部 分 成 立 .对 微分 万 程 而 
吉 , 解 能 用 积分 表示 .这 里 我 们 有 和 的 形式 .然而 在 菜 些 情形 , 可 以 进步 改 进 . 重要 的 是 确实 有 - -个 
解 满 吓 苇 分 方程 和 前 先 给 定 的 宫 始 条 件 yw = 有 A， 
在 a =r, 估 = 全 的 特殊 情形 解 函 数 的 性 质 是 什么 ? 
解 ”# 这 时 题 18.2 的 结果 简化 为 苦 获 数 mw = Ar" .这 种 形 函 数 在 其 他 方程 的 解 中 也 起 重要 作 
当 dr=r0 二 1 厚 yo= 有 六 二 1 时 , 解 孙 数 的 性 质 是 什么 ? 


解 现在 本 18.2 的 结果 简化 为 


HH 


1 > T 
当 和 =4=co 时 ,方程 mi= zys + cst 的 解 明 数 的 性 质 是 什么 ? 
解 ”88 这 一 问题 很 好 地 说明 了 有 时 由 差分 方程 方法 可 很 好 地 计算 简单 函数 的 值 .这 里 题 18.2 的 
铺 困 变 成 ww 一 cqx* 十 cr + 十 cy 这 个 解 取 为 多 项 式 形式 . Horner 方法 计算 这 个 多 项 式 在 自 变 
其 x 处 的 值 需要 逐次 计算 yt, ya: 这 总 共有 次 恢 法 和 #5 控 可 法 .而 它 等 价 于 把 多 项 式 重 新 
写成 


二 


它 比 一 : :地 构造 x 的 寡 , 然后 用 标准 多 项 式 计 算 值 更 有 效 ， 
举 初 值 yo = 1 时 方程 w+1-“ 二 +1 的 解 的 性 质 是 什么 ? 
解 睫 题 18.2 中 的 加 在 这 里 变 为 加 一 al /x". 而 所 有 的 名 =1. 于 是 解 表 为 


了 1 
1 六 


Pn 好 
国 此 当 增加 时 ,limzrowznl = ei. 
当 yo=1 时 ,y+1=[1 一 z?/(k+1》]ys 的 解 的 性 质 是 什么 ? 
解 kz 题 18.2 中 的 名 在 这 旦 等 于 信和 而 A=1, 使 得 


yn — pn = {1 72)|1 cil 于 ) 1- 三). 


2,…, 上?# 时 ,这 个 乘积 等 于 零 . 当 ”增加 时 我 们 遇 到 这 个 无 穷 乘积 
中 2 
limy, ， ll E 一 (E+ 7 


下 
5 

ll 
由 
二 
H 


可 证 明 它 等 二 (sinrx ) xr. 


双 工 函数 


18.8 


“ 登 进 " 求 和 方法 ,取决 了 能 把 一 个 和 数 表 成 差分 的 和 数 ， 


160 ， 数值 分 术 


5 一 2 二 Yrtl Yo 
即 涡 要 求解 一 阶 差 分 方程 
Ayr = Vert — Yh = by. 


当权 =1/(k+1) 时 ,用 这 个 方法 解 差分 方程 并 求 和 ， 
解 、G 由 定义 双 卫 函数 为 wz) = 站 -CC 开始 ,其 中 心 是 Euler 常 数 . 对 一 切 vi 


可 直接 求 得 


工 
让) 


StT) = yr +1)— ylr) -了 | 


"il_l 1 .| 1 
JE 
当 z 取 整 数 信 时 , 艾 如 z=“, 这样 就 担 供 了 求 整数 倒数 和 的 新 的 形式 ,由 上 于 


> 1 nl 
、 + 1 = > Ab) = 区 (1 -0) = pln) + CC， 
£=0 


= 由 


我 们 也 可 把 它 重新 写 三 
因此 对 上 数 育 变量 , 双 函数 是 - -个 熟悉 的 荐 .其 性 态 在 图 18.1 表 出 . 当 我 们 想起 Euler 常数 的 定义 
及 大 的 正 数 x 的 对 数 的 性 质 , 就 不 会 惊奇 .在 某 种 意义 上 , 由 y(n) 引 出 的 sfz) 很 像 当 下 贡 数 引出 
的 阶乘 


tn) = 2 -CC. 


Wt) 


图 18.1 


18.9 ”对 任意 4z, 求 和 数 > 1/(k + +) 的 值 . 
A=1 
解 下 根据 题 18.8, 对 任何 z, 风 工 +1) - ylx)=1/(x+1), 用 k&+:-1 代替 x 得 


ptE+ I)— Hig+t-1)}= 
玉 在 我 们 就 有 本 依 次 生 进 和 的 组 成 部 分 ,并 得 到 
了 了， i DR pt = gn+tt)— yt). 
=. ul 


tt 


记 +2 


18.10 ”借助 双 了 函数 求 级 数 >)1/(k + a)(k + 5) 的 值 . 


解 ”&5 利用 部 分 分 式 法 得 到 


| 1 __l 1 1 1 
7 2 TR ps | |. 
现在 利用 上 题 , 此 式 成 为 


点 = 了 


[gfa +ah)- wa)- pnt+ b+ pih)]. 


fn 一 


$a 
根据 题 18.8 中 的 定义 ,经 简单 的 运算 可 得 


1 _ 1 . 
binta}- gn+ b)= (a DO Tra rab) 


18.11 


18.12 


18.,13 


18.14 


所 迪 当 一 下 时 ,这 个 差 凡 深 为 极 乳 .最 后 可 得 


SN — Pe) pa) 
DR lms, pn 


求 (Cr), g(r) 靠 级 数 形式 的 公式 
解 和 对 题 18.8 中 的 级 数 微分 可 得 yg (x) = 3 1k + x)? , 国 在 任何 不 售 负 整数 的 区 间 这 个 
级 数 关 上 -至 收 分, 该 计算 有 效 .重复 之 可 笠 


pe _ vy -2! 3 a 媳 
{x} 得 风 《1 rs 等 等 


特别 地 对 整数 所 变量 ,根据 题 17.28 可 得 几 (0) - > 17 = /6 .然后 彼 们 每 次 喊 去 -项 可 得 
=1 


TL ， 开工 
l= 1, ww (2) 人 开本， 最 地 次 (n) = 局 1- 才 a 


玉 级 数 六 二 2 二 


解 几 这 进步 说 明 包 含 基于 二 的 有 理 项 的 和 或 级 数 是 如 和 何 通过 双 函数 求情 的 .再 次 引入 
部 分 分 式 


nm 24] [3 _ 1 I | 

EI RET Ot +] {+ 1 
前 两 项 不 能 分 别处 理 ,这 是 因为 其 级 数 是 发 散 的 .然而 如 同 在 题 18.10 中 一样 ,它们 可 以 在 -起 外 
理 , 具 结果 是 


。 | | 
ree sO} + wy (1) = 
其 他 的 用 埋 项 求 丰 可 以 类 伏地 处 理 ， 


求 级 数 >» 12 + 22+4 OO ke 的 值 ， 


解 ”8 如 同 在 题 5.2 中 求 平方 和 .我们 可 用 下 式 代替 此 和 


x 


6 24 
2 EETDOR TD Py 1 ri 一 + 
四 为 这 一 个 级 数 中 没有 -个 自身 是 收 徊 的 ,我 们 并 不 分 开 来 不 理 . 推广 用 于 刚才 解决 问题 的 方法 ， 
我 们 把 上 式 重 写 为 


[i6 6 6 6 i 4 24] | 
il | (iT -| posit 
sr 6 

' 21 


— 6[ $1) — gC0)]+ | sl 六 | - g(0) |. 
这 里 , 古 18.10 在 基 后 - 沙 被 用 了 两 灌 . 最 后 
2 i ee B= lp 2 ) -e+ 12c. 
FE 明 z=T(x+1)/T(r+1) 也 有 性 质 A9({xr)=1/(x+1), 这 里 T(x) 是 了 瑞 
数 ， 
证 


Ei 


PF 对 于 正 数 >, 三 国 数 的 定 这 如 下 
二 一 Er 1 
Tix) | e "ldr. 


分 部 积分 得 熟悉 的 性 质 有 (二 1 = 
喷 后 在 两 边 求 导 歼 得 到 
T(r+1)= rT {er)+ Tir) 


上 成 者 


第 [信人 划 差分 让 得 1161: 


"102 ， 


数值 分 折 


(rr+1l) 四 Ctr) 1 
T(rrl) Tir} rr? 
里 此 只 要 用 .cec+l 人 代替 .ce 即 得 到 所 需 的 结论 . 
因为 区 zz+ly y(tr)=17tr +1), 我 们 得 到 


IT{rti+l, ,, 
Flr+1)y $7) = A, 


这 里 A 是 常数 ,而 x 限制 在 间隔 为 1 的 离散 集合 .对 一 亡 除了 非 负 整 数 和 外 的 xz, 能 证 明 同 样 的 结 


论 ,常数 4 等 于 0. 

二 阶 线 性 方程 , 齐 次 情形 

18.15 差分 方程 wa + at rl+ wzys =0 称 为 线性 齐 次 的 ,其 中 a, 和 a; 可 能 依 束 于 角 . 如 
果 ws 和 wi 是 解 .那么 对 任 税 常 数 cj 和 rz 证 明 cw + csvs 也 是 解 .( 这 一 性 质 等 同 
丁 线性 齐 次 方程 .由 于 %% =0 是 解 ,所 以 这 个 方程 是 齐 次 的 ,) 
证 和 因为 ww,s;tajwur1+arus 0 和 Wet + qwrt qz 二 人 0. 第 一 个 方程 习 cj, 第 二 个 方 
程 滋 "> 并 相 加 得 到 

Cr2 十 CaURr2 + OCCI HET + CORY + 2t EME + cave) = 0. 

此 即 所 证 . 

18.16 ”对 于 常数 a, 和 a2, 证 明 两 个 实数 解 可 通过 初等 函数 求 得 . 


证 党 首先 设 a?>4as, 再 取 
tt 三 内 ， 如 一 内， 
其 中 ri 和 r; 是 二 次 方程 ?+ alr + a2=0 的 相 异 实 根 . 我 们 直接 可 证 
Ht2 + QIMEt1 + au = Fer + arr + a2} = 0, 
这 里 r 是 二 次 方程 的 任 一 根 . 此 处 的 一 次 方 侠 称 为 特征 方程 . 
其 次 设 ai = 4aa. 则 特征 方程 只 有 一 个 根 , 璧 如 说 是 x, 等 征 方程 可 写 为 


, 1 2 
rr 二 ji- 十 a = [| 一 全， 


现在 两 个 实数 解 是 
ur = Uh = Rr, 
对 于 解 wu 可 完全 同上 面 一 样 得 证 .至 于 vw 
(Rk + ret (lk + 1)rAtl + gaakrt 


= rifgtr? 十 air + qa2) + {2r + ai)r] = 0， 
这 是 因为 两 个 揪 导 内 络 等 于 0. 
最 后 设 a: <4az, 则 特征 方程 有 “对 共 因 复 根 Re: .代入 方程 得 


Rietr2e + arRet™ - a2 


= Ri(cos20 + isin28) + alR{cosd + isind) + a 


= {Ricos28 + alReosd + a2) + i{R?Isin2d + a Rsing) = 0, 


这 要 求 两 个 括号 内 都 等 二 0. 
Ricos28 + arReost + a =0, Risin2d + aRsing = 0. 
现在 来 证 明 差 分 方程 的 两 个 实 根 是 
wu = R'sinkd vi = Rtecoskd 
例如 对 uw; 有 


eta 二 I ME 十 EE2 
= RT?sin(k + 2)0 + arR*t lsintk + 1)0 + a Risinkd 
= Re {sinkd){ Ricos2h - alReosd + a2) + R*(eoskh) (RIsin2g + aiRsing) 
=0, 
这 是 因为 上 式 中 的 两 个 括号 内 都 等 于 0. 对 于 w 的 证 明 筷 平 完全 相同 . 


现在 可 知 ; 对 任意 常 装 既 1 柯 ea 声 程 yet2 + Aaya+tt + a2=0 都 有 一 旅 基本 解 MWe CU | Clk 
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18.17 


18,18 


18,19 


18.20 


18.21 


18.22 


设 A>1. 用 曙 函 数 求解 莽 分 方程 yy 142 一 2Ayx41+ i=0. 

解 、BEF 设 vw =r 代入 方程 必须 满足 r? - 24r +1=0. 于 是 得 到 -At+ vA 1=rm,rs 并 且 
2 
r=4- V4z-1ic<1.] 当 上 变 大 时 ,其 中 -个 释 函 数 成 为 任意 大 , 而 另 一 个 趋 于 零 . 

解 方程 yy 142 一 2y411+ y=0. 

解 EF 这 里 我 们 有 ao=4es=4,r-2r+l1=0. 仅 有 -个 根 -=1. 这 表明 w=1, ww 一 点 是 方程 
的 解 .而 六 -e+ee 是 方程 的 解 族 .根据 这 个 差分 方程 可 以 写成 A*y4 =0 的 事实 ,这 一 点 就 毫 不 
奇怪 “. 

解 yy2 一 2Ays41+ =0, 这 里 A<1l. 

租 和 王 现在 4a1<4a;, 特 征 方 程 的 根 变 成 


Rear Ativ1l A?= cod + ising, 
其 中 让 = eosg, 下 =1 因此 =sinkpw -ceos 妥 .于 基 有 解 族 
人 TIStnRP + CaroskP， 
函数 内 表示 为 A 的 多 项 式 时 ,就 被 称 为 Chebyshcey 多 项 式 , 例 如 
mn = 了 za 二 六 wv; = 2A2—1 
这 -问题 的 差分 方程 就 是 Chebyshev 多 项 式 的 递 推 公式 ， 
证 明 如 果 +arrt+te2 = 人 的 两 个 解 在 相 邻 整数 上 取 等 值 , 则 对 一 切 整数 让， 
它们 都 相等 ( 设 ez 天 0). 
证 内 设 屎 条 vw 是 在 &=m 相 = xm+1 了 时 取 等 值 的 两 个 解 .于 是 其 差 d= wy -vi 是 解 {和 根 
据 题 18.15). 这 时 dd, 二 dn.1= 二 0, 下 是 
dantr2 tt odnr1 + aodm = 0, dnri + ardn + ad, 1 = D0. 
由 此 可 推出 #412=0 和 和 dn-1=0, 同 法 可 证 对 十 >m+2 和“ 世 玉 一 1 依次 取 每 一 复数 有 ,二 都 
等 于 堂 .于 是 i 恒 等 于 零 , 即 wi 二 wv.( 很 设 a; 关 0, 只 是 为 了 保证 确 为 二 阶 差分 方程 . ) 
证 大 yy 42+ aryi11+a2%=0 的 任 一 解 可 表 为 两 个 特 解 uw 和 ww 的 组 合 . 
DE = ClUE + CU 
只 要 它们 的 Wronsky 行列 式 


WE Uh 


z0 


Tp = 


HE-l VUE-l 
证 喇 我 们 知道 cu + czvs 是 一 个 解 ,由 上 一 问题 知 ,如 果 在 的 两 个 相 邻 整数 值 上 它 与 3% 相 
等 , 它 就 与 %, 恒 绊 .为 此 ,我 们 选取 =0 和 = 1( 任 何其 他 相 邻 整数 都 行 ). 由 以 下 方程 来 确定 系 
笋 = 和， 
EIU + Coup 二 Yn CIM 十 2 有 1 = yl. 
因为 mi; 拓 0, 其 惟一 解 为 rt= (31z0 一 30o] le 二 (yc 一 807m1. 
证 明 如 果 对 某 一 上 值 , WwWronsky 行列 式 等 于 零 , 则 它 必 恒 等 于 零 ,假设 wi 入 是 题 
18.20 中 方程 的 解 .将 它 用 于 是 18.16 的 特殊 情形 来 证 明 ws 关 0. 
证 旺 我 们 计算 差分 
to {ur Oe — Vr He) — (Hv 1 — wue1) 

天 

二 【az 一 1) ros 三 TH 一 砚 于 
由 此 , 立刻 得 到 my = GT 因为 a2 尖 0, 所 以 使 wwk 等 于 零 的 惧 一 方法 是 必须 mo =0, 因此 就 便 
等 上 零 ， 

当 ms 恒 等 于 零 时 , 可 得 到 w/v 等 于 tw- 47v 1 对 -… 切 大 都 成 立 , 即 w/w = 常数 .这 对 题 18， 

16 中 的 xx 和 xz 是 络 对 不 可 能 的 .因此 那里 的 ws 不 可 能 为 过 . 
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18.23 ”通过 直接 计算 解 初 值 问题 
M2 = Nel + we wo = 0 y=1. 
解 BE 沼 取 &=0,1,2,…, 我 们 易 求 得 逐次 的 vi 值 1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144.…. 它 称 为 
Fibonacri 数 . 计算 清楚 地 沿 明 这 是 一 个 递增 的 解 序列 , 但 订 疫 有 给 出 蕊 的 精 镜 的 村 性， 
18.24 ”确定 上 题 中 解 的 特性 . 
解 ”# 灌 着 在 题 18.15,18.16 等 等 中 拟定 的 历史 轨迹 . 我 们 考虑 特征 方程 让 -1 1-0. 周 为 
这 4az, 世 以 有 两 个 实 根 , 即 ,x 一 (1 VY5)/2. 一 切 鲜 都 能 表 为 以 下 形式 


二 ' 中 
-| LS 4 ol Ls 
1 3 


为 了 满足 初始 条 件 ,我 们 要 求 + cs=0 和 ci| 1 | + L511. 因此 c= ca 
1T i* i 
站 3 -593 

18.25 对 Fibonacei 数 证 明 lim( yx ,yi)= (1 + 5)/2. 


证 IW 洁 为 了 得 到 这 -- 结 果 , 了 解 函数 的 性 质 是 方便 的 .利用 前 - 题 ,简单 计算 可 得 
ad 1 十 WA5 ,1-1 -vv Sr 二 St 
a 2 1 [( -VS ry5) 
而 (1 -wy5)/A(1+v5) 的 绝对 值 小 于 王 . 于 是 就 得 到 所 求 结果 . 
18.26 ”Fibonaeci 数 出 现在 某 些 包 含 信息 沿 着 通讯 线路 分 布 的 问题 中 , 系统 的 能 四 已 定义 为 
C=jlinflogy ,对 数 以 2 为 底 . 求 这 个 极限 的 值 . 
解 8 本 再 次 要 用 基 解 y 的 解析 性 质 .这 一 点 已 经 有 了 .而 且 我 们 有 有 
[5 1 ] 
| 2 ,| 


1og3k = ieg 广 log| 1 


3 二 1 


_， 上 1 + 3 "i1-v51*] 
= log | + log| 1 TS 下 
使 得 C= lim IEA og LS ,1 Liog| 1 [i -5 | | ]) =we 1 
| 2 
非 齐 次 情形 


18.27 方程 内 +ai 如 +a2 训 三 机 是 线性 非 齐 次 的 , 证明 如 果 内 和 本 是 相应 的 齐 次 
程 ( 即 站 =0) 的 解 , 其 Wronsky 行列 式 不 为 零 . 若 也 是 上 述 非 线性 方程 的 -- 和 人 
则 其 每 一 个 解 都 可 表 为 y= cw + cove+ .这 里 cj 和 cs 是 适当 的 常数 . 
证 8 党 用 y 表示 非 齐 次 方 各 的 性 一 解 , Y 表示 鞭 特 解 ， 
Warr at + a = bes 
Yes + 2 Yr + a Y, = Py. 
两 式 相 减 得 c++ 二 人， 
这 里 居 = 关 -号 .这 使 和 df 是 齐 次 方程 的 解 ,到 以 一 cut + czws. 展 后 得 到 ye = cy Tet- 
;这 就 是 所 需 的 绪论. 
18,28 ”利用 前 一 题 ,去 求 非 齐 次 方程 的 一 切 解 ,我 们 可 以 求 出 一 个 这 种 特 解 再 加 上 相应 齐 次 
方程 的 解 .用 这 种 方法 来 解 y ;2 一 yi41 一 ys 一 Ar. 
解 上 当 右 端 项 只是 每 函数 时 ,通常 能 找到 个 本 各 也 是 舌 岳 数 的 解 . 
我 们 在 这 里 试 疼 决 定常 数 C, 使 得 了 = 
把 了 代入 方程 得 到 Crifcz-r 1)=Ari, 因 此 C-Aite xr--1). 于 是 它 的 解 可 过 为 
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18.29 


18.30 


18,31 
18.,32 


18.33 


18.34 
18.35 


18.38 


18.37 
18.38 
18.39 
18.40 
18.41 


18.42 


18.43 


1 村 .4 


18.45 


18.48 


18.47 


如 果 rr -1=0, 此 法 无 效 . 
当 .rz 一 1=0 时 ,上 述 问 题 如 何 能 求 出 特 解 Y,. 
解 # 我 们 试 赂 确定 C, 使 得 Y= Chzxt. 
代入 方程 得 到 Ce[CR+2) .5c2 一 {二 +1)zx 一 上 = Azr*. 由 此 可 得 C= A/(2r:- x), 十 是 Yi 一 
Akrt/ {2x 了) ， 
对 哩 一 种 石 端 项 名 ,可 求 得 基本 解 Y,? 
解 上 每 当 儿 是 竹 绕 数 或 正 荡 国 数 和 剑 防 函 数 时 , 解 Y 就 有 类 似 的 性 质 , 表 18.1 对 此 说 明 得 


更 清楚 . 如果 天 18. 1 中 给 的 如 包 会 相应 齐 深 方 程 的 解 ,那么 用 有 以 这 个 Y 直到 不 再 包 舍 这 神 
解 . 我 们 将 进一步 给 出 例子 来 说 明 这 种 方法 的 有 效 性 . 


表 18.1 

by Yi 

A Cx 

让 Cat Ckt Cakit -+ Ck® 

SinAAk 或 cosAr ClsinAk + CacosAk 
Ak"rt Tot 
in 吉 rtcoss 认 CsinAR + CocosAk) 
补充 题 


给 定 w+ = r+ 上 及 yo= 及 ,直接 计算 y,,…, y4, 再 找 出 解 洛 数 的 性 上 质 . 
给 定 mw:i= 一 +4 及 yo=1, 直接 计算 y,,…, y4. 解 函数 的 性 质 是 什么 ”对 任意 的 yo, 你 能 否 找到 


解 的 性 质 . 
如 困 醋 务 以 正常 的 付款 额 分 期 付款 ,利率 为 1 未 还 结算 是 户 , 这 旱 P-L+iB 一 尺 . 初 始 侍 务 


是 Po=A, 证 明 P=A(1+ 让 4 一 RR 人 二 全 一 + 并 证 明 为 了 刚好 在 ， 次 还 款 后 使 P， 等 于 零 (P = 
0, 我们 必须 取 R=Ai/[1- {1+i)…*]. 

证 明 带 有 初始 条 件 加 = 2 的 差分 方程 yt1 = (+1)yw+ {8+1)1 有 解 = Ck+2). 

求解 y= ky + 2 ,yo =0. 

开题 18.5 中 的 Horner 方法 计算 p(x) 一 1+ +x?+…rs 在 z= 方 处 的 值 . 


把 Homer 方法 用 于 px)= -x3 + 了 5375 x? + ry9!. 

对 二 20 证 明 方程 (+ 二 ArT+a=2 一 3 有 解 加 =] 一 20. 

证 明 非 线性 方程 y ,| = yw/ {1+ wy) 有 解 y= C/A(l+ CCE). 

求解 方程 Ay, = (1/% 一 1) yi. 初 逮 亲 件 是 y=1. 

根据 题 18. 11 中 的 结果 计算 (0), yp 中 (1) 和 52) ,并 对 整数 自 变量 给 出 一 般 结 果 . 


异 助 于 y 隧 数 计算 Pat + 2)》 ， 

利用 题 18.41 计算 De +12)?. 

根据 级 数 定 义 ,用 加 速 方法 计算 #| 十 ,到 三 位 小 数 ,然后 根据 At = 1/(= + 1) 来 计算 y| 了 | 和 和 
于 如 | 

根据 上 匡 , 当 = 趋 于 -1 时 ,%(<) 的 性 态 如 何 ? 

计算 D/P) .这 里 Plx) 是 二 次 Legendre 各 项 式 . 


计算 ifT3(x) .这 里 T(x) 是 二 次 chebyshev 包 项 式 ， 


“66 " 
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计算 > 17P4(E) ,这 里 Plc) 足 由 次 Legendre 多 项 式 ， 


给 定 方 程 中 利 初始 条 件 = zy = 1, 直接 计算 ys,… yn 
用 最 18.16 中 的 方法 来 解 朋 题 . 
证 时 方程 5,2- 43411+4y4 =0 的 解 是 3 一 24(e1+ czk), 这 里 cj, es 是 性 意 常 数 . 
求 方 程 ,w= 人 0 的 解 族 . 币 求 出 满足 急 始 条 件 yo=0,y1=1 的 解 . 
求 方程 y+ 一 ?y+ 12y4 = cosk 的 解 满 甘 yo =0,y1=0. 
求 方程 4% 303 二 dy441+ 4 三 的 解 满足 yo=0, yi 一 上 0， 
证 明 方程 yy 42 一 2y411+2y4 =0 的 解 基 
Le 


Y= ci 2 )4sin 只 十 cf/ 2)ecos 


求 方 程 2w+a 5ywrt+2 汪 = 的 解 满 吓 初 始 条 件 yo=0,y1=1. 

求 方程 12+ 6%+41+25% ==2* 的 解 满足 yp 一 0, 1 一 0. 

求 方 种 yi 42 一 4y6 41+4y 二 sink 二 24 的 解 满足 y0= yi1=D. 

& 取 什 么 值 时 方程 yy .2-2%4411 二 (1 一 a 7 = 上 0 的 解 呈 振 荡 恬 态 . 

求 方程 p42 一 2y441 一 3yx = Pa() 的 解 满足 yo= = 人 这 里 Pa(t) 是 一 次 Legendre 多 项 式 . 

当 0<ea<x1 或 a=1 或 ea>1 时 ,方程 Wri Dor] t+ oy = 人 0 的 解 的 性 态 如 何 ? 

证 明 通 过 变量 代 换 昌 , = w+ ys 能 把 非 和 浇 性 方程 B41 = a -b/s 变换 为 线性 方程 03 一 am1 ~ 
by;, =0. 

证 明 对 于 偶数 N, 方程 y; ;2 ys 一 0 不 存在 满足 边界 条 件 yo=0, yw=1 的 解 . 

证 明 前 题 的 古 程 有 无 穷 多 个 解 满足 是 yo = yw = 

证 明 对 于 奇数 N ,方程 ys 一 y= 人 0 恰 有 一 个 解 满足 y=, yw = 上 求 出 这 个 解 .并 证 明 仅 有 一 个 多 
满足 =Jwv=0, 即 三 0. 
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经 典 问题 

解 微分 方程 是 数值 分 析 的 主要 问题 之 一 .这 是 因为 各 种 各 样 的 应 用 导出 的 微分 方程 很 少 
能 用 解析 方法 求解 .经 典 的 初 值 问题 是 求 一 函数 >(z) 满 足 一 阶 微分 方程 y = 六 zy), 并 取 
初 值 y(zo) = yo. 已 设计 了 各 种 各 样 的 方法 来 求 这 问题 的 近似 解 .其 中 洗 多 方法 也 被 用 来 处 理 
高 阶 辣 题 ,本章 集 中 讨论 这 个 问题 的 解法 ， 


il. 


2. 


hy 


上 


[es 


首先 提出 等 倾 线 法 .根据 y(z) 是 解 曲 线 的 斜率 的 几何 解释 ,就 给 出 了 全 解 族 的 定性 
图 . 滞 数 六 az 人 确定 了 每 点 的 斜率 .这 个 所 谓 的 “方向 场 " 决 定 了 解 上 曲线 的 性 质 . 
历史 上 的 Euler 方法 是 对 变 甚 zx, 应 用 差分 方程 

FET = Ve + hfes Ya) 
计算 一 组 离散 集合 上 yy 的 值 ,这 里 = x ;1~ x .这 尾 一 种 明显 的 不 杰 精 确 的 关于 y 
一 六 xz,y) 的 近似 . 


, 计算 解 的 更 有 效 的 方法 于 是 就 发 展 起 来 了 .多 项 式 近似 是 许多 众所周知 的 算法 的 基 


础 ,除了 某 些 级 数 方 法 , 多 项 式 近似 方法 实际 计算 的 是 对 应 于 一 组 离散 变量 zk 的 yi 值 
的 序列 .和 Euler 方法 一 祥 , 大 多 数 方法 等 价 于 用 差分 方程 代替 所 给 的 微分 方程 . 所 得 
到 的 特殊 的 差分 方程 取决 于 近似 多 项 式 的 选取 ， 


. 大 量 地 应 用 Taylor 级 数 .假设 f(x, yy) 是 解析 晒 数 可 以 求 出 y{x) 的 各 阶 导 数 , 并 可 通 


过 标准 的 Taylor 公式 写 出 关于 y(z) 的 级 数 . 有 时 一 个 级 数 可 以 对 付 所 有 感 兴趣 的 变 
量 .在 其 他 问题 中 , 一 个 级 数 可 能 收敛 太 慢 而 不 能 对 所 有 感 兴趣 的 变量 产生 所 需要 的 
精度 , 这 时 可 用 在 不 同 点 上 展开 的 Tayler 级 数 .任何 这 种 级 数 的 最 终 截 断 误 差 表 明 解 
将 被 Taylor 多 项 式 所 近似 ， 


, 龙 格 - 库 塔 (Runge-Kutta) 方 法 是 为 了 避免 Taylor 方法 中 可 能 包含 的 关于 遍 阶 导数 的 


计算 而 发 展 起 来 的 .用 给 定 函 数 f(x, y) 的 其 他 值 来 代 若 这些 导数 .这 种 方法 可 产生 
了 Tayler 多 项 式 的 两 售 精 度 . 最 常见 的 公式 是 
kl = hf(x, y), 


| 1 1 
有 2 一 | 二 他 hy 直方 有]， 
| 1 1 
天 3 = Hz 十 2 Ay 二 好 | ， 
4 = hf(z 十 hy 十 ks 
拟定 二 下) ss 名) 十 pd + 2 + 2k3 + ka), 


但 是 有 许多 变形 . 


. 预测 -校正 方法 包括 先 用 一 个 公式 来 预测 下 一 个 y; 值 , 然后 再 用 一 个 更 精确 的 校正 公 


式 , 于 是 就 可 以 不 断 改 进 和 精度. 虽然 稍为 复杂 ,但 足 这 种 方法 具有 通过 对 每 一 个 y, 值 
的 不 断 逼 近 就 能 作 强 误差 估计 的 优点 .简单 预测 -校正 步 是 
LA 二 
Yt 内 十 pA + yi). 


预测 步 就 是 Euler 公式 , 而 校正 步 称 为 修正 Euler 公式 .由 x = 六 (am yi) 和 
Dkr 了 x 41), 所 以 预测 步 光 估计 yi +41, 然后 由 这 个 估计 求 出 yi 11 的 值 ,再 去 修 
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正 P+: 可 以 继续 不 断 地 得 到 yi + 1 和 3 +1 的 校正 ， 直到 取得 满意 的 结果 . 
7. Mime 方法 采用 预测 -校正 步 


4 ， ， ， 
HT As Yr 3 Nha 1 


TAR yt + 人 (xf 十 和 3 t+ yat). 
容易 看 出 其 中 用 到 Simpson 法 则 , 它 商 先 需要 四 个 先行 的 值 (y ,wy 下) 这 


些 值 须 由 另外 的 方法 获得 . (通常 是 Taylor 级 数 )} 
3. Adams 方法 采用 预测 -校正 步 


nh ， ， ， ， 
Narl 二 435 ye SIy it BT yr-2™— Dye-3) 


Yerl SL ye + 入 (9yh + 二 kr Syk-1 + ye-2) 
和 Milne 方法 一 样 , 它 需要 四 个 先行 的 值 . 

误差 

截断 误 美 ” 当 用 部 分 和 来 近似 无 穷 级 数 的 值 时 就 产生 了 截断 误 芝 .这 或 许 是 这 一 术语 原 
本 的 用 法 .现在 它 已 被 用 得 更 自由 了 ., 当 差分 方程 代 蔡 微分 方程 时 , 随 着 每 向 前 一 步 从 上 到 到 
+1 就 产生 了 局 部 截断 误差 ,然后 这 些 局 部 截断 误差 用 某 种 不 清楚 的 方式 产生 累积 误差 或 全 
局 截断 误差 .不 太 可 能 通过 微分 方程 算法 的 实现 来 探索 误差 的 增长 ,但 可 以 作 某 种 粗略 的 个 
计 . 

收效 方法 ” 当 一 种 方法 不 断 改进 时 (级 数 的 项 用 得 越 来 越 多 , 或 者 相 邻 两 变量 的 何 隔 越 来 
越 小 ) 就 产生 收敛 于 准确 解 的 近似 解 序列 ,这 种 方法 就 是 收敛 性 方法 .可 以 证 明 在 适当 条 件 下 ， 
Taylor, Runge-Kutta 和 某 些 寞 测 -校正 方法 是 收 仇 的 . 收 伍 性 证 明 只 处 理 截断 误差 , 不 顾 必 回 
是 的 舍 人 误差 ， 

会 人 误 茵 不 用 名 说 所 有 这 些 方法 都 出 现 会 入 误 莽 , 有 时 还 很 量 要 . 它 比 截断 谋 莽 更 难以 
提 摸 , 而 且 仅 得 到 很 有 限 的 分 析 . 

相对 误 束 ” 近 介 的 相对 误差 就 是 误差 与 准确 解 之 比 , 一 般 比 谋 差 本 身 有 刘 大 的 兴趣 .因为 
如 果 解 变 得 较 大 , 那么 就 可 能 容许 较 大 的 误差 ,更 为 重要 的 是 ,如 果 准 确 解 减 小 ,那么 误差 必须 
同样 碱 小 ,否则 它 将 淹没 解 , 而 将 使 得 计算 结果 无 意义 .简单 问题 y = Ay, y(0) = A, 其 准确 解 
是 y=e*Y, 常 用 作 我 们 各 种 方法 中 探索 相对 误差 性 质 的 试验 .我 们 希望 这 种 方式 得 到 的 信息 
和 把 同样 的 方法 用 于 一 般 方程 y = F(x,y) 有 所 联系 .这 似乎 是 乐观 的 , 但 是 误差 的 研究 有 其 
局 限 性 . 

稳定 方法 ”是 一 种 希望 通过 初 值 使 相对 误差 保持 有 四 的 方法 .这 是 一 个 很 强 的 要 求 而 且 
很 难 证 明 .还 有 , 一 种 方法 可 能 对 有 些 方程 是 稳定 的 , 而 对 另 一 些 方程 是 不 稳定 的 . 仅 能 提供 部 
分 结论 ,特别 是 对 于 方程 y = 4y， 

误 闫 控制 ”涉及 到 一 步 一 步 地 测量 局 部 截断 误差 ,并 用 此 信息 来 确定 当前 的 步 长 旦 否 全 
适 .对 于 预测 -校正 方法 , 用 预测 和 校正 值 就 能 作出 实际 误差 估计 .在 Runge-Kutta 方法 中 ,用 
双 步 长 的 平行 计算 得 出 的 误差 估计 很 像 在 自 适 应 积分 中 .和 那里 一 样 , 这 里 的 目的 是 用 最 小 的 
努力 达到 指定 精度 的 最 终结 果 


题 解 


等 斜 线 方法 


19.1 用 等 斜 线 方法 来 确定 y (xz) = zy 起 的 解 的 性 态 ， 
解 #3 当然 可 以 用 初等 方法 来 鲜 这 个 方程 .但 是 我 们 把 它 作 为 对 各 种 近 俱 方法 的 试验 .等 斜 线 方 
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微分 方 柏 


确定 解 的 特性 .这 个 岗子 中 , 等 锋线 是 曲 徐 族 


闫 大 根据 曲线 禾 v(x) = 常数 本 身 不 是 解 ,但 却 有 助 了 


2 这 里 时 是 y《r) 的 常数 值 这 些 曲线 中 的 一部分 描绘 { 卉 线 的 } 在 图 19.1 中 , M 值 避 家 
出 .在 微分 方 各 的 解 罕 过 这 些 等 笠 线 中 的 一 条 处 , 它 一 延 以 那 条 等 禾 线 的 M4 为 其 斜率 .图 19.1 中 也 


包 言 儿 杀 和 解 邮 线 ( 实 线 ). 雄 余 的 至 少 能 大 致 措 出 . 


靠 料 线 方 法 的 日 标 不 是 精度 而 是 解 族 的 - 毅 性 质 -例如 都 有 关 计 两 轴 的 对 称 性 .经 过 {0,0) 的 解 
攻 其 下 面 的 解 都 是 咒 形 .在 它 下 而 的 解 更 是 异 寺 寻常 . 滞 y=0 水 同 的 解 能 在 “起 ,甚至 … 个 解 能 包 
舍 "用 了 办. 这 翌 的 解 可 能 沿 着 下 妊 弧 进入 (0,.0), 再 灌 着 x 轴 到 (2,0), 然后 再 向 上 . 如 图 19.2 所 


区 19.1 
Euler 方法 
19.2 所 述 用 最 简单 的 Euler 方法 计算 
2 = (ro = xy! 
的 解 . 


图 19.2 


”yy(1)=1 


解 ”、E 这 上 或许 是 把 等 斜 线 转换 成 -- 个 计算 格式 的 最 初 的 方法 , 它 用 公式 


Tt 
着 本名 二 ydr hy, 


下 


东 . 可 能 有 数 涉 尽 的 直线 和 强 结 全 在 一 起 . 当 力 图 计算 精确 解 时 ,这 类 信息 常 是 有 用 的 指导 . 


这 相当 于 认为 在 mx 和 .+! 之 间 y' 蚌 常数 . 它 也 相当 于 Taylor 级 数 的 线性 部 分 .因此 如 果 y 各 精 
确 地 知道 ,那么 在 六 + ,的 误差 将 是 二 42y52)( 人 )， 它 称 为 局 部 截断 误差 , 这 是 因为 它 在 rx 到 zxi+1 这 一 


步 中 产生 的 ,由 于 它 很 大 ,为 了 高 精度 就 需要 相当 小 的 


增 量 天. 


这 个 公式 很 少 用 二 实际, 人世 用 来 表明 今后 任务 的 性 质 和 某 些 必 须 而 对 的 困难 .对 于 xo, yo = 1， 


取 关 =0.01 二 次 使 用 这 一 Euler 公式 得 到 
LA | 十 (0.01)(1 

va .0100 + (OO.0L7C1.01)(1.,0033} xs 1.0201 
ya .0201 + (0.0D01.02)(1.0067) a: 1.0304 
在 z=1 附近 我 们 有 y= y+ 证 zy 73 (zy1) 
= ,在 每 一 步 就 产生 大 约 0.00007 的 截断 误差 .经 
过 三 次 这 种 澡 差 ,第 四 位 小 数 已 值得 杯 疑 .如果 我 们 
希望 较 高 的 精度 , 增 量 就 必须 比较 小 .在 图 19.3 
中 进 - . 纱 说 明 截断 误差 的 累积 . 在 那里 由 计算 得 到 
的 点 已 参与 测 出 解 曲线 . 我 们 的 近似 相当 于 对 方程 
的 各 个 解 沿 着 切线 方向 .近似 解 最 终 趋 于 沿 着 解 昌 
线 的 凸 出 的 “: 边 ,还 要 注意 Fuler 公式 就 是 一 阶 非 线 


) = 1.0100 


准确 解 


计算 解 


4 
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性 差分 方程 : pi.1 一 y+ hriy! 

19.3 取 育 =0.10,0.05 和 0.01, 用 Euler 方法 所 得 结果 与 精 磺 解 y=[(x*+2})/3]** 进 行 比 
较 , 说 明 收 和 化 性 概念 . 
和 解 8 入 收 化 是 指 当 区 间 长 产 趋 于 堆 时 ,近似 鲜 的 改进 ,一 个 不 收 北 的 方法 作为 一 种 关 分 格式 是 值 
得 怀疑 的 .后面 将 证 明 所 引进 各 种 格式 的 收 委 性 .但 莫 为 帝 证 , 由 Euler 方法 得 到 的 表 19.1 中 的 数据 
可 供 参 考 . 只 包括 对 于 整数 变量 x 的 值 .为 简单 起 见 ,其 余 的 都 被 删 掉 了 ， 

注意 通过 每 一 行 ,确实 都 趋 于 精确 值 .用 较 小 的 区 间 意 味 着 更 多 的 计算 . 例 妇 在 林 行 , 值 25.96 

是 经 过 绚 步 得 到 的 ,而 值 26.89 项 要 500 步 , 知 外 的 工作 吾 来 了 改进 , 这 才 是 公 中 的 , 当 靖 赵 于 零 
夺 , 计算 将 更 长 ,我们 希望 其 结果 作为 极限 趋 于 准确 值 ， 


表 19.1 
工 p=0.10 A=0.05 k=0.01 准确 


1 1.00 1.00 1.00 1.00 
2 2.72 2.78 2.82 2.83 
3 6.71 .87 6.99 | 7.02 
4 14.08 14.49 14.63 14.70 
5 26.48 


这 就 是 收 和 康 性 概念 ,不 用 说 伟人 误差 将 限 止 所 斐 精度 ,但 它们 不 在 收 笋 性 问题 内 . 


Taylor 方法 
19.4 用 局 部 Taylor 级 数 方法 ,对 自 变量 直到 x =5 求 wy = zyb3， y(1)=1 的 解 ,精确 到 三 位 
数 . 


解 #5 一 般 讲 这 个 方法 包括 用 pt +h) 代 赫 y(r+), 这 里 前 p{.x) 是 关于 变量 z 的 Taylor 多 
项 式 .我 们 可 以 直接 写 出 
l 1 


ylx 二 har ytr} + hy Cx)}+ Dy) 十 A (rr) + 34 (ry, 


它 的 局 部 裁 断 误差 EF- hy 和 {8/120. 
由 微分 方程 可 算出 高 阶 导 数 


1 - 
yr) = 本 xy 153 十 vy 


3 -1 


yx) = 一 Dz y+ zy 9, 
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1 - 2 - 
yr) = oy ry 1 + y 


初始 条 件 y(1) = 1 已 给 定 . 当 xz=1 和 所 =0.1 时 ,就 得 到 


也 2 ， 卫 3 ， 工 4 
yl + O01)21+0.1+ 3 (0.1) + 3700.1) + a4.0- 1 = 1.10582. 


下 一 步 在 x =1.1 处 用 Taylor 公式 得 到 

wf11+0.1) 51.22788 yy(l.1 -0.1) = 1.0000 
其 中 第 二 个 用 作 精 度 检 查 , 因 它 再 现 了 我 们 第 一 个 结果 达到 五 位 精 诬 .( 这 与 第 十 四 章 中 对 误差 函数 
积分 所 用 的 步骤 是 相同 的 . ) 继 续 这 种 方法 就 得 到 了 表 19,2 所 未 结 果 . 再 次 用 准确 解 作 比较 .虽然 用 
的 是 =0.1, 仅 列 出 x=1t0.5)5 的 值 , 广 意 误差 比 Euler 方法 取 =0.01 所 产生 的 误差 要 小 得 多 . 
Taylor 方法 是 一 种 收敛 比较 迅速 的 站 鞭 . 


. 表 19.2 


准确 结果 
1.00000 
1.68617 


Taylor 结果 
1.00000 
1.68618 


i 
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续 表 

了 Tayler 结果 准确 请 果 误 佐 
2.0 2.82846 2 B2843 一 名 
2,5 4. 580 和 2 4.56036 一 所 
3.0 7,02123 了 .2113 一 0 
.5 10. 33232 10.35238 -14 
.人 0 i 14.69710 14,. 598694 一 十 
4 5 20.19842 20.19822 1 一 20 

5 .0 27.00022 27.00000 一 22 


19.5 用 Taylor 方法 求 y = -of0)=2 的 解 . 
解 ”有 能 用 上 述 题 的 方法 ,但 将 说 明 其 变化 , 本质 土 是 一 种 待定 系数 法 .一 开始 就 假定 收 钱 ,我 们 


写 出 Tayler 级 数 3 一 oar 于 是 


不 加 
32(z) = [Dar (Der) = 密 | et ts y (rz)=- Dre’! 
=0 := :二 中 
代入 微分 方程 并 对 和 数 的 下 朱 稍 作 改 变 得 到 
上 a 
Worlonr = (da ,}r. 


比较 的 系数 得 到 a, =0 和 


tj + 1)ar=— Son 1 j= 1,2,."". 
初始 条 件 使 得 co = 2, 然而 递 扒 地 得 到 
= 一 本 加 = -2 abn 2aoast Larast ad)= 一 2， 
人 一 -0 aoyai) = D, 47 二 -六 (2anas+ 2aia4- 2azaa)=0， 
as= (2a002 -al)=2, Gg = -C2a0ae +2aras+2arart ad) =2, 


2 一 一 二 (2ana3 -2a1a7) = 小， 

等 等 . 递 推 可 程序 化 ,所 以 系数 可 根据 需要 而 自动 计算 . 所 标明 的 级 数 是 

yz = 2(1— x r+) 
因为 容易 求 得 精确 解 是 "(z)= 27(1+ x?), 所 以 得 到 上 述 级 数 就 不 足 为 怪 了 .这 个 方法 经 常 有 用 ,其 
基本 假设 是 解 确实 具有 级 数 表达 式 , 在 这 种 情形 下 , 仅 当 - 1< r< 1 时 煞 数 收 伊 . 当 - 证 <z< 卫 时 
只 需要 六 项 给 出 三 位 精度 ,在 前 题 中 为 了 计算 每 一 个 值 用 了 新 的 Taylor 多 项 式 .在 这 里 一 个 这 样 的 
多 项 式 就 足够 了 .问题 是 范围 和 党 要 的 精度 .例如 , 直到 z = 5, 前 方法 都 能 使 用 . 进 - - 步 对 照 我 们 
还 注意 到 在 题 19.4 中 用 到 固定 项 数 的 多 项 式 .而 且 没有 明显 二 发 生 收 仇 问题 .这 里 假设 y(.) 在 感 
兴趣 的 区 间 内 是 解析 的 , 在 烽 19.5 中 我 们 把 整个 级 数 引 进 微分 方程 


Range-Kutta 方法 


19.6 ”确定 系数 a,5, c,d, m,n 和 pp 使 Runge-Kutta 公式 
kl =hf(x,y), 
k2 = hf(r + mh,sy + mi), 
Ry =hf(x + nhyy + nk2), 
ka =hf(r + ph,y + pka), 
yr th)— yx) 2 aks + Bhy + chky + dka 
和 直到 的 Taylor 级 数 一 样 .注意 最 后 一 个 式 子 尽管 不 是 多 项 式 近 似 但 接近 四 次 
Taylor 多 项 式 . 
解 G3 我 们 从 把 Taylor 级 数 表 成 便于 比较 的 形式 开始 . 令 
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有 
Fa fro +t 3ffrm + AF fw + f° fro, 
然后 对 方程 vw = fry 切 两 边 收 导 得 
3 FF 
wf tat fo rT hf rt) Ft fF 
y= ft Bf + 3F ft ff + ff +t Ff + fo fs) 
3 tH +t Hea) + Pf + ff) 
Fa+ fFt 3P fy ffo) PP 


这 使 得 Taylor 级 数 可 写成 
yr rh) yr) Fa + 


+ AF + fF 3(fo + FF) PI + FFI + 


现 转向 各 个 秆 , 类 做 的 计算 得 到 


kj 一下 六 


2 =h| f+ zhAF1 + pi + mh + | 


ha =h| f+ nhFi+ Tp + 2mnf\F1) 


+ 


- 
EniFs + 3m nfF2 + 6mnil fry + Ff)FI) + “| 


Rs =h | f+ PhEL + Th pFs + 2npfF1), 
+ PFs 十 3n2 FF 十 Gnpi( fy, 十 FEPi 十 GonpPFD | 


把 忌 些 一 起 代入 RungeKutta 会 式 的 最 后 一 式 并 车 新 组 全 得 到 
yr th yr) = (ath tr ta t+ (bm 人 十 二 Fi 


+ (om? + en + dpilh?F,+ 二 (Bo + en3 + dp yh Fs 


+ {emn + dnp)hs FFE+ 六 (om?n 十 CE 


(cmn? + dnp (Fry + FE + dmnph FF1 十 ， 
与 Tayinr 角 数 出 较 后 得 到 从 十 条 件 


#4+b+ctd=l], cmn + dnp = 让, 
bm + en t+ dp = 二 cm + dnp’ = 
2° :| 
2 2 2_ 1 2 2 LL 
br to +dp -3 cm nt dnp=1y 
bm en + dp — i, dmap = 二. 
这 从 个 方程 沼 七 个 未 知 量 , 实际 上 有 一 个 是 多 余 的 , 其 典型 解 集 是 
1 国 上 上 1 
mn p=], a=d= b= 3 
这 样 就 时 号 了 Runge-Kutta 公式 
、 | 1 1 
El 一 hf(r, y), k= 好 [+ : 


ha = RF z+ 二 yt+ 二 如 ]， ka = AF + hy + ks), 


yr + ha ytr)+ (ki + 2k, + 了 是 3 + ka) 


颇 有 兴趣 的 是 注意 到 与 y 无 美的 f(x, yy) 这 就 导致 用 于 y (x) = f(x) 的 Simpson 法 则 . 
19.7 和 Tayler 方法 相 比 ,Runge-Kutta 公式 的 优点 是 什么 ? 
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解 ”尽管 和 四 次 Taylor 多 项 式 的 近似 程度 相同 , 这 些 公式 并 不 需要 像 Taylor 方法 那样 ,预先 计 
算 wx 的 较 高 阶 等 数 . 由 于 出 我 在 应 用 中 区 币 分 方 得 常常 是 复杂 的 ,所 以 计算 导数 叮 能 很 麻 玻 . 
Runge-Kutta 方法 用 计算 不 同位 墅 的 AF(r,3) 来 代理, 而 这 一 画 数 出 现 耕 所 给 方程 由 .这 个 方法 谈 出 
很 广泛 .“ 

19.8 对 和 =Fzryy)=-ryayfi=1l 雍 用 RungeKurta 公式 . 
解 BF 取 zx--] 有 =.1, 我 们 得 到 


n= (0. F701,1)=0.,1, k= (00. 270700].05,1.05336) -0.10684, 
R23 = OTFC.O05, 1.05)m0. 10672, k= (C0,.1)7(01.i,1.10684})==0.11378. 
由 此 我 们 算得 


Yl 二 1+ 二 (U1 + 0.21344 + 0.21368 + 0.11378) ~ 1.10682. 


这 一 步 完成 ,我 们 用 ri; 和 > 代替 ro 和 yo 开始 男 一 步 ,并 以 这 种 方式 灵 续 下 去 .因为 这 种 方法 与 自 
到 六 的 Taylor 级 数 一 样 ,很 自然 要 求 所 得 结 轩 类似 于 Taylor 方法 所 得 的 结果 . 表 19.3 作 了 一 些 比 
较 , 我 们 在 最 后 两 位 发 现 了 差别 ,这 就 通过 事实 部 分 地 说 明了 两 种 方法 的 局 部 截断 误差 不 完全 相同 . 
两 者 都 具有 Ca 的 形式 , 但 是 因子 C 不 同 .还 有 邮 使 在 代数 土 完全 相同 的 不 同 算法 中 , 其 合 入 误差 
通常 是 不 同 的 .当然 这 两 种 方法 是 不 相同 的 . Runge-Kutta 方法 的 优点 是 明显 的 . 


家 19.3 
了 Taylor Runge-Kutra 淮 确 
1 1.00000 10000 | 1.00000 
2 2.82846 2.82843 | 2.82843 
3 7.02123 7.02113 7.02113 
4 14.69710 14.69693  ! 14.69694 
5 27.00022 1 26.99998 | 27.00000 


19.9 ” 报 述 Runge-Kutta 公式 的 各 种 变形 . 


解 ”& 不 准 证 明 
了 a 十 pu 十 hf yi| ， 
其 中 y 表示 y(z), 与 到 二 次 项 的 Taylor 级 数 相 同 ,因此 称 为 二 阶 Runge-Kutta 方法 . 疝 样 地 


kl = AF rT, yy), 


1 1, 
下 2 = hf[ z+ 二 y+ 二， 


Ry3 hf{trt hy — kl+2k), 
3 十 页 ) = y(r)+ 言 (8 十 42 十 此 31 
是 三 阶 的 .还 存在 其 他 二 阶 和 三 阶 方 法 .以 下 一 组 
| = A XT, y), 


ka = +h y+ 二 
”1 1, ,1 
ha =z 


天 4 人 一 天 :环卫 惠 3 
yt) = ytr}+ 守信 十 十 天 
是 一 种 四 阶 方法 ,而 更 奇特 地 


* 译注 :这 种 方法 通常 称 为 间接 传 用 Taylor 谍 式 法 . 


“174: 数值 分 析 


kl = f(r, y}, 
Ea hf [r+ hy + i 
2 2 2 1 
i 1 1 
ka hf LT Fhy t+ 4 1+ 4 2 


， 2 7 1 
ks — hf +t hy + 37K 本 2 F374 
| 1 28 1., ,545, ,54, 378 
bs hf| r+ shy+ 25kt — 5 ht B25h3 + 625k4 ~ 825ks) 
1, 1 5, ,2 ,125 
yl} ytrit D4 1 + dBK+ + S65 + 336*5 


是 王 阶 的 . 阶 数 越 高, 可 能 的 方法 其 盖 异 就 越 大 .截断 误 善 就 越 小 .ma 阶 方 法 与 直到 次 项 的 Tayler 
级 数 . - 样 ,因此 有 截断 民 菱 
TT- cy tl) pntl, 
这 就 意味 着 对 于 光滑 淆 数 , 能 用 较 太 的 疡 进行 计算 而 总 很 快 .建立 高 防 方法 卡 及 艰 兰 的 代数 运算 .只 
有 在 计算 机 帮助 下 才 可 能 进行 这 种 运算 . 
Taylor 方法 的 收 襄 性 
19,10 方程 v=y 和 v(t0)=1 有 精确 解 y(x)=e .还 明 当 p 阁 定 ,hh 趋 于 零 时 ,由 Tayler 方 
法 得 到 的 近似 值 x 收敛 于 这 个 精确 解 . ( 较 执 悉 的 收效 所 念 是 保持 固定 而 让 pp 赵 


于 无 穷 . ) 
和 解 E&F Taylor 方法 包括 对 每 一 个 精确 值 用 


Yet = Vt AYh TRY + ot 店名 
来 近代 ， 
对 目前 的 问题 所 有 的 导数 者 相同 ,就 得 到 
Yr = 1 + 由 十 六 下 十 pd = rY,. 
当 p= 时 它 就 退化 为 Euler 方法 ,在 酝 何 情形 它 都 是 - 阶 差分 方程 , 它 的 满足 Yu = 1 的 解 是 


1L ; 了 
= lth+ + 


但 是 根据 Tayler 客 项 式 ,公式 
hh 
e 2 和 
< 在 0 和 1 之 阿 .现在 想到 恒等式 
a a ra lr a rt rr 
对 于 ary0 有 te 
肥 a = et,r 如 前 ,最 后 的 不 等 式 威 为 


Pn, BY gD A 
Oe 人 Te < pile 


人 “此 是 因为 0 之 &<1., 收 化 性 问题 关系 到 已 算得 的 值 对 于 固定 的 变量 zx, 当 上 赵 于 零 时 的 性 
“ 肉 此 我 们 令 x 二 妇 ,把 上 面 最 后 的 结果 写 戌 


hr 


DA eh- YO (p~ pe 


* 评注 ;这 里 特别 需要 加 以 补充 说 明 的 是 , 常 微 分 方程 数值 和 解 在 菜 点 z; 处 的 收 敦 , 指 的 是 点 收 笋 , 所 讨论 的 点 
r= 一 和 辕 定 不 变 . 疡 以 当 有 一 时 就 意味 着 一 必须 同时 进行 ,所 以 收 敲 的 严格 定义 是 lim 3(24)=y(x), 也 就 是 


站 一 


二 一 吕 


说 , 对 我 们 感 兴趣 的 点 ,如 果 轩 越 来 越 小 的 步 长 , 越 来 越 多 的 步 数 去 再 近 它 .最 后 能 达到 微分 方程 在 这 一 点 的 精确 值 ,就 是 收 
微 ， 


第 十 九 训 微分 方程 


19.11 


19,12 


现 选取 步 长 的 一 个 序列 ,使 得 ez 在 这 个 每 次 计算 的 有 限 变 景 集合 中 无 限 循 环 .{ 最 简单 的 方法 就 
基 不 断 二 等 分 六). 根 据 上 一 不 等 式 ,所 得 到 的 值 的 序列 在 固定 的 变量 .a 处 以 大 阶 收 艇 下 精 博 
解 .当然 其 实际 意义 是 取得 越 小 ,所 得 到 计算 结果 越 来 越 接近 精确 解 .当然 这 -问题 还 没有 状 
虐 的 会 入 误差 将 限制 达到 的 精度 ， 

在 前 一 题 中 建立 起 来 的 Tayior 近似 的 误差, 对 固定 的 步 长 六, 当 上 增加 时 表现 如 何 ? 
换言之 对 越 来 越 大 的 其 进行 计算 时 ,上述 误 善 表现 如 何 ? 

解 ” 旺 注意 因为 y 因 定 ,所 以 这 不 是 收敛 性 同 题 ,这 是 个 由 于 到 ji 项 的 Taylor 级 数 的 戴 断 误 
差 在 不 断 计 算 时 , 所 产生 的 误差 是 如 何 积累 的 问题 .我 们 从 最 后 -个 不 等 式 看 到 误 辩 包 仿真 解 作 其 
因子 .实际 上 它 是 更 重要 的 相对 误差 ,这 是 因为 它 关系 到 在 我 们 的 计算 值 中 有 效 数字 的 位 数 , 我 们 
得 到 


ey 


ET 


pr 
(p+ 1)1 ke. 


相对 误差 = 
对 立定 的 &, 它 关于 zx 是 线性 增长 的 . 


< 


在 A(zx,y) 适 当 的 假设 下 ,证 明 对 带 有 初始 条 件 y( x0) = yo 的 一 般 的 一 阶 方程 y = 了 


(zy 的 Taylor 方法 的 收获 性 . 
证 全 这 推广 了 是 19,10 的 结果 , 仍 用 大 写 宝 母 了 表示 近似 解 ,Taylor 方法 得 到 
Yi = Yr hh FY 4 TY 
这 里 所 有 的 了 (9 信 自 微分 方程 算得 .例如 
Yi= fr YY 和 = fr YO + fr PFUre Yo) = f (x0 Y). 
为 简单 起 更 不 等 出 让 变量 
YO = fot If ff +t (fet FH, = F(a Ya). 
这 可 理解 为 了 及 其 导数 在 x,, Y, 处 求 信 , Y, 表示 在 自 变 mx 处 算得 的 值 .其 他 的 YY 由 类 似 的 但 
含有 更 多 项 的 式 子 得 到 ,如 果 我 们 用 y{xz) 表 示 微 分 方程 的 精确 解 ,对 于 y( x,1)Taylor 公式 提供 
了 类 似 的 表达 式 


2 1 - 
(zs1) = yr) + hy (zh) + Thy (a) te 


he p+ 
+ y(n) TE 


只 要 精确 解 的 确 存 在 这 些 导数 .一 般 地 在 zs 和 zj 之 间 . 因 为 ytx)= (x,y{x)) 我 们 有 


y {re) 三 Fr yr), 


两 过 求 导数 得 

yr) = Flr yra)) t fr yr Fre yx)) 二 F(x yl re)). 
同样 可 得 Ya) = (Cra y(n)), 
如 此 等 等 .再 相 减 得 


yt) Yer = yx) - Vt hy (ry) — Yh + Tyr) - 了 
十 -…- 十 Ly a) 一 Yn] + pt 

现在 注意 若 六 zy) 讲 足利 普 希 蒋 {Lipsehitz) 条 件 

1 3 一 = 和 1 一 下， 
我 们 将 进一步 假设 (zx, y} 满 足 

1 yr) 一 YE 1|=1 FD( x, yx)) 
-FD iL i yx) — Yel. 

假如 f(x,y) 有 直到 p+ 1 阶 的 连续 导数 ,这 就 能 证 明 对 于 i=1,2,…, 户 是 正确 的 .同样 的 条 件 也 
保证 精确 解 y(x) 有 直到 p +1 阶 连 续 导 数 , 即 以 上 所 想 定 的 事实 , 宪 这 些 闫 于 f(x,y) 的 假设 下 ， 
现在 令 d= ytze) ~- 各 ,我 们 有 


1 
den II di 1+ pL + 2 


“3 


数值 分 析 


19.13 


19.14 


这 里 吾 是 1s2 ”1(zi| 的 界 .为 简单 起 所 ,这 可 写 为 
1 do 1I 芝 人 L+e)l 加 1+ 疡 


， _ 1 1 hr 
文 里 = 工 [+ 二 局 + + 的， B= 1B. 


er —1 


更 在 我 们 证 明 | 志 8 同时 
e 和 了 是 上 数 , 固 为 精确 解 和 近似 解 都 满足 初始 条 件 , 所 以 won =0. 因 此 最 后 一 个 不 等 式 对 二 =0 成 
涉 , 用 妇 纳 法 证 明 它 ,假设 它 对 非 负 整数 成立 ,我们 有 


(1+ajete -1 elkrlie 一 1 
站 


EE a 


如 一 1 
1 二 1 之 《1 二 ga fr 二 及 = 他 


最 后 一 步 是 国 为 1+ a 芝 人 .因此 归纳 苇 成 立 , 即 对 -一切 非 负 整数 二 不 等 式 都 成 立 . 由 于 一 JP + eh 
之 Mh, 这 里 随 荐 4 焰 寺 零 . 我们 能 用 稍 太 的 M 代替 工 .于 是 得 到 


pp Miri-70) — 1 
ym Mm : 


用 通常 的 自 变 量变 换 z=.ro 二 + 砧 ,所 以 如 同和。 - 样 政 化 . 

当 计算 继续 进行 到 较 大 的 变 基 x 时 ,对 国定 的 的 误差 , 题 19. 12 的 铺 果 说 明 什 么 ? 
解 ”二 这 个 结果 适用 于 证 明 收 全 性 .但 出 于 不 知道 精确 解 , 基 此 不 能 立即 导出 相对 误差 估计 ,已 
饼 究 了 进一步 误差 分 析 和 和 有限 步 外 推 . 

Runge-Kutta 方法 是 否 也 收 钱 ? 

解 ” ”IF 由 于 这 些 方法 与 到 基 个 位 置 (在 我 们 的 例子 中 是 直到 + 的 项 ) 的 Taylor 级 数 是 相同 的 . 
所 以 其 收 合 社 证 明 与 刚才 提供 的 对 于 Tayler 方法 本 身 的 收 贫 性 证 明 是 相同 的 ,细节 较 复 杂 . 省 路 . 


预测 -校正 方法 


19 ,15 


19,16 


导出 修正 Euler 公式 内 ,ix + pA + yi 11) 并 求 出 其 局 部 截 源 误差. 
解 G 千 这 个 公式 能 通过 对 y 的 积分 用 梯形 公式 而 得 到 , 具体 如 下 ; 
Wl 一 = | yd A 二 (3 人 + yk) 


根据 问题 14.56, 对 y 的 积分 用 梯形 公式 的 误差 将 是 一 R13y 中 (8)/12. 这 就 是 局 部 截 浙 误 起 . {想起 
局 部 截断 误差 和 从 元 草 zz41 这 步 的 近似 所 引起 的 误 着 有 闫 .实时 上 我 们 假设 yy 太 以 前 的 什 是 淮 
确 的 . ) 把 目前 的 结果 与 简单 的 Euler 方法 柑 沙 ,我 们 当然 发 现 目前 的 误 盖 事实 上 比较 小 .这 可 以 认 
为 这 是 对 用 梯形 公式 而 不 是 其 他 较 原 始 的 积分 方法 的 自然 回报 .注意 到 在 x 和 工 , ,1 之 间 不 是 把 
y 当 威 常数 而 是 假设 y 是 线性 函数 ,这 是 很 有 兴趣 的 .我 们 现在 在 这 个 区 间 中 把 当成 是 线性 的 ， 
所 以 认为 yt) 是 二 次 的 . 

对 y = zy,y(1)=1 应 用 收 正 的 Euler 公式 . 

解 ”8 尽管 这 种 方法 很 少 用 干 严格 的 计算 , 但 可 用 来 说 明 其 测 -校正 法 的 性 质 .假设 y 和 yy, 已 
知 , 以 下 两 个 方程 


1 ，， ， ， 、 
Der Ht TAYE Yh+t1 ), Yarl = FOREtl Met1) 


可 用 米 确 定 yy 和 各 ,1, 用 和 第 二 十 五 童 中 提出 的 求 方 程 根 的 方法 十 分 相似 的 碗 代 算法 .从 =0 
并 始 , 逐次 过 代 . 这 个 算法 就 产生 了 序列 y, 和 序列 党 ,同样 有 趣 的 是 铝 想起 炒 解 前 题 中 的 注释 ,我 
们 在 zi 之 间 的 yfx) 是 二 次 的 .因此 对 y(zy 的 整个 近似 可 认为 是 一 串 抽 物 线段 . >f(rz) 和 (rzr)] 都 
连续 ,而 y {x1 在" 骨 点 "(i, w) 处 有 上 跳 既 . 

为 引发 我 们 算法 的 每 : 问 前 步 , 先 用 Euler 公式 作 其 测 , 它 提 供 了 41 的 第 一 个 估计 ,这 里 取 
7 一 1 ,=0.05, 它 给 出 


yl.05) ss 1 + (0.05)(1) = 1.05 
然后 由 微分 方程 提供 给 我 们 
1.05) (1.05)01.016) = 1.0661 
现在 修 止 Euler 公式 是 以 岂 来 作 校正 ,得 到 


19 ,17 


19.18 


19 .19 


第 二 儿童 微分 方程 


sy.05) ss 1 = (0025)01 + 1.0661) = 1.05165 
微分 方程 用 这 新 值 把 y (1.051 修 正 为 1.0678, 其 后 再 应 用 校正 步 
得 到 yl.05)1 + (D0.025) (1 + 1.0678) 1.0517 
再 循环 -次 又 得 到 这 个 四 位 小 数 的 值 .因此 停 上 . 与 微分 方程 一 起 校正 公式 的 这 种 迹 代 使 用 是 预 
测 -校正 方法 的 核心 . 假定 方法 收效 ,我 们 就 欠 代 到 收 黎 . {证明 郊 题 29.29). 再 从 单独 使 用 预测 公式 
开始 ,进行 下 一 个 河 前 步 .因为 现在 得 到 了 更 有 功效 的 预测 -校正 公式 ,所 以 我 们 不 再 进一步 继续 目 
前 的 计算 . 热 而 ,注意 在 最 后 处 得 记 的 结果 仅 是 两 个 单位 太 小 了 .这 就 证 明了 我 们 的 校正 公式 出 简 
单 的 Euler 棒 测 步 更 精确 , 当 =0.0| 时 ,后 者 很 少 产生 四 位 精度 ,现在 将 建立 更 有 功效 的 预测 - 校 
正 组 合 . 


导出 “预测 "公式 ye Lys-3+ 守 h(2y4 2- yt 2 ) 
解 ME 以 前 (第 十 四 章 ) 我 们 曾 在 整个 乱 置 区 间 积 分 配置 多 项 式 (Cotes 公式 ). 也 曾 仅 在 区 间 的 


-部 分 积分 ( 端 点 校正 公式 ) .虽然 较 麻 需 些 , 第 二 个 方法 得 到 更 精确 的 结果 . 现在 我 们 在 比 配 置 区 
间 更 大 的 区 间 上 称 分 配置 多 项 式 . 不 必 大 惊 小 怪 , 由 此 所 得 到 的 公式 将 多 少 降 低 精 度 , 但 它 将 起 重 
要 作用 .多 项 式 


yy -1 V1 ZY 0+ 1 
0 
2 * 2 


pi = yot 蚌 
对 名 = 一 1,0,1 满足 p= yy. 它 是 yy (x) 的 以 二 次 Stizrting 公式 的 形式 , 即 抛 物 线 的 配置 多 项 式 . 从 
上 一 -2 到 训 =2 积分 得 


| = ar By 2y0r y1) = He2y rr yor 2y1). 
2 
经 过 通常 的 自 变 基 变 换 r = xo+ 瑟 , 它 就 变 成 
plx)dg = 2y -着 + 1). 
由 于 我 们 把 如 fr) 当 成 y (xz) 的 -种 近 俱 


2, 4 ， ， : 
| y (zjdr = yy hy yot 2y71), 
了 -2 


因为 在 其 他 区 间 可 进行 同样 的 讨论 .上 标 剖 可 以 增加 *- 1, 就 得 到 了 所 需要 的 预测 公式 .之 所 以 这 
样 称谓 ,是 因为 它 允 许 对 较 小 的 变量 的 数据 来 预测 y;， 

这 个 预测 步 的 局 部 截断 误差 是 什么 ? 

和 解 5 它 可 以 用 Taylor 级 数 方法 来 估计 , 取 零 为 临时 参 早 点 


， 2 1 
ye 二 30 + (hyo hyo 十 碧 ( 本 p03” 


2 t 1 {5) 
+ yo + 0 A ) yo + 


从 它 可 得 
2 7 My ot By + hs yt + 
小 商 得 到 
中 一 ( 抽 )y9 + 方 (hy + 二 (hy + 二 Cy 上 
由 此 可 得 2 
因此 局 部 蕉 断 误差 是 


， 4 ， ， 。， 14 
Cy y 12) Shy yt 2y 1 ) = oh yh + 


其 首 项 将 被 用 作 估 计 , 对 变换 后 的 区 间 , 它 就 变 成 
Ep = hy : 


把 预测 误差 与 “校正 "公式 误差 进行 比较 


1 ， ， ， 
Yerl 二 hy sl dy rt yir1). 


“177 


“17 


19.20 


19.2] 


解 EF 这 个 校 止步 实际 上 就 其 对 yz) 用 Smpson 公式 ,内 此 根据 黄 14.65 局 部 武断 误 善 是 


TAA ， 1 - ; - ] 1 
E. -| yz)dz FRE Lt dy yt) TE 0h yA C$). 


TR-1 
内 此 EE 一 28E, ,这 里 没有 顾及 y 3 的 白 变量 的 误差. 
证 明 能 用 预测 和 核 严 值 的 郑 来 估计 题 19. 19 中 的 校正 公式 的 误差 . 
证 EF 只 着 上 证 从 ri 到 x+l 步 产生 的 局 部 蕉 断 误 差 , 我们 有 
3 一 了 + 下 = C+E., 


王 和 CC 分 缠 表 示 预 测 值 和 校正 值 ,于 是 
P-C= FE.-E,= 29 互 ， 


经 常用 这 一 情 让 作 进一步 校正 ,得 到 


Pt 
M1 = C+ a0- 


这 个 公式 确 有 有， 阶 的 截断 并 盖 , 汪 在 此 些 条 件 下 , 这些“ 抹 去 "(mop-up) 项 的 使 用 可 能 使 计算 不 稳 
定 


Miine 方法 用 
RH SS VE-3 + 人 423 一 32241234 ) 
作为 预测 步 ,同时 用 
PET TE ME-1 + 了 (yr +t dvit yh-1) 


作为 校正 步 , 取 天 =0.2 把 这 个 方法 用 于 y = 一 xy y(0)=2. 
解 ”EF 预测 步 适用 前 四 个 值 ,把 它们 汇合 成 y+ 1, 初 值 (0) =2 是 其 中 之 一 .必须 求 得 其 余 三 个 
信 . 困 为 全 部 计算 基于 这 些 出 发 值 .所 以 值得 额外 地 努力 使 安 们 适当 精确 .可 使 用 Taylor 方法 或 


Runge-Kutta 方法 求 出 精确 到 五 位 小 数 的 
yt0.2) = yi 1.92308 3Y10.4) = ya 1.72414 y{0,6} = ya 1.47059 


然而 由 微分 方程 得 到 精确 到 五 位 小 数 的 
y (0) = yo= 0， yO0.2) = yy ~ 0.73964, 
yd = ya 1.18006 yy [(0.6) = y' 2 1.29758. 
然后 骨 Milnc 预测 步 得 到 
J4 7 yg 1 全 (0.2)(2y 和 - yt 2y1 )》 A 1.23056. 


由 微分 方程 我 们 得 到 yi 的 首次 生计 
ys SE- (0.8)f1.23056)2 =- 1.21142. 


再 由 Milne 校正 步 得 出 新 的 近似 
ya 3 十 (0.2)(- L21142+ yt y2 ) 2 1.21804 
通过 微分 方程 重新 计算 y 得 出 新 的 估计 yi -1.18698, 其 次 再 用 校正 步 ,我 们 有 
Ia 十 (0.2)(- 1.18698 + 4y + wy } = 1.21971. 


再 次 利用 微分 方 积 , 我 们 得 到 


ys -1.19015, 


再 回 和 到 校正 步 
J (0.2)(- 1.19015 + 六 + ys ) a 1,21950. 
下 面 两 个 第 环 产 生 
yl m121953, ya 118980 v1.21953. 


内 为 ;的 最 后 王 个 情 计 信和 相同, 所 以 我 们 就 停止 .校正 公式 和 微分 方程 的 渴 代 使 用 已 证 明基 收 敲 
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19.22 


19 .23 


的 .结果 产生 的 的 值 精确 到 四 位 ,在 这 种 情形 用 四 次 校正 步 已 经 带 米 收藏 性 .在 这 类 过 程 中 如 果 
卢 选 得 太 大 就 可 能 要 过 雪 的 达 钱 ,或许 簿 法 根本 不 怕 伍 , 倘 测 步 和 校正 步 输 出 之 间 的 大 的 误 郑 启发 
我 们 减 小 区 间 . 另 -方面 预测 步 和 校正 步 输出 之 册 不 显 苦 的 误差 启发 我 们 增 天 天 或 许 能 加 快 计 算 . 
现在 可 以 用 同样 的 方法 来 计算 ys 和 y; . 育 到 x =10 的 结果 在 表 19.4 中 给 出 .虽然 取 天 =0.2, 为 
简单 起 见 , 仅 印 出 整数 变量 的 值 ,为 了 进行 比较 精确 值 记 在 其 中 . 


表 19.4 

x y( 精 确 } 3y《 了 预测) 误 基 2 校正 ) 误差 
0 2.00000 

1 1.00000 1 00037 37 1.00012 —12 
2 0.40000 .9070 30 0.,39996 4 
3 .20000 0.20027 -27 0.20011 -1 
4 0.11765 0.1L737 28 0.11750 15 
5 0 07692 0.07727 -35 0.07712 -20 
6 0.05405 0.05364 41 0.05381 14 
7 D0, 04000 人 .04048 一 48 0.04030 一 30 
8 0.03077 0.03022 55 0.03041 36 
9 0.02439 0.02500 -61 0.02481 -42 
10 0.01980 0.01911 B69 0.01931 | 49 


讨论 上 述 计 算 的 误差， 
解 ”#5 因为 这 个 试验 情形 中 精确 解 是 知道 的 ,容易 着 到 茶 些 这 祖 通 常 十 分 模糊 的 .y(7) = 2/(1 
+ x2) 的 五 阶 异 数 所 具有 的 一 般 性 态 呈 现在 图 19.4 中 . 


{5 


图 19.4 


0 利 1 之 问 的 巨大 振动 使 它 一 般 很 难 用 我 们 的 截断 误差 公式 .例如 预测 步 的 局 部 截断 误差 是 
1485y(5745. 在 我 们 的 第 一 步 (到 z = 04.8}) 我 们 实际 求 得 预测 步 的 误差 是 - 0.011, 这 相当 y5) ss 
一 100. 局 部 校正 误差 是 一 A y'/90, 同样 在 第 - - 步 其 误差 实际 上 是 - 0.00002, 这 相当 于 yw. 
这 种 y 纺 符 苇 的 改变 宣布 预料 的 邓 测 步 和 校正 步 结 果 之 间 误 差 的 符号 的 改变 无 效 . 亿 也 说 明 企 图 
用 外 推 到 极限 的 观念 将 导致 更 坏 的 而 不 是 更 好 的 结果 . 当 继续 计算 时 , 误差 符号 的 振 葛 将 在 后 面 讨 
论 . 
导出 Adams 预测 公式 


四 


i .1 + ,5 : 3 
Merl 二 Mk th, yt ty Vy + Ys + BY 


1 Ea Ea 和 Ea 
= Vt 24f (S53ys 一 5934 1 十 373 2 — Ov.3). 


数值 分 忻 


19.24 


19.25 


19.26 


和 解 ”& 和 在 题 19.17 中 - 样 ,我 们 通过 在 超出 配置 区 间 的 范围 对 生 狂 多项式 积 分 得 到 这 个 甘油 
步 ,把 :次 牛顿 向 后 公式 用 全 ) 即 


证 Viyo + TD 人 +2) Vy, 


这 里 心 =zo+ 关 .其 堪 < 到 有 -1 积分 [尽管 配置 点 是 上 =0, -1, -2 -3) 我 们 得 到 


2 12 
用 白 变 晤 rc 表示 并 利用 p(y tc 它 就 成 为 


i, i | ; 5 , 3 ， 
| y rd = yn | Yut 2 Vyp + 13 Yi 十 8 Viyo |. 


hn 


1 
| Pedk - vr 二 Vyn 1 过 Vag + 言 Vio. 
0 


出 二 同样 的 推理 可 用 于 zt 和 ,esi 之 匠 , 所 以 我 们 可 把 所 有 的 下 标 加 上 上 ,而 得 到 第 一 个 所 需 的 络 
果 . 然 后 用 * 值 写 出 各 个 益 分 就 得 到 第 二 个 式 子 . 
Adam 预测 步 的 局 部 截断 误差 尾 什么 ? 
解 8 通常 的 Taylor 级 数 近 近 导 出 上 一 251h5y'/720. 
导出 以 下 形式 的 另 一 种 预测 步 
Yetl = G03 + GT 二 a2yk -2 + Reboys + rye-1t baye 2+ bays-3}. 
解 ” 了 和 政变 这 种 温 近 , 我们 将 使 这 . -公式 对 直到 四 次 的 密 项 式 是 准确 的 .方便 的 选择 蚌 (1 ) = 
1 就 导出 了 五 个 条 件 ，; 


1 2 aptart aes, 1 — a Ba + 3b +125, +27Ds, 
1 a-2artbotorbiby 1=arti6a- 461- 3262— 108bs, 
1 =artdas- 2b1— 402 0D3. 
可 得 到 以 下 形式 的 解 : 
G0 =]— wu — a bs = 3437 -Sait Sa), 
by = 二 (55+901+ Bas), ps = 9+ay), 
24 24 


b1 -0( -59+19a + 32a2), 
其 中 ai 和 as 任意 .进取 al = ai =0 使 我 们 回 到 前 一 阿 题 , 另 央 个 简单 而 说 行 的 选择 是 ai - 六 aa 
= 它 导 出 
ME+] 一 六 (办 + yi 1) + re 【1193 98933-1 十 0 一 173A-3 ). 

其 截断 误差 是 1614&5y5 /480, 而 一 本 az- 村 时 导出 的 是 

1 3 (2 Jt a2) t+ 区 8109134 107y%.1+ 10935 2 25yp 11 
其 截断 误 益 是 707 有 hy/2160， 

显然 我 们 能 用 这 两 个 上 由 参数 进 - 步 去 减 小 截断 误差 , 其 至 达到 刀 阶 ,但 是 另 -个 要 简短 地 

加 以 考虑 的 因素 指出 截断 误差 并 非 是 我 们 惟 :的 辣 题 . 也 很 清 想 其 他 类 型 的 预测 步 叮 能 用 只 -; 这 
-项 ,但 是 我 们 将 限制 我 们 已 有 的 项 的 数量 . 
说 明 其 他 校正 公式 的 可 能 性 ， 
解 # 委 可 能 性 很 多 ,但 假设 我 们 寻求 下 面 形 碟 的 校正 步 

Mer OYE + A a yl + By + blvi + Hayk-2), 
使 其 局 部 截断 洪 差 是 阶 .要 求 这 个 校正 步 对 fr)-10z -ar xi 精确 成 立 就 导出 五 
个 条 件 : 


ar 1 aj+as= 1], 13u1 + 324ay 245 — 5 
al +24c — 9, a1 8as + 246 = 1, 
13ai + Baz - 2460 - -- 19, 
其 中 色 插 七 个 术 知 常 烤 . 开 果 这 一 校正 未 对 更 高 等 次 的 精确 成 妆 , 便 菇 进一步 法 小 局 部 截断 谋 
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蕉 .然而 这 两 个 自由 度 ,将 用 来 得 到 其 他 所 要 求 的 特征 而 不 是 所 产生 的 算法 . 当 au 一 六 和 ui= 1 时， 
其 余 的 常数 证 实 是 Milne 校正 步 的 那 几 个 常数 ， 


uz = DD, < = 本， 名 = 二 ， 5 一方 ， 2 = 身 . 


种 某 种 推广 的 Adams 预 济 步 匹配 的 另 一 种 选择 即 胎 al= 42 二 0, 就 得 到 以 下 公式 


1 - ， ; , 
Mtl M+ 34 在 (92 al + 1935 一 Sy 1+ yk 2). 


假如 ai = 之 ,gs= 十 ,那么 我 们 就 得 到 类 似 于 刚才 说 到 的 另 -- 个 机 济公 式 


1 
3 要 
1 2m + Ye-2) + 方 h(25y%. + 91y% + 3y% 1+ 9y4-2). 
还 有 男 一 种 公式 取 eu = a1= 广 得 到 
Natl 让 (4 + 1) + h(i + Sy + 3y% [+ yh ). 
二 同 的 选择 使 它们 的 截断 误差 名 少 有 些 不 辣 ， 
19.27 ”比较 上 述 预测 和 校正 公式 的 局 部 截断 误差 ， 
解 和 必 能 用 Taylor 级 数 刘 法 得 到 以 下 的 误差 估计 ， 


下 
预测 。 ya y+ (55 -59 +7 + 二， 


- 1 ; , ， . 18 下 55 
校正 : Wl Mt aa +t 193 St 


1 1 ， 2: ， - 
预测 ， Ml) gl19y -99 -1 + 69y 2 17 3) 


161h y's) 
480 
! ] , , ， ， QF su5) 
校 工 ， Net yt D+ 8 ?y+ + Sy + 3 1+ ya 
1 1 ， ， ， ， 
预测 :+12 (191 -107y: + 109% -2- 25% 3) 


1 707A5yS) 
2160 


1 1 ， 。 ， ; 
校正 : 各 :1 = 2 | + 7h 25 +1 + Oy + A431+ Oy -2) 
43h5 1 
2160 


在 每 一 种 情形 枝 正 误差 出 与 它 拱 配 的 预测 误 痊 要 小 得 多 . 它 还 带 有 相反 的 符号 .这 在 计算 中 可 
能 是 一 个 有 益 的 信息 . 较 低 的 校正 误差 能 用 其 由 来 而 得 到 解释 , 它 用 有关 yi ,| 的 信息 ,而 预测 公 
式 必 须 取 自 y, 这 也 说 明 为 什么 计算 的 负 握 落 在 校正 步 而 前 测 步 公用 作 一 个 初步 . 
对 每 组 公式 都 能 推出 抹 掉 的 项 .上 面 的 第 一 组 取 Adams 预测 及 校正 在 其 下 .以 通常 的 方法 
进行 下 去 ,只 考虑 局 部 截断 误 盖 并 且 仍 认为 这 样 得 到 的 结果 信 得 怀 疑 .我 们 得 到 
T=P+E)= C+E,. 


其 由 了 是 精确 值 ,因为 19Fs- 25153, 所 以 我 们 有 Ba 区 (P 一 人 ,这 就 是 抹 掉 项 ,而 JeC+ 


;六 人 一 人) 相应 于 外 推 到 极限 .必须 再 次 记 住 在 这 两 个 公式 中 全 其 实 并 不 表示 则 -个 东西 ,及 
以 在 这 -- 外 推 中 仍 有 可 能 存在 相当 大 的 误差 . 

19.28 取 户 =0.2, 对 y= 一 zy y(0)=2 应 用 Adams 方法 . 
租 ” 猴 贡 在 这 个 方法 已 经 熟悉 , 每 一 步 包 括 预测 , 然后 是 校正 公式 的 反复 使 用 . Adsms 方法 用 题 
19.27 中 的 第 一 组 公式 导出 了 表 19.5 的 结果 . 


+ 译注 : 意 强 它们 不 “年 是 在 同一 点 上 取 的 值 ， 


“ 132 ， 
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表 19.5 
I y(t 正确} 扩 预 测 } 误差 所 校正 》 误 芝 
0 2.000000 
1 1.000000 1.000798 —789 1 ,0000133 -133 
2 0. 400000 0.400203 -203 0.400158 -158 
3 0.200000 0.200140 -140 0.200028 -28 
4 0.117647 0 .117679 -32 0. 117653 -6 
5 0.075923 D0.075933 —10 .076925 一 了 
6 0-.054054 0.054058 一 4 0.054055 一 荆 
7 0.040000 0.040U02 -2 0.040000 
8 D.030769 0.03077D -1 0.030769 
9 0.024390 0.024391 -1 0.024390 
10 | 0.019802 | 0.019802 | 0.019802 | 


误差 的 性 态 意 示 对 于 大 的 z,h=0.2 是 以 得 到 六 位 精度 .但 是 在 开始 时 , 取 较 小 的 h{ 如 0.1) 可 能 
是 合理 的 ,缩小 误差 关 么 到 这 个 事实 ( 见 题 19.36}) 即 这 种 方法 的 “相对 误差 "保持 有 哈 ， 
对 充分 小 的 产 , 证 明 反 复 使 用 校正 公式 产生 一 个 收银 序列 , 而 且 这 一 序列 的 极限 是 清 
足 校正 公式 的 惟一 值 ,1. 
解 ”# 我 们 求 一 个 数 到 :满足 性 质 
了 Yt) + 
省 略 号 表示 公 含 前 面 已 算得 的 结果 的 项 ,因此 与 Yi 1 无 关 , 和 通常 一 样 ,假设 在 区 域 RR 内 f(z,y) 
对 yy 满足 Lipschitz 条 件 . 现 在 定义 序列 
YO, YD, YO. 
为 简单 计 , 省 去 下 标 避 + 1. 借助 碗 代 公式 
Vin Reef rerls 和 人 人 
并 假设 所 有 的 点 {z+41, YY ) 在 RR 内 .和 相 减 得 
Yet) Yt = he[ Fax YD) - fren Ye)], 
重复 用 Lipschits 条 件 就 得 到 
YD _ YY) [Eq heK | YD _ Yr | 所 a Ee CheK DJ | 了 _ Yo) I. 
现 选 取 足够 小 使 得 , | heK i <1, 疝 时 考虑 和 
Yi YO YD YO CY Ya-D)， 
当 n 趋 于 无 窃 时 , 右 端 所 得 到 的 级 数 被 几何 级 数 1+ r + +… 所 控制 { 相 匡 一 个 因子 ), 因 此 收 襄 . 
这 就 证 明了 Y'" 存 在 极限 , 称 此 极限 为 六 ,1. 现 在 根据 Lipschitz 条 件 
| fgets YI) ~ frp Yr) (SE KL YT™ ~ Yr. 
因此 Jjimf(zitg, YY) = 了 (zr1s +1) .于 是 我 们 可 以 在 碗 民 
YO = hef (x YD) + 
中 令 5 趋 于 无 穷 ,就 立即 得 到 所 需要 的 
的 
为 了 证 明 惟 一 性 ,假设 到 ,4 是 在 xz;! 处 满足 校正 公式 的 男 一 值 .类 似 前 面 一 样 因为 
| Yi — Zar [EE heK | Yh Br RE CRO | Yi -Bil 
对 任意 i 都 成 立 .而 |hcK| = r 芝 1, 所 以 必 有 总 ,= 各 41. 注意 这 个 惟一 性 结论 说 明了 校正 值 ,1 
与 了 中 无 关 . 即 至 少 对 小 的 与 预测 公式 的 选取 无 美 ,因此 选取 预测 公式 十 分 自由 , 对 一 个 芭 定 的 
校正 公式 ,从 局 部 截断 误差 的 观点 考 目 ,使 用 较 精 栈 的 预测 公式 是 合理 的 ,这 了 导出 了 吸引 人 的 “ 抹 
掉 {mop-up)" 基 . 记 住 题 19.27 中 的 各 种 组 合 保持 了 这 些 因 子 而 且 是 一 些 简 单 的 源 亮 因子 ， 


预测 -校正 方法 的 收 合 性 
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证 明 修 正 的 Euler 方法 是 收敛 的 ， 
证 ¥ 天 在 这 个 方法 中 ,用 简单 Euler 公式 对 每 个 ys41 作 首次 预测 ,但 是 实际 近似 是 用 修正 的 
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Euler 公式 
Yry = Yt A YY, ) 
得 到 的 .精确 解 满足 带 有 截断 误差 项 的 类 似 关系 趟 , 和 前 面 “ 样 , 称 精 确 解 为 y{z), 我 们 有 
ytre1) = yx) 十 hy (res) T+ ¥ Cxe)] - 二 hy) 
截断 误差 项 已 在 题 19.15 中 人 必 了 估计 . 相 减 ,并 令 4d 一 y(x) 一 ,就 有 
| deri | 之 | 成 1+ 六 ML 人 e+ dd.1) + 二 AB. 
只 要 我 们 假定 满足 Lipsehitz 条 件 , 即 
| 3 (xi) 一 |=| flr ylrs)) -flr Yi) | 六- 了 | < 起 | . 
上 式 对 下 +1 同样 成 立 . 数 电 是 |yGtz)[ 的 界 ,我 们 已 候 定 它 是 存在 的 .我 们 的 不 等 式 志 可 写 为 
(1 一 1) | devil | 所 1 二 冯 姬 | | et+ 13B， 
假设 设 有 初始 误差 1{do = 中 ,同时 考虑 带 初 值 Do=0 
(1 iL De = {1+ aL)p, + SB 
的 解 .为 了 进行 递 推 ,我 们 假设 |d | 迄 忆 ,因此 
1 


1 
{1 一 pa [irl i | 1— aL pe 


所 以 1diri1| 折 Diri, 因 为 do= Do 所 以 完成 了 归纳 法 .这 就 保证 了 对 任何 整 教 痢 成 立 | di | 志 启 . 
为 了 求 马 ,, 我 们 解 差分 方程 并 求 得 解 族 


工 
1 -六 红 


其 中 心 是 任意 常数 .为 了 满足 初始 条 件 Do 一 0, 我 们 必须 有 = (Ch2B/12L9, 所 以 
h2B 
1 - 一生 


1 [3 
| | 
2 


E+ A 
为 了 证 明 在 固定 的 zi = zo+ 记 处 收 全 ,我 们 研究 第 二 个 因子 .这 是 因为 当 h 趋 于 震 时 , 无 限 增 
大 ,但 基因 为 


上 


1 上 
i 之 多 ~ 于 十 了 ~ col/2k ]- ELT 0)/2 Le 
1 - 字 肛 Cl L(x xo/2k] ers ， 
我 们 有 yz) — Y= 00h°). 


因此 当 上 趋 于 零 时 ,im = yfzh 即 收 黎 .我 们 的 结果 也 提供 了 在 计算 过 程 中 截断 误 盖 传播 方式 
的 度量 . 
证 明 Milne 方法 的 收 侣 性， 


证 上 Milne 校正 公式 本 质 上 是 Simpson 法 则 ,并 提供 近似 值 
Yen = Yh + Th(CYh + AP + Yh1). 
精确 解 y( 工 ) 满 是 类 似 的 关系 式 ,但 带 有 截断 误差 项 
4 
这 里 二 在 必 -1 和 zi-1 之 闻 , 相 钴 并 令 坟 =y(re) 一 Y， 
1 di [SI di 1+ 言 刀 (| di + 41 tid 11) + 而 #5B. 
这 里 又 一 次 用 到 了 Lipschitz 条 件 及 65(z) 的 上 界 呈 .将 等 式 改写 为 
4 1 


Ad + (1+ TL) i di i+ HasB. 


人 -本纪 jar 3 站 
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我 们 把 它 与 差分 方程 
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1 4 | 1 | 1 ，s 
| | 一 A jp = EA + iT+ 本 好 De- 十 30# B 


进行 比较 . 

假设 初始 误差 是 do 和 di. 我 们 求解 D 使 得 do 所 Dso 和 di 态 DD1. 这 个 解 梅 控制 'q 1, 即 对 非 
供 整 数 吉 成立 |di , 委 册 .这 可 以 用 妇 纳 法 证 明 . 与 前 是 十 分 类 似 , 假 设 | 帮 ,所 DPD 1 及 'd; 过 站 ， 
我 打 可 以 立刻 得 到 | 四 ,| 科 房 ， 即 归纳 法 已 完 成 . 为 了 求 贞 所 需 的 解 , 可 以 先 解 特征 方程 


11 - Li 寺 hLr - | 1+ a | = 0. 
等 得 发 现 -个 和 根 轿 天 于 1, 辟 如 党 ri, 击 别 - -个 根 在 -1 附近 , 璧 如 说 +;. 宙 准确 地 说 ， 
ri= 1+hl + OH， 2 一 1+ 广 肛 + 0(h?)， 


由美 联 的 齐 次 方 标的 解 恕 这 些 根 章 次 军 的 组 合 , 非 齐 次 方程 本 身 有 常数 解 -A+B/1801 .因此 我 
们 有 


A'B 
也。 一 由 + cark - ri 


设 上 E 是 两 数 su 和 i 中间 较 大 的 一 个 ,网 
.BB!;: hp 
nD = [E+ mF" 1807, 
就 是 满足 初始 条 件 的 解 .由 上 式 可 得 Pu = 所 .并 且 因 为 1< ,所 以 D, 不 断 增 大 .于 是 


i el 去 [下 + 二 县 | -8 

如 困 我 们 没有 初始 误差 ,于 是 do=0. 另 外 ,如 和 菏 当 上 变 小 ,我 们 改进 了 值 (这 须 用 某 些 其 他 方法 ， 
辟 加 Taylor 级 数 得 到 ) 使 得 41=0(), 于 是 就 有 上 =0(4), 并 且 当 有 挡 于 稚 , 刀 也 新 于 零 .这 就 证 
明了 Milne 方法 的 收获 性 . 
推广 前 题 ,证 明基 于 校正 公式 

0 
的 方法 的 收敛 性 . 
证 GE 我 们 已 选取 适当 的 系数 使 得 懿 断 误差 为 ; 阶 .假设 就 是 这 种 捕 形 , 竣 如 对 Milne 校正 公 


式 梁 用 的 相同 的 步 双 ,发 现 差 a =yf2zt- 号 满足 


Ge) a < YO a + RL :bl}l di+tT, 
这 里 下 是 截断 误 次 项 .这 个 校正 公式 需要 二 :个 由 发 倩 ,也 本 以 由 Taylor 级 数 求 得 令 这 些 值 的 最 大 
误 瘟 汶 上 ,于 是 | 中 1 所 PE = 由 12, 同 时 考虑 差分 方程 
(1 -les hPa = Dl alt hl br)D,+t T, 
ee" 


我 们 对 大 = 0,12 求 一 个 解 满足 下 所 D ,这样 的 解 将 控制 | qd .因为 假定 对 i=0,1,2 成 六 |di_,!' 去 
用-… 我 们 立刻 有 id:rj 委 应: 这 就 完成 了 归纳 法 . 即 对 非 负 整数 有 证 明了 ;号 | 过 项 .为 了 求 但 


所 需要 的 解 ,我 们 注意 特征 方程 
(1 -ie | hr > a + hb, lr :=0 
有 一 实 根 太 于 1. 这 是 因为 在 r= ! 时 ， 其 左 并 成为 
A=1-lel 妨 - > as [+ hI | b, 1), 


因为 ag + a1+ dz 二 1, 扬 以 下 发 负 ， 而 对 于 文 的 | r, 如 虚 我 们 选取 疡 充分 小 使 1 - 1c1 红 为 正 , 那 
么 其 在 映 必 为 正 , 称 特征 方程 的 这 个 根 为 -1, 则 满足 要 求 的 解 为 


DD = (Ez- I+ 
由 于 在 上 =0 时, 它 等 于 玉 , 而 当 训 增加 时 它 变 得 曹 天 ,因此 


1 yt rs) - Ys (E-L)A+ TI. 


当 厂 趋 于 零 时 , 蕉 断 误差 了 趋 上 替 . 如 果 我 们 还 调 正 初 始 误差 趋 于 零 ,那么 jimy(xi) = Y,, 好 收效 


第 [| 岂 语 微分 方程 


"1185+ 


性 得 证 ， 


误差 和 稳定 性 


19.33 


i 


用 稳定 方法 求解 微分 方程 是 什么 意思: 
解 4 沼 稳 定 的 概念 已 用 很 多 方法 加 以 揪 述 .很 不 严 惜 地 说 , 如果 一 种 计算 不 会 和 粕 , 它 就 是 稳定 
的 .但 是 这 开平 不 能 作为 止 式 的 定义. 在 本 章 的 好 言 中 像 定 性 定义 是 定义 为 相对 误差 有 界 , 毫 无 疑 
问 , 对 于 -个 算法 来 说 这 将 基 所 希望 的 特征 相对 误差 的 过 渐 增 太 表示 有 交 数 字 的 永 渐 末 失 , 这 不 
是 我 们 所 期 盼 的 .麻烦 的 是 经 过 长 期 运算 , 常 使 相对 谋 差 增加 .能 用 个 简单 的 例子 米 说 明 . 考虑 改 
进 的 Fuler 方法 . 


Mtl 如 十 yi + yg), 
把 它 昨 于 -~ 般 问 题 yy = Ay, xt0)= 1. 
它 的 精确 解 是 aaar.Euer 公 式 变 为 
| 1— Ak jy = ， 1+ 二 人， 
这 是 - 阶 差 分 方程 , 它 的 解 是 
_ | 1 走失 
好 二 于 二 工 
1 -3 成 五 
_ ,a el 上 a A 
对 于 小 的 产 , 它 接近 十 | Sm) et 


这 就 给 我 们 提供 了 直接 的 收 笋 性 证 明 . 但 是 我 们 这 里 的 量 标 不 在 这 方面 .精确 解 满足 


(1 一 了 4 ja = [1+ 方 A ]y() + 工 ， 


这 里 了 是 截断 误差 一 43y(&)/12, 相 减 并 今 中 = Ya) 只 对 二 得 类 伏 的 方程 


(1 - pp = + 六 Ah ja - 二 Ay 8), 


除 以 | 1 -十 4h]y(.x4.1)" ,并 假设 A 很 小 .就 得 到 ,对 于 相对 误差 
Re dd ys 成 立 


i 
Rir1 = KR - 方太 4 


1 此 可 解 得 Re = Ro- 广 抽 7A’ Ro -二 rh A 
这 说 明 在 进行 计算 时 , 由 对 误差 和 x; 一 样 增长 或 是 随 x 线性 地 增长 .这 昌 然 没有 弄 精 ,但 是 也 不 
是 使 相对 误差 保持 有 界 的 情形 . 


从 另 一 观点 看 ,我 们 将 观察 贯穿 求解 过 程 中 单个 误差 的 增长 . 例如 对 于 韧 始 误 盖 qo, 假定 没有 
其 他 误差 , 我 们 略 去 了 , 就 组 到 
11 十 冯 


1 
1 


这 就 使 得 相对 误差 R= di/e 人 dg. 所 以 任 一 单个 误差 的 长 期 效应 是 解 本 秧 性 态 的 模拟 . 若 太 为 
让, 则 误差 和 解 以 相同 的 比例 增加 , 著 A 为 负 , 则 它们 以 相同 的 比例 衰减 . 在 这 两 种 情形 相对 误差 
部 保持 六 变 . 这 种 观点 略 优 于 上 面 撕 言 的 线性 增长 .但 是 预报 了 起 码 不 会 弄 精 .按照 某 些 定义 这 就 
足以 认为 Eulcer 算法 是 稳定 的 .这 种 非 正 规 .不 严格 地 使 用 这 个 术语 可 能 很 方便 . 

还 存在 的 问题 是 hh 到 多 小 才 证 实 这 里 的 近似 是 合理 的 .因为 真 解 基 单调 的 . 看 米 使 


有 一 dg a Rc, 


[1+ 二 41) /1- 二 4 的 值 取 正 的 ,是 合理 的 . 仅 当 Ah 在 -2 和 2 之 间 时 ,这 才 成 立 , 为 说 慎 起 


见 应 使 它 与 两 个 端点 保持 一 定 的 由 离 . 


* 译注 :原文 肖 销 . 
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分 析 Milne 校正 公式 
Mtl = Pet + yh + 4yk + ye-1) 
解 G3 仍然 选择 特殊 的 方程 y = Ay, 容易 发 现 误差 必 满足 二 阶 差分 方程 


(1 于 外 ja = Ap +|1+ 二 人 | 人 + 下 


它 的 特征 方程 是 ( 见 十 八 章 ) 

1- 二 a | ?4a -|1+ 二 人 | -0. 
根 是 ri=1+Ah+O(h), rz= -1+ 可 名 +0(R) 
这 就 使 dreit A tl -1 二 全] 


Re 十 {dn 一 ef 一 1)te- A 
葛 在 就 能 看 到 初始 误 善 do 的 长 期 效应 ,车 A 为 正 , 田 于 第 二 项 起 本 零 , 所 以 di 的 性 态 很 像 准确 解 
ea ,事实 上 相对 误差 能 被 估计 为 
全 = c+ (dy ci){— 1)te 4 全 人， 
它 趋 于 常数 ,但 是 若 A 为 负 , 第 二 项 不 自 消失 .事实 上 它 很 快 成 为 深 制 项 ,相对 媒 差 呈 无 界 振东 . 因 
此 盐 过 某 点 计算 就 退化 为 没有 意义 . 
Milne 方法 当 上 是正 数 时 是 稳定 的 , 当 4 是 负数 时 是 不 稳定 的 .在 第 二 各 情形 , 计算 所 得 的 解 


确实 弄 精 了 . 
前 面 所 作 计 算是 否 证 实 这 些 理 论 预 调 ? 

解 8 入 再 次 参照 表 19.4 可 以 算得 以 下 相对 误差 .尽管 方程 y = - zy? 不 是 线性 的 .但 它 的 解 是 
不 降 的 , 这 就 像 线性 方程 的 解 对 负数 A 表现 的 那样. 在 以 上 数据 中 振 划 是 明显 的 .相对 误 善 实质 性 
地 增长 也 是 明 量 的， 


Tk 


一 人 .0001 .0001 -0.0005 0.0013 -0.0026 0.0025 -1.0075 0.0t17 -0.0172 0.0247 


dei ys 


分 析 Adams 校正 公式 


Yi = Ye + HAC9Yhn + 19Y% ~ SYhs + Yh-s) 


的 误差 性 态 . 
解 BF 在 这 种 情形 ,通常 的 进程 能 导出 


9 ,i 19 1 5 I 
{1- 加 A del = (1 + 六 全 | 一 六 Ahdi-1+ 训 Ahdi-2+ 全 


不 是 帮工, 我 们 企 财 发 更 单 个 误 善 是 如 何 传 播 的 ,特别 是 在 长 期 运算 后 , 它 对 相对 误差 有 什么 影响 ? 
第 -… 步 是 再 次 考虑 特征 方程 
fa 双 4j = (i + A) 1 襄 atr - 去 Ah =0 
葛根 . 它 有 一 个 根 氨 近 1. 可 以 证 明 >1ss1+ AP, 若 提出 这 个 环 后 , 留 下 一 个 二 次 因 式 
{24 一 94h)r2 — 4ARr + A = 0. 

若 名 =0, 这 个 二 次 式 就 有 两 个 零 根 . 若 A4 不 为 零 ,但 它 很 小 , 这 两 个 根 ( 称 为 >; 和 x;) 仍 将 接近 
零 . 实 际 上 ,对 小 的 正 数 A ,它们 是 模 | -is Vv AR724 的 复数 .而 对 小 的 负数 A4, 它们 是 实数 ,而 且 
近似 等 十 + VV 一 644 112. 同 祥 对 小 的 A ,我 们 有 


rz lrc 1+A4R a et. 
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19.38 


19.39 


差分 方程 的 解 现在 可 写 为 
dy rl A + OC A M2) seeic + Ofet), 
常数 <; 与 已 假设 的 个 别 误差 有 关 , 除 以 精确 解 , 我们 发 现 相对 误差 保持 有 界 , 因 上 比 Adams 校正 公式 
对 正 的 和 负 的 4 都 是 稳定 的 ,单个 误 凑 没有 破坏 计算 . 
前 面 所 作 计 算 有 是否 证 实 这 些 理论 预测 ? 
解 $F 再 次 参 昭 下 19.5, 可 以 算得 以 下 相对 误差 . 


了 1 2 3 4 5 6 ?至 10 


di ye -0 00013 -0.00040 =—0.00014 -0.00005 -0.00003 —0.00002 0 


如 预测 的 那样 , 误差 威 少 , 甚至 相对 误差 也 是 这 样 , 再 次 证 明 从 线性 岳 题 得 到 的 结 沦 , 对 非 线 性 问题 
计算 的 性 态 是 有 益 的 . 

寄生 解 (parasitic solutions) 是 什么 ? 它 与 作为 前 面 问题 基础 的 计算 稳定 性 有 什么 联 
系 ? 

胡 。” 蜂 '” 问 题 的 方法 包括 用 差分 方程 代替 微分 方程 ,对 于 y = 4y 这 一 情形 , 这 就 是 一 个 常 系数 线 
性 差分 方程 ,因此 它 的 解 的 形式 是 下 项 的 组 合 ,其 中 yx; 是 特征 方程 的 根 .其 中 -个 根 是 rj =1+ 
A ,并 不 是 记 的 高 次 项 ,因此 当 疡 是 小 量 时 ,上 接近 ee = es ,这 就 是 我 们 想 要 的 解 ,这 个 解 必 全 
于 微分 方程 的 解 .相应 于 别 的 x; 的 其 他 分 量 称 为 再 生 解 .它们 是 为 了 使 诸如 Milne 方法 .Adams 方 
法 有 较 低 的 截断 误 营 所 付 的 代价 .如 果 再 生 解 被 x; 项 所 控制 ,那么 它 的 贡 坝 将 被 忽略 ,其 相对 误 甘 
将 被 接受 . 另 一 方 区 ,车 青 生 解 成 为 控制 项 , 它 就 会 破坏 这 -计算 .在 题 19.33 中 ,对 于 修正 的 Euler 
方法 ,其 相应 的 半分 方程 (特征 方程 } 只 有 根 


4 
站 1- Ap/2 


就 没有 再 生 解 .在 题 19.34 中 Milne 方法 提供 给 我 们 
1 


ri=1+ 5， rm = 


直到 入, 当 各 >D 时 ,由 ri 控制 ,但 是 当 4<0 时 ,由 > 接替 而 非 送 了 所 要 求 的 似 . 在 题 19 36 中 ， 
除了 通常 的 m = 1T+ 4p ,我 们 求 得 两 个 寄生 解 项 ,大 小 都 约 为 般 , 不论 A 是 正 或 负 , 两 者 都 被 ~， 
所 控制 在 这 种 情形 Adams 方法 即 为 稳定 算法 . 我 们 得 出 结论 ,为 了 避免 计算 乔 精 ,任何 再 生 融 都 应 
被 主 项 所 控制 , 即 我 们 要 求 


= 1+ A 及 十 DOA》， 


| rm, 1! rls 
对 ;天 1 成立, 违反 这 些 荣 件 的 任何 方法 都 称 为 不 稳定 的 .事实 上 ,这 个 不 等 下 最 好 在 更 大 的 范围 内 
成 立 . 
把 二 阶 Ronge-Kutta 方法 
| 1 1 
Ytl 二 YE+ Af| Th + 2 hs ys + Tf) 

用 于 yy = Ay,y(0)=1° .这 个 公式 的 稳定 性 揭示 了 什么 ? 
解 EF 用 Ay 代替 fl.r,y) 得 到 

+1 一 | ]+ 区 十 二 48 Mk. 


因此 =|1+ 人 + 十 42 . 
如 果 Ay 是 小 草 , 它 就 接近 真 解 yfz) -eedme .但 是 46 座 客 小 ? 图 19.$ 给 出 了 二 次 曲线 > 


=1+ 4h py 的 图 形 . 当 A 是 正 数 时 ,x 大 于 1, 因此 天 和 ee 都 增长 ,四 此 x* 的 性 访 是 正确 


* 译注 :原文 无 . 
** 洋 注 :原文 错 为 y=e*. 
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散 值 分 本 
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上 .和 
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的 .得 当 4 是 负数 时 , 我 们 要 的 是 下 降 的 解 , 这 仅 当 A86 在 -2 各 0 之 间 才 出 规 . 而 不 这 个 区 间 内 近 


秘鲁 可 能 基 增 邵 的 ,因此 与 6 不 表 相似 .因为 Runge- 攻 utta 方法 计算 时 不 天 过 只 之 后 , 听 以 这 里 
不 人 存在 寄生 解 , 相对 澡 莽 的 "淹没 "有 涉 同 的 原因 即 在 于 根 ”, 本身 的 性 质 . 


图 19.5 


把 题 19. 12 中 的 内 阶 Runge-Kutta 公式 用 到 y = Ay 上 , ap 的 值 在 什么 范围 内 它 稳 
定 ? 
解 ” EE 我 们 仔细 地 求 得 

pe 
这 个 近似 解梦 于 e 当 是 明显 的 ,用 x 表示 它 ,我 们 的 近似 解 允 是 二 下 ;图 19.65 给 出 了 甘于 Ah 
的 曲线 图 . 厚 二 阶 方 法 一 样 ,告诉 我 们 对 于 正 的 A, 真 解 仙 近似 和解 有 相 则 的 特性 凤 都 基 持 续 增 长 的 . 
但是 对 了 负 的 A, 利 前 面 题 一 样 ,存在 一 个 区 间 下 界 , 在 这 个 区 间 内 夫 将 不 同 了 真 解 十 降 的 欧 势 ， 
此 处 这 个 下 界 党 近 ”2.78. 对 于 比 这 个 值 小 的 A ,我 们 发 现 > 大 于 1, 并 且 玻 坏 了 计算 . 


图 19.6 


怎样 才能 使 基于 方程 y = Ay 的 分 析 告 诉 我 们 一 切 者 对 一 般 问 题 y/ = Fr,y) 是 有 用 
的 ? 

解 GE 的 确 下 能 够 保证 ,但 是 对 -- 艇 方程 作 这 样 的 分 析 太 困难 了 ,因此 真正 的 问题 是 哪些 是 可 
能 做 的 .在 这 两 个 问题 间 能 建立 的 联系 是 常数 A 等 同 于 偏 导 数 六, 它 开始 在 初始 点 (ro, yo) 附近， 
随后 是 在 解 所 通过 平面 的 其 他 区 域 求 值 .如 果 六 潜 这 方向 改变 符号 ,我 们 就 预期 Milne 方法 的 稳定 
性 立 妈 党 到 影响 .Runge-Kutta 方法 的 稳定 性 也 将 吕 出 某 种 敏感 性 ， 

把 加 阶 Runge-Kutta 方法 用 十 非 线性 方程 y = - 100xw2 y(0) =2, 它 的 精确 解 是 y 
=2/(1+ 100x*) .对 不 同步 长 试 答 榴 定性 . 
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19.43 


解 因为 太一 一 200xv = 一 400x/{1+ 4100.x7), 它 开始 时 等 于 零 , 但 在 >-0.1 时 很 快 朴 到 
-20, 我 们 回想 起 稳定 位 条 件 
-2.78 Ah 一 -208 

并 确定 在 0.14 周 周 试验 点 值 .取证 =0.10 所 算得 的 解 在 x=1 和 -2 相 刚 好 衰减 让 0.0197 和 
0.0050. 取 关 =0.12 可 观察 天 类 似 的 下 降 . 但 是 取 4 一 0.13, 三 步 就 给 我 们 一 个 很 不 满意 的 值 

29.11, 随后 就 洲 出 .这 种 肯定 的 “淹没 "对 把 线性 稳定 性 的 淮 则 转 到 非 钱 性 情形 作 了 很 好 的 说 明 . 
能 做 什么 来 控制 合 入 误差 ? 
解 # 在 很 长 的 求解 过 程 中 , 舍 入 谋 关 可 能 成 为 很 重要 的 博康 .如果 双 和 精度 算法 可 以 用 的 话 , 它 
可 能 就 是 应 该 用 区 ,而 不 论 额 外 的 浪费 , 妈 只 能 求 支 它 了 .很 定 认为 整个 计算 中 使 用 高 精度 太 榜 费 
时 间 , 有 中 间 步 可 能 很 有 帮助 .为 了 说 明 这 一 点 ,许多 解 微 分 方程 的 公式 相当 于 

Wr = Wm + ha 

与 y; 本 身 相 比 , 4w 是 小 其 ,执行 右 端 加 法 时 , 这 个 小 的 校正 项 移 位 (对 准 二 进 制 小 数 点 ), 就 在 这 
时 产生 了 会 入 误差. 为 避免 这 种 会 入 误差 ,把 y 以 双 精 度 贮 在 并 以 双 精 虐 进 行 这 种 加 法 .计算 Ay 
的 工作 通常 是 最 繁重 的 工作 , 仍然 用 单 精 雇 计算 4Aw ,这 是 因为 这 一 项 反正 质 计 是 小 量 .在 这 个 方 
法 中 双 精 度 仅 用 于 最 需要 的 地 方 ， 


自 着 应 方法 , 变 步 长 


19 .44 


19 .45 


如 何 把 题 14.27 中 介绍 的 自 适应 积分 的 概念 推广 到 处 理 微 分 方程 ? 
解 kt 假设 目标 是 从 起 点 zx= e 到 终 虞 z= 5 近似 求解 y = Fryy), 误 差 不 超过 。. 设 误差 线性 
黑 积 使 得 每 经 过 长 度 为 4 的 一 步 后 , 我们 能 允许 大 小 为 eh7(5 一 a) 的 误差 .这 怡 好 是 以 前 用 过 的 自 
适 诬 积 分 .假设 了 是 取 长 度 为 天 前 -- 步 所 产生 的 截断 误 莽 估计 ,因此 如 果 了 二 超过 ea) 就 
采用 这 一 步 ,并 继续 进行 下 一 步 . 否则 , 减 小 步 长 4{ 到 0,54 或 其 他 适合 的 ). 并 重复 这 一 步 ,只 要 步 
长 不 是 小 得 让 会 入 误差 成 为 控制 误差 源 , 用 收效 方法 这 些 要 求 最 终 会 被 满足 . 

如 果 用 Milne 顶 测 -校正 方法 ,那么 题 19. 20 提供 了 需要 的 截断 澡 盖 (P - C)/29, 能 接受 的 条 
件 是 


IP-e < 
它 容易 从 已 处 理 的 部 分 计算 出 来 . 
如 果 用 Adams 方法 ,那么 题 19.27 给 出 同样 能 接受 的 各 件 是 


在 这 种 情形 ,舍弃 将 需要 重新 使 用 附加 的 启动 程序 . 
为 了 使 Runge-Kutta 方法 自 适应 ,需要 一 种 估计 局 部 截断 误差 的 切实 可 行 的 方法 , 建 
立 这 种 估计 , 部 不 含 ytz) 高 阶 导数 的 那 种 . 
解 时 现在 将 用 到 熟 瑟 的 对 步 长 和 24 的 误差 进行 比较 的 概念 .用 经 典 的 四 阶 方法 , 在 目前 的 
位 置 zx 取 步 长 为 24 ,局 部 截断 误差 大 约 为 
Tas = CIA) = 320h7, 
现在 用 步 长 为 天 的 两 步 来 材 盖 间 样 的 区 间 , 全 起 弹 的 误 莽 约 为 
2T = 205 

这 就 是 对 真 的 w+? 值 的 两 个 估计 : 

Wt2 = Azn + DOR’ = 由 + 2Ch5, 
于 标 24 和 所 表示 得 到 这 两 种 近似 用 的 步 长 , 相 减 就 则 到 的 值 和 误差 街 计 


六 ， 一 总 
一 5 
T= 30 . 


完整 的 自前 步 可 能 是 它 的 两 倍 ,这 种 估计 假定 Ch 是 一 个 合适 的 误差 度量 而 C( 有 高 阶 导数 夹 在 中 
间 ) 在 整个 区 间 改 变 不 大 . 


数值 分 析 


19.46 


19,47 


19 .48 


19 .49 


利用 前 : 题 的 误差 估计 , 使 Runge Kutta 方法 自 适 应 . 
解 SB 对 于 区 则 (we 5) 允许 误差 是 。 为 了 使 它 技 比 例 分 布 ,我 们 要 求 在 x 和 .x,.1 之 出 的 局 部 


截断 误差 不 超过 2e87(5 --a). 如果 Tai 俗 如 估计 的 不 超过 此 值 , 即 若 


| 六 A, 的 六 2 | 所 30e 


二 5s 一 和 
那么 4 的 值 能 在 mm- :处 被 接受 ,而 且 可 以 继续 下 去 .换言之 , 为 使 新 的 截断 误差 Th "是 合适 的 
就 需要 更 小 的 步 长 让” . 回 到 基本 的 ,我 们 假设 


了 大 "> 
站 


T= CA, T= C= 
庆 者 数量 上 不 超过 月 * ef/{8 -a), 放 在 一 起 就 得 到 新 步 长 是 
ch 1 
kh [et] : 
从 导出 这 公式 的 各 种 假设 看 玉 , 它 并 没有 走向 极端 ,通常 引入 保险 因子 0.8. 此 外 假设 已 经 很 小 ， 
T; 随 之 而 很 小 ,h* 的 计算 黄 至 可 能 溢出 .此 公式 应 慎重 地 应用 . 
预测 入 正 方法 和 Runge-Kutta 方法 中 哪 一 种 更 适合 于 自 适应 计算 ? 
布 时 产 测 -校正 方法 的 优点 是 , 知 计 截断 澡 差 的 部 分 当 需 要 时 已 经 处 理 , 对 于 Runge Kutta 方 
法 必须 分 开 使 用 公式 , 恰 如 刚 才 所 到 的 .这 几乎 使 必须 计算 f(z,y) 的 虹 间 加 倍 , 因 为 这 是 所 舍 的 主 
要 计算 工作, 届 以 运算 时 间 几 乎 加 倍 . 男 一 方面 ,如 前 所 说 每 当 步 长 改变 , 就 需要 帮助 预测 -校正 方 
法 重新 肝 动 , 这 就 意味 着 额外 的 程 摩 .因此 苛 预 知 经 常 政变 ,不 如 整个 使 用 Runge-Kutts 方法 . 
斌 改变 步 长 用 经 典 Runge-Kutta 方法 解 司 题 
y =-zy, 0O=2. 
其 精确 解 是 y=2/{1 + x”). 
解 ”# 这 个 解 开 始 时 相对 陆地 朝 下 转 , 然后 逐渐 变 成 水 平 .所 以 我 们 预料 开始 需要 小 的 步 长 ,以 
后 可 以 逐 革 放宽 .观察 进行 到 了 = 27 所 预期 的 这 些 步 长 很 有 趣 . 


什么 是 可 变 阶 方法 ? 

解 EF 用 于 对 摄 分 方程 进行 积分 的 公式 的 可 变 阶 ,是 试图 用 最 少 的 计算 达到 给 定 的 精度 的 另 - 
种 方法 .开始 用 一 个 低 阶 公式 作为 自 启动 ,这 需 用 小 的 步 长 使 它 精 确 , 在 进行 计算 时 两 者 进行 调整 . 
想法 基 对 当前 计算 的 这 一 步 找 出 最 优 阶 各 步 长 .为 了 散 到 这 -点 ,已 有 许多 专门 的 程序 ,它们 都 有 
些 复杂 .但 是 其 构成 策 路 的 基础 上 类似 于 题 19.44 到 题 19.46. 


刚性 方程 


19.50 


19.51 


什么 是 刚性 方程 ? 
解 ”& 这 个 术语 一 般 和 方程 组 联系 在 一起 .但 原则 上 能 比较 简单 地 说 明 . 取 方程 

yy =— 100y + 99e 7™, 
它 有 解 y=e re Wr, 
满足 初始 条 件 y(0) =0. 这 个 解 的 两 项 都 趋 上 上 零 ,但 是 第 二 项 比 第 一 项 衰减 快 得 多 .在 rz=0.1 处 第 
二 项 四 人 世 小 数 都 已 为 窜 , 与 第 … 项 相 比 它 的 确 是 瞬 变 项 .而 第 一 项 几乎 就 可 被 称 为 * 稳 态 " ,方程 组 
中 不 间 分 其 以 十 分 不 同 的 时 间 尺 度 作 运算 , 这 种 方程 组 就 称 为 刚性 方程 组 , 它们 与 正常 的 数值 解 大 
相 庭 径 . 
考虑 到 前 面 的 瞬 变 项 迅速 衰减 , 我 们 可 以 预期 用 步 长 4 =0.1 来 生成 留 下 的 项 e-: 的 
值 .经 典 的 Runge-Kutta 方法 实际 产生 了 什么? 
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19.52 


19.53 


19.54 


中 的 A 由 结合 ,就 成 为 


i 


解 E&F 很 像 题 19.42. 我 们 有 户 = “100, 把 它 与 稳定 性 准则 
-2.8 近 县 = 100h, 

这 就 启发 我 们 保持 步 长 比 0.0278 小 .这 可 能 有 些 吃 惊 , 因为 它 似乎 在 瞳 示 瞬 变 项 {在 x =0.1 后 

其 天 小 可 不 计 .) 仍 能 以 一 种 重要 的 、 隐秘 的 方法 影响 计算 . 将 这 个 理论 进行 试验 ,用 产 = 和 .03 进行 

运算 .预言 的 “淹没 "并 没有 出 现 , * 药 值 很 快 下 降 到 - 1014, 但 是 用 疡 = 人 ,025 就 导致 成 功 的 ” 轮 运 

算 .在 rz=3 处 得 出 0.04980, 这 恰好 在 第 五 位 处 高 出 个 单位 

建立 Gear 公式 


1 ] ， 
VY y+l + 2 V ?ytt + 3 Varl 元 yntls 


这 里 ?是 向 后 差分 算 子 .证 明 它 等 价 于 


18 9 2 Gn 
Sall 一 11>” 一 1123*-! + 1 13"-2 十 了 了 ?1 


这 里 人 11 二 Frlyyn+1， 
和 解 时 以 Newton 向 后 公式 开始 


此 (二 十 二) {E+ 1){k + 2) 
De = Yutl + EYyarl + 了 yny1 十 6 Vay 


{ 见 期 7.9), 其 中 之 一 xz, ,1= 刀 , 扣 是 的 三 次 名 项 式 , 它 与 y 在 &=0，-1, -2, -3 相配 置 ,我 们 
求 导 并 令 上 = 用 

9 0 二 秩 和 0 = i | Wy 十 这 Vy + 方 Vy ， 
把 它 取 作 风 ,1 的 近似 ,我们 就 得 到 了 第 一 个 Gear 公式 .第 二 个 公式 容易 通过 把 向 后 差分 算 子 有 由 »， 
表示 而 得 到 .第 二 个 公式 也 能 用 待定 系数 法 得 到 . 即 要 求 它 对 直到 三 次 的 多 项 式 精 确 成 立 . 相应 的 
高 阶 公式 可 通过 推广 而 得 到 .例如 把 Newton 公式 延伸 到 上 = -4, 引 入 四 阶 导数 项 即 在 上 式 堪 边 加 


入 于 Yes 
为 什么 Gear 公式 能 用 来 解 刚性 问题 ? 
解 ”# 对 于 比 我 们 的 其 他 公式 的 值 大 得 多 时 它们 证 明基 稳定 的 .再 用 题 19.50 中 的 方程 为 


简 , 我 们 已 发 现 对 于 上 =0.03Runge-Kutta 方法 不 稳定 ,可 是 Gear 公式 现 化 为 


_ Ll8ys — 9yr-1 + 2yn-2 + S94he an 
Dntl 一 11 + 6008 


{用 方程 中 的 站 代入 ,然后 解 得 y, :1), 取 =0.1{ 用 三 个 精确 的 起 初 值 ) 可 得 到 


Tr 2 4 6 


Y 0.135336 0.018316 -0.002479 


其 中 第 一 个 在 最 后 一 位 高 了 一 个 单位 .至 于 及 =0.5 可 以 认为 悬 最 合 送 的 结果 


EE 2 4 加 


y 0.1350 0.01833 0.002480 


较 大 的 产生 较 大 的 截断 误差, 但 不 会 产生 稳定 性 的 麻烦 . 

Gear 公式 一 般 对 y, ;1 是 非 线 性 的 ,建立 Newton 近代 并 用 它 求 解 这 个 未 知 量 . 

解 EF 上 例 中 Atz,y) 关 于 y 是 线性 的 ,于 是 可 以 直接 解 出 y+ .但 是 一 般 地 我 们 必须 考虑 当 
Fy) = y- Sfzmy) -3 =-0 

时 的 Gear 公式 ,其 中 已 把 y, ,简写 为 y,S 表示 不 包括 + 的 -项 之 和 ,于 是 Newton 交代 为 


92“ 


数值 分 析 


19.55 
19.58 
19 .57 


了 9 .58 


1 .5 
19.60 


19.61 


19.62 


19.63 


19.64 


19.65 


19.66 
19.67 


19.68 
19 .6 


19.70 


19.7] 


人 


ta ik EF 
> 2 FCy ty 


其 中 (y=1- 针 f(rst 9) 


补 充 题 


通过 考虑 方程 y = x? -xy? 的 方向 场 , 导出 其 解 的 性 态 , 解 在 什么 地 方 取 极 大 和 极 小 ”在 什么 地 方 它 
们 的 向 率 为 09 证 明 对 大 的 正 数 r, 必 有 y(z) 忆 工 . 

对 土 ” 题 中 的 方程 试用 图 解法 估计 经 过 ( -1,1) 的 解 y 在 x = 处 等 子 什么 ? 

通过 考虑 方 得 y = -2zy 的 方向 场 ,导出 其 解 的 性 态 . 

对 = 一 xy,y(0) =2, 用 简单 Euler 方法 , 取 上 =0.5,0.2,0.1,0.01 一 直 计 算 到 x =1. 这 些 解 是 否 
问 情 兢 解 y(1)= 1 收 伐 . 

对 yy 二 一 cy (0)=2 用 “中 点 公式 "yp 之 gi-1+247(zxi wi) 取 五 =0,1 并 证 明 y(1)*0.9962. 

对 y= -xDO)=2 用 修正 Euler 公式 , 并 对 以 上 二 个 问题 中 所 得 泛 测 结果 进行 比较 . 牟 相 同 的 大， 
这 些 很 管 单 的 方法 中 哪 一 个 进行 福 最 好 ”你 能 解释 为 什么 妈 ? 

对 于 y= 一 yi: y(0)=2, 取 上 =0.2 用 局 部 Taylor 级 数 方 法 求解 .把 你 的 结果 和 已 解 得 问题 的 结果 
进行 比较 . 

把 Runge Kutta 方 法 用 于 上 述 问题 , 并 比较 你 的 结果 ， 

证 明 题 19.9 中 的 第 一 个 公式 . 

对 y=zy 3,y(1)=1 取 =0.1 用 Milne 预测 -校正 方法 求解 ,把 所 得 结果 和 已 解决 问题 中 的 结果 
对 上 述 后 是 用 Adams 观测 - 校 止 方法 求解 , 再 比较 缚 捍 . 

对 题 19. 押 ,采用 二 个 或 三 个 其 他 预测 -校正 组 合 .其 结果 是 否 有 本 质 的 莱 别 ? 

对 y= yy( 一 1])=1 用 各 种 方法 求解 .y(0) 等 于 什么 ? 这 利 你 在 题 19.56 中 所作 的 估计 有 有 过 
接近 ? 

用 各 种 方法 求解 y' = - 2xy, y(0)=1, 与 精确 解 y =。-" 进行 比较 结果 怎样 ? 

证 明 把 Milne 方法 用 于 y = yyt0)=1 取 天 =0.3 并 取 四 位 小 数 ,导出 以 下 相对 误差 ， 


去 1 .5 3.0 4.5 .0 


相对 误 绢 0.00016 0.00013 0.00019 0.00026 


这 意味 着 计算 几 平 总 尾 产 生 四 位 有 效 数字 ， 
证 明 把 Nilne 方法 用 十 w= -ys3(0)=1, 取 上 =0.3 并 取 五 位 小 数 ,导出 以 下 相对 误 芝 : 


T 1.5 3.0 4.3 6.0 


相对 澡 差 D -0.0006 0.0027 一 心 . D248 


虽然 几乎 产生 四 位 准确 数字 , 但 是 相对 如 营 已 开始 其 不 断 增 长 的 振荡 . 
证 明 中 点 方法 


Yint = Ye + 2hF (CIE, Yr) 
是 不 稳定 的 . 
证 明 这 个 公式 比 Euler 方 法 有 较 低 的 截断 误差 ,其 精确 解 满足 
Batt = Hat + 2hF( Ta yi) + (8) 
于 于 特殊 情形 F(x, yy) 一 六 y, 证 明 
d+ 二 全 1 十 24 
为 了 再 次 集中 单个 误差 eu 的 长 期 影响 ,不 计 及 截断 误差 项 、 
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19 .72 


19.73 


19.74 


19.75 


19.76 
19.77 


19.78 


19.79 


19.8%0 
19.81 


19.82 


河 了 了解 这 个 方程 , 先 证 明天- 284ar 一 1= 洛 的 两 个 根 是 
r = At va JAI+OG). 
对 小 的 A ,它们 接近 e 凤 和 e 局 .因此 差分 方程 的 解 是 
de — efl + 8) tel— 1 — ARY’ a er + eof -Tte Mt, 
他 下 =0 得 到 如 =cfen 除 以 内 ,相对 误差 为 
rel+ (dp ec}t(- lie AR ， 
证 明 对 正 的 4, 它 将 保持 有 界 , 但 对 负 的 站, 当 支 增加 时 , 它 将 成 为 无 漠 , 因此 这 个 方法 在 这 种 情形 是 
不 稳定 的 . 
表 19.6 中 的 结果 是 对 方 树 YY = - xy?, y(t0)=2 应用 中 点 方法 所得 到 的 . 步 长 有 =0.1, 公 对 了 =0.5 
(0.5)5 的 值 进行 打印 .这 个 方程 不 是 线 人 性 的 .但 计算 每 -- 个 信 的 相对 误差 发 现 通过 前 而 线性 问题 前 
分 析 预 报 振 葛 迅速 地 增加 . 


表 19.6 
< | 计算 从 正确 y Te 计算 正确 从 
0.5 | 15958 | 1.6000 3.0 0 1799 0 .2000 
1 0.9962 | 000 3.5 0.1850 0.1509 
1.5 | 0.6167 0.6154 站 中 .0586 0.1176 
2.0 | 0.3950 0.4000 4.5 0.1689 0.0941 
2.5 | 0.2865 0 2759 5.0 0.0713 0.0769 


对 题 19.27 中 列 出 的 其 他 的 校 止 公式 分 析 其 相对 误差 . 
证 明 公 式 et + 本 Ca+ 史 0)+ 古 h: ‘ | ys) 
人 2 * 式 
Yr Ry YE + Byg-1) + T4077 + Tya-1) 
有 截断 误差 31h5 yte)/81. 本 人 二 有 第 导数 的 信 来 降低 才 世 漠 六 
对 y= 一 zy yt)=2, 取 =0.2 应 用 上 题 中 的 公式 ,需要 用 一 个 额外 的 起 始 信 , 它 可 以 取 为 同一 
方程 以 前 的 解 , 警 如 说 由 Taylor 级 数 . 
给 定 y= v1 yy?,y(0)=0, 作 为 试验 ,用 我 们 的 近似 方法 中 的 任 一 种 方法 计算 y(x/2). 
给 定 y 了 = 上 -yx(0)=2, 用 我 们 的 近似 方法 中 的 任 一 种 求 y(2). 


用 任 一 一 种 我 们 的 近似 方法 求解 y ~ 人 二 25 y0) 1 直到 一 2 


1+ xr) 


用 任 一 种 我 们 的 近似 方法 求解 y = - ,yy(1) = 0, 直到 z=2. 


.二 


用 任 一 种 我 们 的 近 做 方法 求解 多 =。 并 过， >( 一 0, 直 到 < 一 2 


-物体 妖 落 至 地 蒜 的 过 程 中 , 根据 Mewton 理论 , 仅 考虑 地 球 的 重力 吸引 ,按照 方程 (同时 参看 题 
20.16) 


dy _ 1 2 iH .sy 
dr 二 v22R § Hy 


这 里 y- 到 网 球 中 心 的 距离 .pg = 这 ,RR = 4000(5280) ,五 -到 地 球 中 心 的 初始 距离 .可 以 证 明 这 公 方 
牧 的 精 兢 解 是 


+- (¥ 小 + Loreoe| 全 -小 


初始 速度 为 0, 把- -各 我 们 的 近似 方法 用 于 这 个 微分 方程 及 车 妈 条件 y(0) = 百 = 237,000(5280). 在 
什么 时 刻 你 求 得 y 一 RR? 如 果 月 球 在 其 路 程 中 停 小 并 且 地 球 保 持 稳 定 ,这 个 结果 可 被 解释 为 是 月 妹 
降落 到 地 球 所 要 的 时 问 . 

质量 为 m 的 雨滴 在 下 落 时 间 上 后 有 速度 w, 设 运动 方 种 是 


dy _ cy? 
di 32 7 


+ 194 ， 数 簿 分 析 


其 中 c 是 空气 阻力 的 一 种 测 基 ,于 是 能 证 明 速 度 趋 于 一 个 有 限 值 ,直接 应 用 一 种 我 们 的 近 羽 方法 到 
这 个 微分 方程 中 来 证 实 这 一 结论 (对 于 情形 c/ m= 2) 可 用 任 一 初始 速度 . 
19.83 “ 子 漳 克服 空气 阳 力 cw? 向 上 发 射 ,假设 运动 方程 是 
dv 


2 
do -35 .5 
= 


dt 
如 果 cf m=2, w(0) =1 用 一 种 我 们 的 方法 来 求 子弹 达到 最 高 点 所 需要 的 时 间 . 
19.84 长度 为 工 的 强 的 一 烯 支承 在 一 茶 直 线 上 ,连接 另 一 端的 重 物 的 路 程 由 下 式 决定 [拖网 19.7) 


{0,1) 


图 19.7 


能 求 出 精确 解 .得 是 用 一 种 我 们 的 近似 方法 来 计算 重 物 的 路 程 ,从 (0, 工 ) 出 发 , 取 工 =1. 


第 二 十 章 ”高 阶 微 分 问题 


基本 问题 
本 章 考 感 的 基本 问题 是 对 形 如 


3 fry ya) i=}, 
的 一 阶 微分 方程 组 和 给 定 的 初始 条 件 yj( x0) = ai, 求 n 个 函数 y,(z). 它 出 现在 各 和 神 应 用 中 . 
这 是 第 十 轧 章 处 理 的 初 值 问题 的 表 接 推广 .把 它 写 成 向 量 形 式 使 其 桂 别 简单 . 

Y (rz)= Flzr, Y), YkKzo) = A, 
其 中 Y, 下 和 A 分 别 有 分 其 3:, 了 和 4a;. 

高 阶 微分 方程 可 以 用 这 一 阶 微分 方程 组 来 代替 , 而 且 有 标准 的 处 理 方法 .车 为 最 简单 的 例 
子 , 二 阶 方程 
y = fr,yy) 
化 为 一 个 函数 vy 和 的 方程 组 
y =p, pp = f(x,yp). 

相伴 的 初始 条 件 y(x0) = ay (xo) = 由 y(xo)=a 和 p(xo)=5 所 代替 .这 样 就 得 到 了 上 述 
基本 问题 .对 十 三 阶 方程 定义 y =p 和 y=g 很 快 就 导出 三 个 方程 的 一 阶 方程 组 , 如 此 等 等. 
高 阶 方程 组 如 上 述 那 样 钼 理 每 一 项 .因此 把 任何 一 个 高 阶 问题 化 为 一 阶 方程 组 的 这 种 选取 是 
可 用 的 . 


求解 方法 


容易 把 上 一 章 的 方法 椎 广 到 一 阶 方程 组 , Tayior 级 数 的 应 用 很 直接 , 因此 常 适 用 于 此 ， 
Runge-Kutta 方法 也 可 应 用 ,方程 组 中 每 一 个 方程 几乎 完全 和 在 第 十 九 章 中 那样 处 理 . 预测 - 校 
正方 法 网 样 正 确 , 这 些 推广 的 例子 将 在 题解 中 给 出 . 


题 解 
20,1 通过 解 方程 组 
一 一代 一 区 
y 二 并 一 3 


来 说 明和 解 联 立 方程 组 的 Taylor 级 数 方 法 , 两 个 函数 zx (1) 和 和 vy(1) 满 足 初始 条 件 
(0)=1,y(0)=0. 
解 时 直接 代入 两 级 数 


rt)y = 0) + tx (0) + 六 0) 十 


3ft) = y(0) + ty (0) + 00) 十 . 


由 所 给 的 方程 组 得 到 需要 的 部 分 ,首先 x C0)= 1 上 友 y (0)= 二 然后 从 = -zx -和 相 y=x 一 
yy 得 到 x*(0) =0,y(0)= --2. 同 样 的 方法 可 以 得 到 高 阶 导 数 ,这 两 个 级 数 开始 如 下 ， 
1 


1 13_ i141,... 
rt1)=1 t+ 了 it Gt ts 


1 
ft = 上 一 tt. 


所 给 方程 组 不 但 是 线性 的 而 且 有 常 系数 ,把 它 写 成 如 下 形式 


136， 数值 分 析 


X(t) = AX(L), 
其 中 x-1*), _f-1l -1 
| | 4 | 1 -| 
用 和 “| 
代入 试验 就 能 求 得 精确 解 , 代 人 方程 就 得 到 了 和 矩阵 4 的 特征 值 问 题 . 对 上 面 的 入 有 
(-1~-aA)a-6b =0, 
a+{-1-i)& =0. 


得 到 = -1+i, 稍 作 计算 就 得 到 
Itt) = ecost, y(t) = Ee ‘sint. 
上 面 开 始 的 Taylor 级 数 当 热 就 是 这 些 函 数 的 级 数 . 
所 述 的 过程 容易 推广 到 较 大 的 方程 组 . 
20.2 ”用 经 典 的 四 阶 集 对 二 个 联 立 一 阶 方程 组 宕 出 Runge-Kutta 公式 . 


解 ” EF 没 所 给 方程 是 


t 


y= f(xyp), p= fr,y,p), 
初始 条 件 是 y(zo) = vo, ptx0}= po. 可 以 证 明 以 下 公式 
有 = (zs yn Pr), EAC 计 是 加 + 二 外 各 + 二 人， 
{1 = hfalxns yo pa) 有 = 有 hf + 方 和 yo 让 p+ 方志 2)， 
hs (s+ 六 有 yr + 言 hispa 一 二 仙 ke = h(a + hy pe 


1 
i2 = hf ret ,yet pn) =hfa(r, + hy + ka, pn L3), 


Watl = Yn + Fk + 282 十 2R3 + 上 ， 


2 


等 同 于 关于 两 个 渗 数 直到 四 阶 项 的 Taylor 级 数 , 其 细节 与 单个 方程 完全 相同 , 因此 略 去 .对 多 于 两 
个 ,譬如 x 个 联 立方 程 组 , Runge-Kutts 方法 的 推广 和 上 面 是 平行 的 .用 = 组 公式 民 普 两 组 公式 .这 种 
公式 的 应 用 之 例 见 题 20.7. 

20.3 “对 上 题 中 的 联 立 方程 组 写 出 Adams 型 的 预测 -校正 公式 . 


解 ”G5 假设 已 有 每 一 际 数 的 四 个 初始 值 , 芷 如 ,yi y2, 33 和 po, pi, pp 于 是 可 用 预测 公式 
1 ， 了 - - 
Wl + AAS 一 Iya + 7 yk-2 9yx-3]， 
Parl Pr + 去 4 (S52 — S59pe-1 + 37p:-2 - Oph-3), 


以 下 多 = rs Yh Ps), ph = falxris yrs PE), 
这 些 结果 可 用 来 启动 校正 公式 


Wt e+ UC + 19ys 一 $y .1 二 Yaa) 
Brri > Pret (9ph + 19ph ~ Sps 1 + pa-2). 
于 是 重复 进行 到 相 邻 结果 和 指定 的 允许 偏差 相 一 致 .此 过 程 几乎 和 单个 方程 的 过 程 证 有 不 同 .推广 
到 更 多 的 方程 或 其 他 的 预测 -校正 组 合 是 类 似 的 、 
高 阶 方程 如 同方 程 组 


20.4 ”证 明 二 愉 微 分 方程 能 用 两 个 一 阶 方程 的 方程 组 代替 ， 
证 “上 旺 设 二 阶 方程 是 y= 了 (ry yy ) .引入 p=, 我 们 立即 有 y= pp 一 ry,p). 作 为 这 ~ 
标准 方法 的 结果 . 只 要 项 要 , 一 -个 二 阶 方程 就 可 以 用 方程 组 的 方法 米 处 理 . 

20.5 ”证 明 一 般 的 n 阶 方程 


第 二 十 章 高价 微分 问题 


20.6 


,197 ， 


二 f(x yy yy 


也 可 以 用 一 阶 方程 组 代替 . 
证 上 旺 ' 为 方便 计 ,把 y(x) 称 为 yi(x), 并 引入 附加 的 函数 yz(z)，… yufz) 


tn-l)) 


WY y= yy 3w-1 = Ye 
那么 原 = 阶 方程 成 为 
ys = fr Yr ya) 
这 # 个 方程 是 一 阶 的 ,并 且 可 用 方程 组 的 方法 求解 . 
用 等 价 的 一 阶 方程 组 代替 三 维 质 点 运动 方程 
7” = f(t ry 2 Ty ,2 ), y = f(x yr ,yz ), 
zx” = fts Try ry,  ). 
解 旺 设 z=w,y =v,z = w 是 速度 分 其 ,二 是 
wu” = 及 (人 vw = falty Ty Ye Ws vst) 
tw = f(t rs yz, WO). 
这 六 个 方 伐 就 是 所 要 求 的 一 阶 方程 级 .其 他 高 阶 方 程 可 以 用 同样 方法 处 理 ， 
计算 Van der Pol 方程 
y -0.D(1-y)y +y=0 
初始 条 件 是 y(0)=1,y (0) =0 的 解 直 到 y(4) 的 第 三 位 小 数 , 对 两 个 一 阶 方程 使 用 
Runge-Kutta 公式 . 
解 # 等 价 的 一 阶 方程 组 是 
y = p= f(t yp), 
p=- y+(0 D1 -ys = f(t yp). 
这 个 方程 组 的 Runge-Kutta 公式 是 
ka = Ap hE- y+ {0.1)(1— ye)pn), 


1 ，12 1 
0 
1 1 1 ，1 1 
bp 
ks = hp, + 13), 二 | (Cy TE) + O11 Cy, + ka 1(p, + {3)|, 
以 及 yr = yt tk 2 part= prt it at2ls+h) 
到 上 =0.2 计 算得 到 以 下 三 位 小 琢 的 结果 
ki =(0.2)(0) =0, 0D-1+00.1)(1 -1)(0)}= -0.2, 


& =0.2) -0,1)= -0.02, tz =(0.2)[—1+(0.1)(1-1)( -0.1)]= -0.2, 
ha (0.2)( -0.1)= -0.02, i3= (0.2)0 -0.99+ (0.1)(0.02)( -0.1)]~ -0.19%8, 


1 数值 分 析 


ka (D2 0.198) -0.04, ta = (0.2)[ — (0.98) + C0.1) C0.04) -0.198)]* -0.196. 
把 这 些 值 代入 得 到 


yl+ 二 (- 0.04 -0.04 — 0.04) = 0.98, 


pi e+ i 0.2-0.4—0.396—0.196) as- 0.199. 


n=1 时 第 二 步 将 续 用 这 种 方法 计算 .在 图 20.1 中 的 图 橡 说 明 直 到 : =6.4 的 结果 ,这 时 曲线 髓 次 向 
下 穿 坟 哇 标 轴 , 这 里 和 记 是 坐标 .这 种 " 相 图 "常用 于 振 落 系统 的 研究 .这 里 振 落 ( 实 线 表示 } 变 强 ， 
而 马 当 x 趟 于 元 穷 时 艳 于 周期 振 葛 (虚线 表示 ), 这 一 点 在 非 线 性 振 萝 理论 中 得 到 证 明 . 


用 级 数 求解 高 阶 方程 
20.8 ”在 x=0 的 邻 域内 求 线 性 方程 y+ (1+ x )y=e” 的 级 数 解 ， 
解 。8aP 设 级 数 为 y(7) = > ourr 代入 可 得 


加 


Daiti— rT? +t (+ 7 Da = 
‘0 Te 


1 
1 一 3 


它 色 过 改变 下 标 可 转变 为 


{fag t+ 2az) + (al + aa)r 十 > [t+ 2 + la + @ 十 ok J] 二 > 


生 = 生 上 =D 


比较 zx 的 同 次 震 的 系数 得 as = (1 a0)/2,a3= (1-ai)76, 于 是 遗 推 可 得 


{hk+IICE FT)a = -a a aE 


逐次 可 得 a4 = 一 a0/24,4s 二 一 a1124, 46 一 (13a0 一 11)/720 等 等 . 数 ao 和 al 将 由 初始 条 件 决 征 . 因 
为 我 们 的 微分 方程 各 部 分 是 解析 消 数 , 在 自 变量 x 附近 可 建立 相似 的 级 数 , 这些 级 数 可 能 已 足以 计 . 
算 整 个 所 需 区 间 的 解 ,如 夷 不 能 ,就 用 它 为 其 他 方法 来 生成 启动 值 . 
20.9 ”在 z=0 的 邻 域内 求 非 线性 方程 y=1+y ?7,y(0)=y (0) =0 的 级 数 解 
解 5 能 够 用 前 题 中 的 方法 ,但 将 再 次 说 明 要 直接 计算 高 阶 函 数 .容易 计算 
yy yy 2 y= 10yy +6y, 
3 = 20{y + (+ ye) (10y? + 6) 
等 等 .根据 所 给 的 初始 条 件 . 它 们 在 零点 的 值 除了 y 忠 以 外 都 是 零 ,因此 由 Taylor 定理 得 到 


3 一 pe 十 Do 十 年 
20.10 ”对 刚性 方程 组 
y 一 让， 


一 -199y -101p 

和 初始 条 件 y(0)= 1,za(0)= -了 应 用 题 19.52 中 的 Gear 方法 .这 个 方程 组 等 价 于 
一 阶 方程 

y + 10ly’ +100y = 0, 

yt0) = 1,» (0) = 1. 
其 精确 解 是 yz)=e “. 
解 呈 Runge-Kutta 方法 能 处 理 这 一 方程 .但是 为 了 保证 是 一 种 稳定 的 计算 .经 典 的 四 阶 集合 需 
用 小 于 0.0278 的 步 长 ,对 y 和 疡 写 出 Gear 公式 


1 6 
Yar LS nt 235-2) + 1 bret 


1 Gk 
parl = 11 (18ps — pai + 2pa-2) + 41 100ynr1 一 101 par1). 


这 可 写成 关于 w+ 和 ps+1 的 线性 方程 组 


1 
Drtl Oa, ™ 1 18 一 9yr-1 一 2 加 -2 


第 -二 十 章 ”高 防 微分 向 题 


199 ， 


20.11 


20.12 


00 | T + 


1 +1 十 


6068 1 


11 | Dr+1 二 让 (8p, 9p,-1 十 2p4-2). 
因为 方程 租 是 线性 的 ,所 以 不 需 用 Newton 远 代 求解 .下 面 给 出 了 选取 两 种 步 长 大 的 结果 .这 两 种 


步 长 都 比 Runge-Kutia 方法 所 需 用 的 步 长 太 得 多 , 为 了 进行 比较 还 列 出 了 正确 值 . 


b=0.1 


y=e n=02 
2 0.1353 0.1354 0. 1359 

4 0.01832 0.01833 0.0185 

6 0.002479 | 0 002483 0.00251 

8 0.0003355 0 0003362 0.000342 
10 0.0000454 0.0000455 0.000465 


一 条 在 外 面 田 妓 土 的 狗 ,看 见 它 的 主人 沿 道路 散步 就 奔 向 他 .假设 狗 始 终 直 接 咀 准 它 
的 主人 ,而 且 路 是 直 的 , 确定 狗 的 路 程 的 方程 ( 见 图 20.2) 是 
xy = ed1l+(y), 
其 中 c 是 人 速 与 狗 速 之 比 .根据 著名 的 攻击 线 (line of attack) 得 出 精确 解 
| le rl c 


YY 2 名 + 


其 中 小 于 1 当 z 欧 于 零 , 狗 在 y=c/(1- c?) 处 这 上 它 的 主人 ,对 十 <= 冯 的 情形 ， 


用 近似 方法 来 解 这 个 问题 .追赶 在 y= 地 处 结束 ， 
解 EF 这 个 二 阶 方程 首先 和 用 以 下 方程 组 


7 =p, 
, cyl+p’ 
P= 要 


表 20.,1 
Ee 3 
0.1 D.3608 
0.01 0.5669 
0.001 0.6350 
0.0001 0.6567 
0.00001 0.6636 
0.0000006 D0.6659 
-0.0000003 0.60688 


图 20.2 


来 代替 .初始 条 件 是 y(1)=0, (1)=0. 能 再 一 次 用 题 20.2 中 的 Runge-Kutta 公式 ,这 时 取 负 的 
值 .这 里 惟一 的 困难 是 当 x 接近 等 时 斜率 p 变 得 很 大 , 步 长 递 碱 的 自首 应 方法 看 来 是 必要 的 .我 
们 着 为 于 开始 的 策略 , 先 取 上 = -0.1 直到 z=0.1, 再 取 有 = 0.01 直到 x =0.01, 等 等 ,结果 列 于 
表 20.1 中 .最 后 两 个 x 的 值 着 来 包括 省 入 误差, p 的 值 没 有 列 出 .但 是 在 大 小 上 升 至 接近 1000. 


方程 


之 + 3 
rT 二 + 0 = 


其 中 一 - 撤 , 二 撤 都 表示 对 t 求 导数 ,是 在 适当 选取 某 些 物理 常数 后 描述 质点 在 平方 区 
比重 力 场 中 的 Newton 轨道 .如 果 在 + 的 最 小 值 位 置 : =0( 图 20.3), 而 如 

"(0)=3, #60)=0, r {0)=0. 
于 是 这 轨道 证 明 是 椭圆 ;二 9/(2 + cos9). 用 一 种 我 们 的 近似 方法 并 与 精确 结果 进行 


数值 分 折 


比较 . 
解 ”EF 应 用 十 分 直接 .用 和 熟悉 的 化 为 一 阶 方 程 组 的 方 
法 先 把 它 化 为 
一 必 
再 加 于 Runge-Kutta 方法 的 三 组 程序 , 仍 按照 亚 20.2 中 
的 模型 , 积分 继续 到 角 庶 了 超过 2x. 在 表 20.2 中 提供 了 
输出 值 有 选择 的 摘录 (用 步 长 =0.1), 它 明星 地 具 所 要 
图 20.3 轨道 的 性 质 . 进一步 检查 , 理论 给 出 了 周期 = 12rv3 或 者 
大 约 是 全 .3. 而 这 一 点 符合 得 很 好 . 
疲 20.2 
t ] r | 四 | p 
| 0 3.00 0.00 0.00 
看 4.37 t.51 0.33 
7 4.71 .866 人 0.33 
了 2 9.00 3.12 .01 
33 9 0 3.15 —D.004 
$59 4.47 4.73 —0.33 
655 3.00 6.18 -0.3 
十 让 3.03 站, 2 0.08 
补 充 题 
20.13 方程 


2 . y(t) = | 

措 述 了 鸭子 始终 瞄准 目标 位 置 而 企图 游 过 一 条 
河 的 路 稚 , 水 流速 度 为 1, 鸭子 的 速度 为 2, 轴 子 
在 5 外 出 发 ,因此 x (0) = 14,y(0)=0( 见 图 
20.4), 对 两 个 齐 次 方程 用 Runge-Kutta 公式 计算 
册子 的 路 程 .与 精确 解 y = (x'2 - z200) 进行 
比较 .岗子 到 达 目 标 处 需 旬 长 时 间 ” 

20.14 ”其 Adams 预测 -校正 方法 解 上 述 问题 . 

20.15 对 题 20.13 用 Milne 方法. 

20.16 ”一 个 物体 下 降 至 地 球 的 经 和 与 的 平方 反比 定律 是 


x(t) 一 一 


。 R* 
y(t) = 


其 中 g 是 常数 ,RR 是 地 球 半径 . 它 有 著名 的 而 且 多 少 让 人 吃惊 的 解 
3 
t= | 言 - [党 ] + 寺 aeeos[ 各 -| 


其 中 五 是 初始 高 度 , 初始 速度 为 零 . 引 入 等 价 方程 组 


3 = 所， p =~ 了- 
用 Runge-Kutta 方法 计算 速度 pft} 和 位 移 ytz). 何 时 自由 落体 到 达 地 球 表 面 ? 并 与 精确 解 止 较 . 
(车 用 英里 和 秒 作 单位 , 则 g = 380,R= 4000, 并 取 H= 200,000, 即 月 球 到 地 球 的 四 离 .这 个 问题 说 


明了 某 些 计算 空间 轨道 的 困难 . ) 
20.17 “对 题 20.16 用 Adams 方法 ， 


20.18 证 明 +3(y')2=0,y(0) =1,y (0)= 才 的 解 可 表 为 
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"20] : 


20.19 


20.20 


I 3zz 了 r3 T7z4 罗网 
4 32 128 2048 


wr = T+ 


i ， 


焉 明 wy -272y + | 二 + zj y=0 有 以 下 形式 的 角 


yr) = rat arr + dre -oo)， 
如 果 要 求 lim 4 = 1 试 确定 其 系数 . 
0 
把 Runge-Kurta 公式 用 于 
多 =- 12y + Ox, zx’ = ily - 10z. 


使 用 y(1) 有 9e 1 xfl)sslle (作为 初始 条 件 ， 

这 个 方程 组 有 精确 解 y=9e "+5e 2， z=1le *—Se 37， 

取石 =0.2 计算 到 三 位 或 加 位 小 数 ,而 且 至 少 算 到 x = 3. 注 意 如 果 卫 接近 1, 那么 计算 便 开始 严重 
振荡 .要 解释 这 一 点 可 通过 对 -2 的 四 次 Taylor 近似 (这 是 Runge-Kutta 方法 必须 使 用 的 ) 和 精确 的 
指数 函数 相 比较 . 
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最 小 二 鳞 原 则 


选择 一 个 多 项 式 p(x) 用 一 种 使 平方 误差 (在 某 种 意义 下 ) 为 极 小 的 方式 来 过 近 一 个 已 知 
函数 ,其 基本 思想 首先 为 Gauss 所 提出 . 有 若干 种 版 本 ,取决 于 所 涉及 的 自 变 基 的 集合 及 所 用 
的 误差 度量 ， 

首先 , 当 数 据 为 离散 时 , 我 们 可 以 对 给 定 的 数据 xz, y; 及 mm < 和 NN 将 和 


NN 
S= Yi(y, aD li Ca 
:看 


棚 小 化 ,人 茶 件 m<N 使 多 项 式 

plr) = a0t dtr + arr :+ + emr™ 
未 必 能 在 所 有 N 个 数据 点 上 都 能 匹配 . 故 S 很 可 能 不 会 变 成 零 . Gauss 思想 是 尽 我 们 所 能 使 
S 侄 小 .于 是 微 可 分 学 中 的 标准 技法 便 引出 了 决定 a 的 法 方程 组 ,这 些 方程 是 


Soao t+ s101 t+ + Smtim = to 


SiQ0 + S291 + 十 Sm+ilam = tis 


Snd0 + Smildl tT 十 Smdm = ty 


其 中 = 袜 sh,na = yr .这 个 线性 方程 组 的 确 能 惟一 地 决定 a 而且 所 得 到 的 a, 确实 产 


生 S 的 最 小 可 能 值 . 对 于 线性 多 项 式 来 说 
六 (zh = Mr +B, 
法 方程 容易 解 出 并 且 得 到 
Sot 一 Sito 
Mo D7 ma- 

为 了 对 现存 的 不 同 的 最 小 二 乘 方法 提供 一 个 统一 的 处 理 ,包括 刚才 描述 过 的 第 一 种 方法 ， 
考虑 在 向 蜡 空 间 中 极 小 化 的 一 般 问 题 .从 代数 观点 ,用 正 交 投影 思想 易 得 其 解 .自然 地 这 个 一 
般 问 题 再 现 我 们 的 p (x) 及 法 方程 , 当 我 们 进行 解 其 他 变种 的 最 小 二 乘 原则 时 将 会 重新 作出 
解释 .对 所 着 手 的 特殊 情况 在 大 多 数 场 合 还 会 重复 提供 同样 的 论点 . 

除 次 数 非常 低 的 多 项 式 之 外 ,上 面 的 法 方程 组 被 证 明 为 病态 ( 坏 条 件 } 的 ,这 说 明了 ,虽然 
它 惟一 地 定义 系数 a, 但 在 实践 中 可 以 证 明 这 些 ai 不 可 能 被 解 出 . (将 在 第 26 章 中 提出 的 } 解 
线性 方程 的 标准 方法 或 者 根本 不 可 能 产生 解 , 或 者 数据 误差 被 恶性 放大 .为 解决 问题 , 正 交 多 
项 式 被 引进 .( 这 相当 于 为 抽象 的 向 量 空间 选择 一 个 止 交 些 . ) 对 于 离散 数据 的 情况 ,它们 是 次 
数 为 mx =0,1,2,… 的 多 项 式 PN(t), 具 有 性 质 


Dy Pan(i)P,, w(t) = 0, 
t= 习 


S2f0 一 31 


这 就 是 正 交 性 . 显 式 的 表达 式 
n mlm+tilret) 
pnt) = Sn, | 


将 被 得 到 , 在 这 个 式 子 中 二 项 式 系数 和 阶乘 多 项 式 显 得 重要 ， 
我 们 的 昌 小 二 乘 多 项 式 的 另 一 种 形式 现在 变 得 方便 了 , 印 


Plt) = 2 arPe nl) 
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含有 新 系数 a 决定 这 此 sk 的 方程 组 证 明 为 特别 容易 求解 .事实 上 
Dyps nts) 
六 Pit) 
这 些 ai 的 确 使 误差 和 5 极 小 化 , 极 小 人 为 
Smm = > Yr 一 wia?, 
其 中 W, 为 a 表达 武 中 作为 分 帮 的 和 式 
应 用 


关于 离散 数据 的 最 小 二 乘 多 项 式 有 二 个 最 主要 的 应 用 ， 
1, 数据 平滑 化 .通过 接受 多 项 式 


p(xz) = aotart + amr” 
来 替代 已 知 的 y(x), 我 们 得 到 一 段 光滑 的 线 , 如 抛物 线 ,或 是 其 他 曲线 以 蔡 代 原先 的 ， 
可 能 不 规 刚 的 数据 函数 . p(x ) 应 该 是 多 少 次 取决 于 不 同 的 情况 .通常 使 用 一 个 5 点 的 
最小 二 乘 搜 物 线 . 相 应 于 点 (zy ) 取 ;= 大 -2 一 1 0 才 +2, 它 导出 平滑 化 公式 


yr) ss PLXE) = ye — ES 
该 公 武 将 5 个 值 y_2，…, ,2 浴 合 在 一 起 来 为 末 知 的 精确 值 y(tzs) 提 供 一 个 新 的 估 
计 . 在 有 限 数据 考 的 两 端点 只 近 要 求 稍 加 修正 ， 
一 组 近似 情 A; 对 相应 的 真 值 工 的 标准 姜 定 义 为 


N 加 2 17 
标准 差 = [六 (TT 人 ] 
在 工 为 已 知 的 各 种 试验 情况 下 , 我们 将 用 这 个 误差 度 基 来 估计 最 小 二 乘 平 滑 化 的 有 


效 性 ， 

_ 近似 微分 .正如 我 们 早 些 时 见 过 的 那样 ,对 不 规则 数据 以 一 个 配置 多 项 式 进行 拟 合 时 
会 导致 导数 的 十 分 差 的 佑 计 . 甚至 在 数据 中 的 小 的 误差 也 会 被 放大 到 恼人 的 程度 .但 
是 -一 个 最 小 二 乘 多 项 式 并 非 进 行 配置 . 它 在 数据 值 之 间 穿 过 并 且 提 供 光滑 性 .这 个 较 
为 光滑 的 函数 下 常 带 给 我 们 对 导数 ( 印 p (x) 的 值 ) 较 好 的 估计 .刚才 所 到 的 5 点 抛物 
线 导 出 公式 


， ， 1 
y (Xa) Ep {xe) = Top Dy 2 MEL Mktl + 2y812). 


在 有 限 数 据 表 的 端点 附近 , 它 也 要 求 修正 .这 种 公式 所 产生 的 结果 通常 比 由 微分 配置 
多 项 式 所 得 来 的 那些 结果 优秀 得 多 .然而 , 在 力求 估计 y (ze) 时 ,对 p 《xx) 值 重复 应 
用 它 则 又 会 导 臻 有 疑问 的 精度 . 


连续 数据 
对 于 连续 数据 y(x) 我 们 可 以 极 小 化 积分 


1= 人 be 一 aoPot 7) 轩 汪 计 寺 光 尖 amPn (x) Tdr, 


P(xz) 为 Legendre 多 项 式 .[ 我 们 必须 假设 y(x) 为 可 积 的 , ] 这 意味 着 我 们 从 一 开始 就 选择 了 


正 交 多 项 式 来 表示 我 们 的 最 小 二 乘 多 项 式 ,其 形式 为 
plzr) = enPo(z) 二 十 amPm (rt), 


它 的 系数 征明 为 
a = EF yz) Pra) dr. 
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为 使 用 Legendre 多 项 式 廊 便 起 见 ,首先 将 数据 yt} 在 其 上 给 出 的 区 间 规 格 化 为 (一 1,1). 有 时， 
使 用 区 间 (0,1) 更 为 方便 .此 时 Legendre 多 压 式 也 必须 服从 自 变 茧 的 变化 .新 的 多 项 式 称 为 平 
移 的 Legendre 和 多项式. 

当 y(z ) 是 复杂 结构 时 , 往往 某 种 类 更 的 离散 化 是 必要 的 .或 者 给 出 系数 的 积分 必须 用 近 
似 方法 加 以 计算 ,或 者 连续 变 基 的 集合 必须 在 一 开始 时 就 被 离散 并 且 要 被 极 小 化 的 居 “个 和 
而 不 是 积分 .很 清楚 , 有 几 种 不 同 的 手段 好 用 而 计算 机 必须 决定 对 -个 特殊 的 问题 采用 那 一 种 
于 段 . 

对 已 知 连续 数据 函数 y(x} 的 平滑 化 和 近 侯 微分 再 次 是 我 们 最 小 二 天 多项式 pl) 的 优 
先 应 用 .我 们 简单 地 接受 pf(zr) 及 p(x) 为 较 不 规则 的 y(xr) 帮 yy (x) 的 替代 量 . 

最 小 二 乘 原 则 的 - -个 推广 包含 对 积分 


i = [Clat) -anQnlz) -7 anQn (rT) dz 
进行 极 小 化 ,其 中 w(x) 屁 -个 非 负 的 权 函 数 . Q(x) 为 广义 的 正 交 函 数 
fel) Qs) = 0, 
当 j 二 时 ,其 细节 平行 地 那些 已 经 提 到 过 的 ww(z)=1 的 情况 , 系数 ak 由 
| ez)y(r)Qtz)dr 


此 上 一 


[EE 
给 出 .了 的 极 小 值 可 以 表示 为 
Tan = wl)y rar 一 > Wiaz, 
其 中 WW; 是 a; 表达 式 中 分 坪 积 分 .这 就 导出 Bessel 不 等 式 
Pw: < | (Cr)yz(z)dz 


以 及 mw 趋 于 无 穷 时 级 娄 Dw 为 收敛 的 事实 ,假如 所 涉及 的 正 交 族 有 一 种 被 称 作 完 备 性 


的 性 质 和 假设 VC) 为 充分 光滑 的 ， 则 级 数 真 正 收 笋 于 在 [中 出 现 的 积分 .这 意 款 车 逼近 误 
差 当 pr) 的 次 数 增加 时 趋 于 零 . 


Chepbyshey 多 项 式 


用 Chebyshev 多 项 式 通 近 是 广义 最 小 二 屁 法 的 重要 特殊 情况 w(z)=1/ V1 xz?. 积 分 区 

间 被 规格 化 为 (一 1,1), 在 这 种 情况 下 正 交 多 项 式 QiCz) 为 Chebyshev 过 项 式 
Ti(x) = cos(karccosx ), 

其 头 几 项 可 证 明 为 Tu(z)=1,TiUz)=xyTa(c)=202 一 1 Ts(z)=4z ~ 37. 

Chebyshev 多 项 式 的 性 质 包括 

Tr) > ZrT (xz) 一 TiCzy》， 
0, 若 六 天 ri， 
dr nr， 车 下 = 了 天 0， 
rr 若 mw=n=0. 
Tr) =0 当 x = cos{(2i + I)a/2a)i = 01 ,nol 
T(r}= (CC-1) 当 和 7 = costin/n), i = 0,1,…,n 

-个 特别 吸引 人 的 性 质 是 等 误差 性 质 , 它 与 Chebyshev 多 项 式 在 极 值 1 之 间 振 动 有 关 ， 
在 区 间 ( 一 1. 1}) 为 的 w+ 了 个 点 处 达到 这 些 极 值 . 作为 这 -性 质 的 一 个 推论 是 , 误差 
y(x) - p(x) 道 常 被 发 现在 近似 地 为 + 的 极 大 值 与 极 小 值 之 间 振 动 .这 样 一 种 几乎 等 误差 
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止 是 所 期 望 的 , 因为 它 隐 含 了 我 们 的 各 近 经 过 吾 个 区 间 时 有 上 刀 乎 均匀 的 精度 .关于 精确 的 等 误 
差 性 质 见 下 一 章 ， 


经 过 简单 的 外 理 , x 的 蚂 可 以 用 Chebyshev 多 项 式 来 展示 ,例如 ， 


= To x= TT, x! = (To + T2), Ta3 = (3TL+ Ta). 
这 提示 了 一 个 称 作 多 项 式 减 缩 的 过 程 , 在 一 个 多项式 中 的 每 个 x 的 每 凭借 它 都 可 以 用 Chebyshev 
多 项 式 的 相应 组 侣 来 蔡 代 .经 常 发 现 许多 高 次 Chebyshev 多 项 式 因 而 会 降低 , 然后 保留 下 来 的 项 
组 成 一 个 对 原 多 项 式 的 最 小 二 乘 道 近 , 以 足够 的 精度 来 迎合 多 种 意图 .所 获 结果 将 会 有 几乎 等 
误差 性 质 , 这 个 减 缩 过 程 可 以 近似 地 替代 用 Chebyshev 多 项 式 通 近 时 对 系数 积分 的 直接 估算 . 
令 人 不 愉快 的 权 困 子 w(x ) 使 得 这 些 积 分 对 大 多 数 的 y(x) 而 言 令 人 望而却步 ， 
最 小 二 乘 原 则 的 另 一 变种 是 将 和 


Dl 一 ap Totr;) 人 amT wn Cr, ) J 


进行 极 小 化 , 自 变 时 本 21 +1)rA2] .这些 自 变 基 可 以 被 识别 为 Tw(z) 的 零点 .系数 
容易 用 Chebyshev 多 项 式 的 第 -个 正 交 性 质 来 雇 定 . 
i 0， 若 亚 天 小 
Tl, (ziTfz = 41N/2， 车 m=n 关 0， 
N, 若 m= n=0. 
并 证 明 为 ao = yx), dk 二 SDya) Te). 
二 是 避 近 和 多项式 自然 为 
plxr) = aoTotr) + + anTn (Tt). 
这 全 多 项 式 也 有 一 个 几乎 等 误差 性 质 . 
Lsl 模 ) 范 数 
本 章 的 根本 主题 是 极 小 化 范 数 


by ~ pl;, 
其 中 y 表示 给 定 的 数据 而 p 吾 示 近 多 项 式 ， 


题 解 
离散 数据 , 最 小 二 乘 直线 


21.1 找 出 直线 5(z)= Mz + B, 对 它 来 说 51(y; - Mz; - B)? 为 极 小 ,数据 (zx,, y) 为 给 定 
:一 让 
的 ， 
解 。jE5 记 该 和 为 5S, 我 们 按照 一个 寻找 极 小 的 标准 方案 令 导 数 为 堆 


-2 (3 — Mx, - B) = 0, 


党 
笋 -ore-nna 
勾 改 写 我 们 得 到 
(Ni+1)B+ ( Dx M = Dy 
{ S17,)B+ | 3 zj] M 一 Dry,, 
它们 就 是 * 荡 方程. 引进 符号 
3 二 人 十 31 二 zl #2 三 dz, zt 二 Sy, t. = dz. 


21.2 
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这 些 方 程 可 以 解 成 
M = 4 一 mn, B= 30 - 4 
O52 $1 S082 一 5 


的 形式 ,为 了 证 明 swsz si 不 为 零 , 我们 首先 注意 平方 并 相 如 诸如 {ro x1)? 屠 样 的 项 导出 
0 Yi, 一 x = N: 人 了 一 2》1ziri， 


[| 1 


by 


| Six) = NE + 2 Da. 
"了 
所 以 sg 一 缠 变 为 
(N+DDr- (Dl = N. Dr -2 Dr >0. 


此 处 我 们 起 设 了 x, 不 金 相同 ,这 肯定 是 合理 的 . 最 后 一 个 不 等 式 还 帮助 我 们 去 证 明 所 选 的 M 及 也 
真 的 产 怪 了 一 个 役 小 .计算 二 阶 导数 ,我 们 得到 


3 = 之 8 2 一 231 2 = 31. 
由 于 头 二 个 为 正 的 县 由 于 
(25.7 — 20N + 1)252 = 4{s? — s053) < 0, 
所 以 美 十 二 变量 B 及 M 的 函数 之 极 小 点 的 二 阶 导数 检验 被 满足 , 一 阶 导数 只 有 -- 次 同时 为 零 的 对 
宣 说 明 我 们 的 慑 小 是 -个 绝对 极 小 . 
虐 季 各 种 售 碍 的 高 尔 去 球员 们 在 -- 个 困难 的 标准 杆 数 为 3 的 球 洞 处 记录 的 平均 成 绩 


如 下 ; 


用 题 21.1 的 方式 对 这 个 数据 求 出 最 小 二 乘 线性 函数 . 

锤 ”3 今 4 表示 障碍 数 和 工 = (一 6)/2, 则 x, 为 整数 0.…,9. 令 表示 平均 成 绩 , 于 是 so= 10， 
194,.1 以 及 

_ 【1010194.1) ~ (45)(41.5) 、， 0 089. 


M0) (285) - (45]2 
B ~ (285)(41.5) = (45)(194.1) ,3.76, 


(10){285) — (45) 

它 使 yss p(x), 其 中 p(x)=0.09x+3.76%0.045R +3.49， 

用 上 题 中 的 最 小 二 乘 直 线 平 滑 被 记录 的 数据 , 

敌 岩 可 以 设想 被 记录 的 数据 都 含有 一 定 程度 的 不 精确 性 ,有 理由 于 以 校正 , 为 此 进行 平滑 数据 
的 努力 在 这 种 情况 下 数据 似乎 大 致 族 在 一 根 直 线 周围 ,但 是 有 六 的 起 伏 , 或 许 是 由 于 高 尔 夫 游戏 本 


身 就 有 起 优 ,[ 盆 看 下 面 的 图 21.1. ) 
就 描述 在 障碍 数 与 平均 分 之 间 间 实 关系 而 言 可 以 假设 为 ,最 小 二 冬 直 线 比 起 原始 数据 来 是 更 好 


表达 式 . 它 提 殿下 而 的 平 清 过 的 值 : 
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21. 和 估计 每 单位 障 得 的 平均 记分 增加 率 . 
解 9 从 题 21,2 的 最 小 二 乘 直 线 我 们 得 到 估计 ;每 单位 障碍 0.45 击 . 
21.5 从 下 面 的 数据 求 得 一 个 具有 P(x) = Ae 中 型 的 公式 ， 


解 喇 今 y=logP,B=log4. 然 后 取 对 数 ,logP= log4+ Mz, 它 等 介 于 y(r)= Mzx+B. 
现在 我 们 决定 使 它 作 为 对 (zx,,w) 数 据点 的 最 小 二 乘 直线 . 


因为 mm=4,s1= 10,s=30,t0=10.48,11=28.44, 故 由 题 2].1 的 公式 得 Mss0.45 及 了 s1.5. 最 终 
的 公式 是 已 =4.48e0 4 

必须 措 出 在 这 个 过 程 中 我 们 不 是 将 51[ P(x,) - P,]? 极 小 化 ,而 是 代 之 以 选择 对 > [y(z) - 
y.] 进行 极 小 化 更 为 简单 的 尝试. 这 是 在 这 类 问题 中 的 一 个 十 分 普遍 的 策略 . 


离散 数据 , 最 小 二 乘 多 项 式 


21.6 ”推广 古 21.1, 找 出 多 项 式 p(x)= ao+ alx*…+amr”. 对 它 来 说 5S = Dy 一 40— 
a1x1 一 … 一 amr?) 是 一 个 极 小 ,数据 (zi, yy) 为 给 定 的 , 且 wm<N. 
解 8 如 像 直 线 的 简单 情况 那样 进行 , 令 它 对 ao, a1,…, a 的 导数 为 等 就 产生 m + 1 个 方程 
这 =- 2 -= 0, 
其 中 上 =0,…, 贡 .引入 符号 5; = DE - Dw ,这 些 广 各 可 以 改写 成 


号 站 站 十 S101 + 十 Saram 一 Fo 


S100 + 52G1 + “+ sm-10m = 1s 


Sot Swirldl + + Sampe = Fm: 
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和 你 作法 方程 .对 系数 a, 解 这 个 方程 , 我 们 得 到 最 小 二 乘 和 多项式. 我 们 将 证 明 它 只 有 -- 解 并 理 它 的 三 
使 S 为 极 小 .对 于 较 小 的 m, 这 些 方 程 可 以 没有 困难 地 解 出 .对 于 较 大 的 wm 这 个 方程 组 是 病态 的 
{ 坏 条 件 的 ), 因 为 另 一 种 处 理 过 程 将 被 提出 ， 
证 明 最 小 二 乘 轩 想 ( 正 如 刚刚 在 题 21.6 中 以 及 更 早 些 时 在 题 21.1 中 部 已 被 提出 } 可 
以 推广 到 任意 的 向 其 空间 .与 正 交 投影 的 关系 是 什么 ” 
证 蜂 这 个 更 -- 般 的 外 理 将 对 稍 后 在 本 章 中 出 现 的 其 他 最 小 二 冬 变 种 起 示范 作用 ,并 旦 把 注意 
力 集 中 在 所 有 这 些 变种 所 其 有 的 共性 上 .首先 回顾 在 欧 氏 平面 几何 中 ,给 出 -- 个 点 y 和 - 根 直 线 S， 
在 S 上 惟一 离 y 最 近 的 点 p 使 得 py 正 交 于 S,p 是 y 在 3 上 的 正 交 投影 点 .类 但 地 在 欧 夭 立体 几何 
中 ,给 出 一 个 点 y 和 一 个 平面 S, 在 平面 $ 上 惟一 离 y 最 近 的 点 p 使 得 py 止 交 S 中 的 所 有 窗 基 ,2 仍 
是 yy 的 焉 交 投 影 .这 思想 现在 扩展 到 一 个 讲 为 般 的 向 量 空间 . 

在 向 量 空间 已 中 给 出 -个 向 量 ,要 在 绍 定 的 子 空间 $ 中 寻找 - -个 向 量 p 使 得 

Hy-p!l 过 1y- gali, 
其 中 g 是 5 中 任何 - -个 其 他 向 其 并 自 向 景 w 的 模 为 
| ol = vw, 0), 

圆 插 号 表示 与 向 量 空间 相关 联 的 标量 积 . 我 们 从 证 明 有 一 个 惟一 的 向 景 p 开始 , 对 它 来 赔 yp 正 交 
于 S$ 中 的 每 个 向 长 ,这 个 请 称 作 y 的 正 交 投影 . 

令 ro, en 为 对 于 3 的 正 充 基 并 考虑 向 量 

p= 【3yenojyeg 十 (3eijel t + {vs Pm)ems 

直接 推算 表明 半天 =0 mw， (prep) ={ye) 且 因此 ( 户 - ye =0. 于 是 对 S 中 的 任何 z ,简单 地 通 
过 以 正 交 基 表 示 0 ,就 有 (p- y 9)=0. 候 如 另 -个 向 量 了 世 有 这 种 性 质 (p'- y, 9)=0, 则 会 得 出 对 
5 中 的 任何 g 会 有 {p -入 ,eg)=0. 由 于 请 - 丸 本 身 在 S 中 ,这 就 迫使 (pp ,pp)= 人 D, 依 据 对 任 
何 标 量 积 都 要 有 的 性 质 ,就 隐 含 7 了 p= p' .因此 正 交 投影 p 是 惟 -的 . 

但 是 现在 ,假若 4 是 $ 中 不 同 于 p 的 另 一 个 向 量 ， 

和 -人 = ty -p+ (pp-al 
=|y-pli+ lip- gl):+2y- p,p—q). 

由 于 户 -q 在 S 中 故 最 后 一 项 为 零 ,我 们 推导 出 | 7 - 关上 < > | 正如 所 求 . 
若 ou, ya 是 3 的 任意 一 个 基 , 决定 上 题 中 的 向 基 p 用 wi 来 表示 . 
解 。 上 我 们 必定 有 (yp, wr) = 介 或 (p,m) =(y, 4) 对 久 -0,…,m .由 于 pp 有 惟一 的 表达 式 


P= Aa0u0t Auit "+ dulim, 
代入 后 直接 导出 
{uo HEIAg + ts Cams aa = Cy Ma) 

对 让 一 0,…, 并 .这 些 是 对 所 给 问题 的 法 方程 , 要 对 系数 a20,…, am 来 解 它 .有 惟 - .的 解 为 前 题 所 保 
证 .注意 在 特殊 情况 下 , 当 wo,…, un 为 正 交 规范 基 时 ,这 些 法 方程 如 人 在 题 21.7 给 出 的 证 明 中 那样 ， 
简化 为 a = (Cy, v1). 

还 要 注意 下 面 重 要 的 推论 . 若 v 本 身 是 以 E 中 的 正 交 基 世 表示 ,其中 包含 wo,…, wm, 党 如 说 

Y= anio t+ aurt 十 antim 十 mdm+l t+ + 
则 作为 最 小 二 乘 近 朴 的 正 交 投影 p, 只 要 简单 地 把 表达 式 在 au 处 也 以 截断 就 可 以 了 : 
P=aouot aluit + amim. 

在 题 21.6 中 处 理 过 的 特定 情况 与 在 题 21.7 及 21.8 中 给 出 的 推广 是 如 何 联系 的 ? 
解 te 必须 作 下 面 的 标识 ， 

EE: 丰 变量 zo,…, zx 集合 上 的 离散 实 值 函 数 的 空间 . 

S: 下 的 包含 小 于 等 于 mm 次 玫 项 式 的 子 集 ， 

y! 具 有 什 yo,…, yi 的 数据 函数 


(v1, v1) :标量 积 Dr) vt,). 
1 


1 o>: 范 数 [af )]?. 
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xy: 具有 值 六 的 畏 数 . 
pp: 具 有 值 p= nt arr te 的 名 项 式 ， 


™ 
Ty-ph 7: 和 8S =- S$) (Cy - py. 
:20 


™ 
, 
{y, ua) :te = yk. 
-0 
~ 


和 + 
(wr)! Sie — Da 


-0 


出 这 些 标识 符 我 们 还 认识 到 题 21,6 的 多 项 式 p 是 惟 -的 并 且 砚 实 提供 了 最 小 和 .其 21.7 及 


21.8 的 一 般 结果 确立 了 它 ， 
对 题 21.2 的 数据 决定 最 小 二 乘 二 次 函数 . 


解 二 和 数 50,34,32,70 其 丰 已 经 计算 过 .我 们 还 需要 * = 2025,54=15,333, 以 战 t2 一 1292.9， 


这 些 使 得 法 方程 可 写成 
lOug + 45a1 + 285ol = 41.5， 45a0+ 285al + 202Saa — 194.1, 
285a6 + 2025a, + 15, 33342 — 1248， 
在 -- 番 工作 之 后 它们 产生 arg=3.73,aij=0.11 和 aa- -0.0023, 因而 我 们 的 一 次 遇 数 为 
Bt)=3.73+0,117 -0.0023.z”. 
应 用 上 题 的 二 次 函数 来 平滑 记录 数据 . 


解 8 候 设 这 些 数 据 是 我 们 一 次 蝴 数 的 值 ,我们 得 到 这 些 值 : 


障碍 | 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 
经 过 沧 滑 的 y | 3.73 3.84 3.94 


4.04 


4.22 4.31 4.39 4. 后 


44.53 


这 些 与 直线 假设 的 独 测 相差 无 由 , 丈 对 应 二 次 函数 的 抛物 线 不 会 与 图 21-1 的 直线 有 歇 闭 的 差异 . 


us 是 如 此 地 小 的 事实 已 经 说 明了 在 高 尔 夫 问题 中 二 次 的 假设 可 能 是 不 必要 的 . 


平滑 化 与 微分 
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导出 关于 5 个 点 (zx, y) 的 最 小 二 乘 抛物 线 的 公式 ,其 中 i=- 2, 一 1, kk 有 + 二 二 
之 ， 


解 和 今 她 物 线 为 pt= agtart+azt?, 其 中 t=(x 一)/h, 假 设 自 变量 r, 为 等 中 分 布 , 其 
闻 隔 为 睛 .被 涉及 的 5 个 点 现在 的 自 变量 是 : = - 2, - 1,0,1.2. 对 这 种 对 称 的 排列 ,法 方程 简化 为 


Sa + 10as = Sy, 
i0al = Dy,, 
tDav + 34a2 = 3y,. 


因而 容易 解 出 .首先 我 们 得 到 
70an =343 y, -10 9 4 
= 一 6 2 + dv 1 + B34 + 24vr-1 — Oe+2 


= TO — Bt 2 -dy 1 + Oy — deri + E+2) - 


由 此 得 
回 代 后 我 们 还 可 得 
Qa2 = 二 Gy- 一 有 22 


从 中 间 的 方程 直接 得 


l 
ai 人 Dy 2 1 


数值 分 析 


21.13 


21.14 


21.15 


21.16 


以 y(.zi) 表 示 精 确 值 , ys 是 它 的 -个 近似 值 ,导出 平滑 化 公式 (zs 内 十 
解 让 寡 关于 5 个 点 (as 2 闪 -) 到 (zs 的 最 小 二 乘 抽 物 线 为 


下 (rr) = ao+ ut + azt’. 
在 当中 -个 自 变 量 :=0 处 由 题 21.12 它 变 成 (zi) = ao= -高 81yi, 使 用 这 个 公式 相当 于 接受 
在 抛物 线 上 的 p 值 作为 比 数据 值 更 寻 的 值 . 
从 工 到 10 的 整数 的 平方 根 被 会 入 到 二 位 小 数 , 并 在 每 个 数 上 加 上 一 个 值 为 -0.05， 
-0.04…,0.05 之 一 的 随机 误差 (从 标 有 这 些 数 的 11 张 卡片 中 随机 抽出 而 确定 ), 其 
结果 形成 表 21.1 中 的 顶 行 .利用 上 题 中 的 公式 平滑 这 些 数值 . 


了 4 
359 只 ， 


解 fF 
表 21,1 

0 

Th 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

如 i104 37 170 2.00 3226 2.4 20 2.78 3.00 3. 

dy 33 33 30 26 15 28 8 22 14 

By 站 -3 一 4 -10 12 20 14 一 名 

Biy -3 -1 -6 22 一 32 34 一 22 

By 2 -3 2 一 54 的 5 

一 |- 

和 8 0 0 2 -5 6 -5 

35°0 了 

plxr) 1.70 2.00 2.24 2.47 2.64 2.83 


在 到 4 阶 的 差分 以 及 让 81y 也 出 现在 表 21.1 中 .最 后 , 底 行 包含 了 平滑 后 的 信 . 


题 21.13 的 平滑 化 公式 要 求 在 x 的 二 侧 各 二 个 数据 值 产生 平滑 过 的 值 p (zi), 因 此 
它 不 能 用 在 数据 表 的 头 二 个 及 最 后 二 个 成 员 上 .导出 用 于 平滑 端点 值 的 公式 


上 上 


六 2 1 
yro) yt FAY TN YN Vy — 7 VI, 


之 


1 1 3 
yx1) A 1 一 5 AAA yo 一 7A yo, YTN) SS YN 一 了 YY3w 十 35 V bw, 


解 EF 假如 我 们 令 := (x~ 2)1h, 则 题 21.12 的 二 次 函数 就 是 对 头 5 点 的 最 小 一 羔 二 次 消 数 . 
我 们 将 用 这 个 函数 在 zo 必 ri 处 的 值 作为 y 的 平滑 值 .首先 
pleo) = QI ~ Lar + 4ay, 


并 辆 入 甘于 a, 的 表达 式 ( 以 2 来 代替 不), 得 


bz) = 大 (6230 + 18y1 ~ 6y2 ~ 10y3 + 6y4) 


= 30 十 5 - 14y0 十 4231 一 42Yyi 十 143y3) 
+ (6y0 — 24 和 + 36y2 ~ 24y3 + 634) 
这 就 回 到 上 面 关于 y(x0) 的 公式 .对 p(x1) 我 们 有 
plri) 一 20 一 
并 再 -次 将 关于 a 的 表达 式 插 入 而 导出 所 要 求 的 公式 .在 我 们 数据 表 的 务 -- 端 , 应 用 变 基 变 换 上 一 
{xz 一 zw 2}, 其 细节 类 侯 . 
应 用 上 题 的 公式 来 完成 表 21.1 中 y 值 的 平 请 化 . 
解 E5 我 们 发 现 它们 改变 到 二 位 . 


中 1 + dn, 
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21.17 


21 ,18 


21 .19 


1 3 
y(rojss1.04+ -0.03) + (0.02) 1.03, 


(zwv 3.00+ 3 -0.22) -可 -0.56)xs2.99， 


yfeijas1.37-- 3 -0.03) -上 上 (0.02)xs1.38， 


1 3 
vrn 3, 14 st -0.22)+ 35¢ —0.56)==3,14. 


对 原始 数据 与 对 平滑 过 的 值 计 算 标准 差 . 
解 ”8 对 应 于 精确 值 7 的 一 组 这 做 值 4, 的 标准 差 定义 为 


标准 差 = |» Ta] 


?= 
在 这 个 例子 中 我 们 有 下 面 的 信 : 


T, L.00 1.41 1.73 2.00 2.24 2,45 2.65 2.83 3.00 了] 和 


及 | 1.04 1.37 1.70 2.00 2.26 2.42 2.70 2.,78 3.00 3.14 


pix) 1.03 1.38 1 .7 2.00 2 .24 2.47 2.64 2.83 2.99 3.14 


精确 方 根 值 以 二 位 小 数 给 出 .依据 上 面 的 公式 ， 


1 
yy 的 标准 差 = {90108 < 0 .433, 


了 
p(z1) 的 标准 天 ~ | -2037 | 


所 以 误差 践 少 风 过.- 半 .中 心 部 分 改进 更 大 - 些 . 如 果 我 们 在 每 : 端 略 去 汪 个 值 则 我 们 得 到 它们 的 
标准 差分 别 为 0.035 及 0.015, 减少 了 比 -- 半 还 多 . 题 21.13 的 公式 显得 比 题 21.15 的 那些 更 为 有 
效 . 

使 用 5 点 抛物 线 来 得 到 关 十 近似 微分 的 公式 


= 0.019., 


; 1 
YY (XE) A Tont- YE FET Yetl + 2ye+2) 


解 ”EF 用 题 21.13 的 符号 我 们 将 使 用 y 《ze), 它 是 我 们 5 点 抛物 线 的 导数 ,作为 对 在 x 处 精确 
导数 的 一 个 近似 . 这 又 相当 二 假设 我 们 的 数据 值 y; 为 精确 的 , 但 又 是 未 知 的 函数 之 近似 值 , 然而 5 
点 掀 物 线 将 是 一 个 更 好 的 近似 ,特别 是 在 中 心 点 附近 .在 抛物 线 

p= atarutt+at’ 
十 并 且 接 照 计划 ,我们 计算 p'(j 在 1 = 人 0 处 的 货 , 它 就 是 a1. 要 把 它 转 化 为 对 x 的 导数 仅 涉 及 除 以 
6 的 除法 , 二 是 重 现存 古 21,12 中 所 获得 的 et 并 取 p(x) 为 y (zx) 的 一 个 近似 值 ， 我 们 便 得 到 所 要 
求 的 公式 . 
应 用 上 面 的 公式 由 表 21.1 中 所 给 的 yi 值 来 估计 (x)， 
和 解 EF 在 xz;-=3 处 我 们 得 到 


y (3) 2.08 = 137 + 2.00 + 4.52) = 0.307. 


而 在 x3=4 处 


(4 条 (- 2 .74 -1.70 + 2.26 + 4,84) = 0.266. 


项 行 所 列 的 其 他 成 员 是 以 同样 的 方式 得 到 的 .第 二 行 用 早 些 从 Stirling 5 点 配 针 多 项 式 得 到 的 近似 


公式 


y (ra) ra — Boyt+ Bysrl ~ Ye+2) 
进行 计算 .注意 现在 这 个 公式 的 优越 性 . 早 些 时 发 现 数据 中 的 误差 被 近 羽 微分 公式 放大 到 可 观 的 程 
度 . 道 过 减少 此 种 数据 误差 的 预 平 滑 能 带 来 更 好 的 结果 


由 最 小 二 六 所 得 y ) 0.3] 0.27 0.24 ,20 0.1# 0.17 

由 配置 所 得 yc) | 0.3] 0.20 0.20 0,23 0,18 0.14 
加 | 

准确 的 yr} .29 0.25 0.22 0.20 人 .这 0.18 


321.20” 题 21.18 公式 不 四 十 数据 表 的 两 端 .在 每 一 湛 用 :一 个 4 点 抛物 线 公式 来 得 到 公式 


， 1 

> (ro) ~ Oh 21y0 + 13yn 十 17y2 加 9y3), 

， 1 

y Cx) mE ly + 3y1 + Ty2 + y3), 

， 1 

yn) 30R ll -Byw1 TyNs YN.) 


; 1 
¥ (rn) ss 308 (1 — 13vw-1 — l7vyy-2 + 99N-3)， 


解 本 用 4 点 而 不 用 5 点 ,其 想法 是 第 5 点 可 能 会 离 楼 求 导数 的 位 置 zo 或 zw 相当 还 .依据 只 
的 大 小 和 数据 的 光滑 程度 ,或许 还 有 其 他 的 因素 , 人 们 可 能 使 用 基于 5 点 或 更 多 点 的 公式 .现在 对 
4 点 抛物 线 公式 我 们 令 := (x -x1)，, 于 是 头 4 个 点 有 自 变量 为 1 1,0,1,2. 法 方程 变 成 


dag t+ 2a1 tT Ba2 = Ht y+ yt y3 


ag + ba +t Baz 一 一 30 十 Ya 十 233， 
660 1 Balt+ la = yo + 2 + dy3. 

而 且 可 以 解 成 

Za = 3 十 1134 + 932 — Bys, 2041 = 一 1130 十 33 + ?v2 + ya 
46z 二 一 3 一 3 十 33、 
用 这 些 以 及 vy (ro)= Ca- Za)/h,y (ri =auh, 
便 得 所 要 求 的 结果 , 在 数据 喜 的 另 一 端 其 细节 儿 平 是 相同 的 . 
21.21 ”应 用 上 题 中 的 公式 于 表 21.1 中 的 数据 . 


解 ”0 党 我 们 得 到 
y(D = 击 [- 2101.04) + 13(1.37) + 17(1.70) - 9(2.00)] 0.35, 


y (2) = 十 [- 1101.04) + 301.37) + 7(1.70) + 2.00] ~0.33. 


类 伏地 有 六 (9)xs0.16 及 (10)ss0.19. 准 确 值 为 0.50,0.35.0.17, 用 0.16、 在 两 庙 处 所 得 到 的 不 
太 好 的 结果 是 数值 微分 难点 的 进 - - 步 的 例证 . Newton 的 原始 公式 


y {TI0) se 上 3 一 > A yn + 3 Ai vp 一 1 An 十 …， 
由 这 个 数据 产生 的 值 为 0.32, 它 比 我 们 的 0.35 差 ,在 另外 一 端 相 永 的 后 差 公 式 得 出 的 0.25 比 我 们 
物 0.19 更 差 得 宗 . 
21.22 ”使 用 表 21.t 中 的 数据 ,第 二 次 应 用 求 近似 导数 的 公式 来 估计 y (x). 


解 5 我 们 已 经 得 到 一 阶 导数 的 估计 值 ,粗略 地 有 二 位 精度 .它们 的 值 如 下 ; 


了 | 1 2 3 4 5 6 7 昌 9 10 


(I) 0.35 .33 D.31 D.27 0.24 站 .22 人 0 .1 0.17 v.16 D0.19 


现在 应 用 相同 的 公式 村 2 ffTr) 值 将 产 牛 wx) 的 估计 .例如 ,在 .r 一 5 处 


yt 20.31) + (0.27) + (0.20) + 2(0.18)] 


二 一 D033, 
(误差 } 再 次 大 到 为 准确 值 - 0.022 的 半 , 从 我 们 的 公式 岂 得 的 全 部 结果 与 准确 值 如 下 : 


第 -十 ~ 章 有 最少 “ 乘 多 项 式 示 近 


21 ,23 


3 计算 值 ) NN 0D.021 0.n28 0.n33 


DD O025 站 09 O004 0.012 -09. 投 


-xy( 蕉 确 值 ) D250 人 088 0.048 0.031 0.022 0.017 0.013 和 011 0.009 0.008 


靠近 中 央 部 分 我 们 有 候 尔 的 一 线 希 望 然而 在 端点 处 灾难 是 显 见 的 . 
对 于 ?7 点 的 最 小 二 乘 抛 物 线 导 出 平滑 公式 


3 2 


YXEY A Ye — 7 Sys 一 区 他 兴 ， 
(推导 过 程 要 作为 一 个 补充 题 ,) 应 用 该 公式 于 表 21.1 的 数据 , 它 是 否 提供 比 5 点 平 
请 公式 更 好 的 值 ? 
解 在 表 21.t 中 可 以 加 上 6 阶 差分 的 “ 行 : 
40 -15 202 -242 


于 是 公式 产生 
3， _ 2 2 
y(4) 二 2.00 - 广 (- 0.05) - 站 (0.40) 之 1.98， 


3 2 ~ 
yt3) a 2,20 一 7 (0.28) 31( 1.15) a 2.25, 


以 及 类 似 地 有 yt6) 2.46,y(7)*2,65. 这些 结 果 比 5 点 公式 的 略 有 改进 ,稍微 差 一 些 的 y(4}) 除 
外 . 


正 交 多 项 式 , 离散 情况 


21.24 


21.25 


21.26 


对 于 大 的 N 及 m 法 方程 组 可 以 是 严重 病态 的 .为 了 明白 这 一 点 , 可 证 明 对 从 0 到 1 
间 等 距 的 zx, 其 系数 矩阵 假如 在 每 一 项 中 删 去 一 个 N 因子 , 则 近似 地 为 


1 1 1 a _1 
2 3 m+1l 
1 1 1 ... 1 
2 3 4 mm 十 了 
1 1 1 1 
+1 m+2 入 十 急 2m +1 
这 迁 阵 是 m+ 1 阶 Hilbert 插 阵 . 
解 对 于 大 的 N 在 y(z)= 式 之 下 在 0 
与 1 之 间 的 区 域 面积 近似 地 为 N 个 矩形 之 和 ， 
( 见 图 21.2) 由 于 精确 的 面积 由 一 个 积分 给 出 ， 
所 以 我 们 有 
和 1 1 
ND ~ | ed = E+i + 
因此 sx N/A(R + T) ,而 删 去 N 后 我 们 立 得 i Ey 
Hilbert 盾 阵 , 稍 后 将 证 暖 该 柱 阵 对 于 大 的 N 特 
别 麻 烦 . 图 21.2 


怎样 才能 避 开 Hilbert 第 阵 ? 

解 上 上 -是 中 说 明 以 1,x,…, rn 为 基底 以 及 变量 等 熙 分 布 所 产生 的 法 方程 包含 一 个 烦人 的 
近似 Hilbert 此 阵 . 从 计算 角度 来 着 更 为 有 效 的 是 殷 到 一 个 正 交 基 使 得 相应 的 法 方程 变 成 平凡 的 ， 
在 下 题 中 将 构 咨 - -个 方便 的 正 交 革 . 有 起 的 是 注意 到 在 推导 这 个 基 时 我 们 将 直接 处 理 Hilbert 省 阵 
本 身 , 而 未 是 它 的 近似 , 并且 出 现 的 方程 组 将 被 精确 地 解 出 ,因而 避 开 了 计算 病态 方程 这 个 陷 坑 ， 
(同时 参看 第 二 十 六 章 , ) 

构造 一 组 次 数 为 mx =0,1,2,… 的 名 项 式 使 得 


"213 ， 


:214 、 


数 息 分 折 


Sp tOP, Nn(t) = 0, 当 m > n. 
这 类 多 项 式 称 作 在 自 变量 t 的 集合 上 正 交 的 . 
解 8 令 这 个 多 项 式 是 
Pa nti} = 1+ e+ ea + + cnt") 


其 hh 1 人 0 是 阶乘 10 一 1)…(t 一 i+1). 我 们 首先 使 多 项 式 对 于 S=0,1,…, m 一 1 正 交 于 (t+s)", 它 
意味 着 我 们 要 求 


~ 
SC + VP nt) = 0. 


由 于 {syOP w(t) tet Dt ten(tts)"), 


对 变量 ! 求 和 并 用 题 4.10 就 得 到 
D+ ss) dP w(t) 
"= 
NtDD (Nt oo, +t 


s+1 + el 3 十 衬 Cm s+ m+1 ’ 
它 应 该 为 汰 .将 (N +s+1)2 0 因 于 移 开 ,这 个 和 就 变 成 了 
1 ， Ney Ne, i Nn _ 
s+1 s+2 5 十 3 s+m-1 
并 令 Nc =, 方程 简化 为 
1 2 2 i 加 
TY + s+3+ 站 


当 5=0,1.…, 关 -1.Hiibert 先 阵 再 -次 出 现在 这 个 方程 组 中 ， 但 是 精确 地 解 这 个 方程 组 还 将 带 给 
我 们 -个 有 趣 的 算法 .假如 最 后 的 和 被 合并 成 单个 商 式 , 则 它 具 有 形式 QtsJ7(s+ 和 yt, 其 
中 (5) 为 一 个 次 数 最 多 为 m 的 多 项 式 . 由 于 Q(s) 必 须 在 m 个 自 变量 s=0,1， m 一 1 处 为 零 ， 
故我 们 必定 有 QQ(5) = Cst ,其 中 心 与 无关. 为 了 决定 5 我们 以 (~ 1 要 这 个 和 以 及 等 价 的 商 
式 ,我 们 有 


ms ' Cae) 
Tim+tl! ta)m(stm+1) 


除了 分 母 的 零点 外 它 对 所 有 的 ; 均 成 立 , 令 5= 一 二 我们 发 现 C=m! A[{ -D(C -2 (~ m)]= 
{一 1)". 域 在 我 们 有 


ul 
1+(s+l) s+2 


1 el ， . an 1) "st™) 
srltst2t Trm-l (s+m+1)™" 
现在 用 产生 的 措施 来 产生 ae. 乘 以 (+ m +1)(”* 中 然后 令 s= 一 -1 对 1, 席 得 到 
(im Da = ("i "= (m+ i em. 
一 mt 一 1 | 更 十 上 
接着 对 。 求解 = (一 DT (Di j[™ | 
回忆 起 a, = cND, 所 要 求 的 多 项 式 可 以 写成 
本 
Pa = > i | 
我 们 已 经 证 明 的 是 每 -个 Pwlt) 正 交 于 消 数 
1 rr+1 {r+ 1 t+ m1) 
但 是 在 题 4.18 中 ,我 们 已 看 到 笑 1,t, 直 ，…, 1" 1 可 以 表示 为 这 些 函数 的 组 合 ,所 以 Ps,wt1} 也 与 


条 个 这 们 的 基 正 交 最 后 .四 于 (是 这 此 天 的 组 全 ,我 们 得 到 PP。wft) 与 Pux(t 它 们 自身 也 
是 正 交 的 .这 些 多 项 式 的 前 王 个 为 


Po w =1, 
2! 
PN =1 一 AN， 
p 1 1 
NN NN-1)° 
p 了 300 -1) 208( 一 10 一 2 
aN N +NN-1) NN- DN-2)° 


第 二 十 一 章 ”最 小 二 泰 儿 项 式 潜 近 


“213- 


Pv-=1- 20: 0 -DD 140 - DD)(1 - 2) 
"! N NIN- NI(N— 1)(N -2) 


+ 0 1 上 
NON -10N — 2)(N — 3}). 


21.27 决定 系数 ar 使 得 
pl7) = aoPo Nn(t) TaPN[t) 十 +QmPo Nt) 
[ 取 += {zr 一 zo)/] 成 为 对 数据 (zr,, yy) i=0,1,…,N 的 m 次 最 小 二 乘 过 项 式 ， 
解 8 我 们 要 将 


所 


S= 了 [wm -aoPon(tt) 一 … 一 anPaN(t)] 
极 小 化 . 令 对 十 a 的 导数 为 零 ,我 人 有 
3 =-2D yeoPoy(t) -~ anPr, yt) PA(t) = 0 


当 训 =0,1,…,m. 但 是 由 于 正 交 性 故此 处 的 大 多 数 项 为 零 , 只 有 二 项 起 作用 ， 


Ply = aaa y(t) PNwtt} = 0. 
就 此 解 出 a;, 我 们 得 到 


hi 
Zr ti} 


Ba a 
这 是 正 交 函数 的 一 个 优点 , 系数 me 不 是 划 〉 在 -- -起 的 ， 每 一 个 都 出 现在 单个 的 法 方程 中 .将 as 代入 
请 (z), 我 们 便 得 最 小 二 乘 多 项 式 . 
直接 由 是 21,7 及 21.8 的 一 般 香 论 订 以 得 到 同样 的 结果 .标识 符 E,S,y, (vi vi) ,及 1 wl 完 
全 如 前 , 现在 我 们 取 w= Py,n(1), 故 正 交 投影 仍 为 p= aoxo+ + amum': 第 个 法 方程 为 (wi, wi 
ar 二 (y, wy) 并 导出 我 们 已 经 获得 的 es 的 表达 式 . 我 们 的 一 般 理论 , 现在 也 保证 我 们 真正 地 将 S$ 极 
小 化 了 ,并 且 (7 是 修一 的 和 一 个 用 一 阶 导数 的 论证 也 可 以 确立 这 一 点 ,但 类 丰 于 于 于 ， 


N 
21.28 ”证明 S 的 极 小 值 取 > - wa 这 样 的 形式 ,其 中 W = > PN 人 Et) . 


fa 


证 gz 将 和 晨 开 便 得 
ae NT 


十 > > epsPi v(t tI Pn), 
证 二 人 


Wy 
忆 ， 


右边 的 第 二 项 等 于 _ 2 YYau(Wu) = -2 Wia3. 最 未 一 项 由 于 开交 性 除了 = 上 外 均 消 失 , 在 这 
出 “用 点 一 让 
种 情况 下 它 就 成 为 3 Wua3 . 将 个 别 的 项 全 代 回 ， 


Srain = yy YY Wai. 
r=- 上 = 目 
注意 当 偶 近 多 项 式 的 次 数 m 增加 时 极 小 值 S 会 发 生 什 么 情况 .由 于 S 为 非 负 的 , Sn 中 的 第 一 项 
明显 地 大 于 第 二 项 ,人 世 是 第 二 项 随 za 而 增加 , 误差 稳定 地 减少 . 当 m = 时 由 我 们 早 些 时 的 工作 斐 


悉 ,存在 着 . .个 配置 多 项 式 ,在 每 个 变量 := 0,1,…,N 处 等 于 y ,这 就 将 S 减少 到 等 ， 
21.29 ”应 用 正 交 函 数 算法 对 下 面 的 数据 寻找 一 个 3 次 的 最 小 二 乘 多 项 式 ， 


“216 


解 和 系数 a, 真 接 由 上 题 的 公式 进行 计算 .用 手 算 的 话 , Wi 及 Pi Nt 都 有 表 而 且 诬 该 加 以 利 
用 .虽然 我 们 有 "上 内 部 信息 "二 次 多 项 式 就 可 以 了 . 但 是 稍微 走 远 - 些 是 有 教 益 的 . -直到 mw =$ 我 
们 得 到 

an = 2.2276,ai = -1,1099,42 = 0.1133,aa = 0.0119， 

二 0.0283,ay = -0.0038; 并 以 z= 1， 

py = 2.2276 - 1.1099P4,20 + 0.1133P2,w + 0.0119P3.20 

+ 0.0283P, 30 ~ 0.0038Ps.2. 

由 正 交 函数 展开 的 性 质 通 过 对 结 困 的 截断 我 们 可 得 到 不 同 次 数 的 最 小 = 习 近 近 .此 种 从 次 到 五 
次 密 项 求 的 值 与 党 始 数 据 一 起 均 绽 在 下 面 的 串 21.2 中 ,最 后 -- 列 刚 册 ytz)tzr+ 50)3/105 的 值 ， 
所 用 的 数据 悬 由 这 些 值 再 加 上 一 个 大 小 直到 0.10 的 随机 误差 而 得到 的 .我 们 的 目的 是 通过 最 小 二 
猴 平 消 尽 我 们 所 能 消除 尽 可 能 多 的 误差 后 ,重新 回 到 这 个 三 次 式 .没有 上 先 验 知 识 说 明 一 个 :次 多 项 
武 是 我 们 的 所 求 , 在 选择 我 们 盘 近 式 时 存在 着 某 些 困难 .幸运 的 是 线性 训 近 后 而 的 那些 结果 并 没有 
巨大 的 不 一 致 .对 标准 差 的 计算 表明 ,在 当前 情况 下 二 次 如 近 比 三 次 遂 近 要 好 . 


1 2 3 4 5 琼 始 数 据 


n.060 


0.014 0.015 .023 D0.023 0.089 


总 31,2 

I 给 定 的 1 2 3 4 5 六 下 的 

数据 结果 
0 1.22 1.12 1.231 1.243 1.27 1.27 1.250 
1 1.4] 1.23 1.308 t.313 1.31 1.31 1,327 
2 1.38 1.34 1.389 1.388 1.37 1.38 1 .406 
3 1 .42 1.45 1.473 1.469 1.45 1.45 1.489 
4 1.48 1.56 1.561 1.554 1.54 1.54 1.575 
5 1 ,38 1.67 1.652 1.645 1.63 1.63 1.663 
6 1.84 1.78 1.747 1.740 1.74 1.73 1.756 
7 4.79 1,89 1,845 1.839 1 .中 1 .84 1.852 
8 2.03 2.0 1.947 1.943 1.95 1.95 1.951 
9 2.04 2.12 2.053 2.051 2.07 2.07 2.054 
10 2.17 2.23 2.162 2.162 2.18 2.18 2.160 
11 2.36 2.34 2.275 2.277 2.29 2.29 2.270 
12 2.30 2.45 2.391 2.395 2.31 2.41 2.383 
13 2.57 2.56 2.511 2.517 2.52 2.52 2.500 
14 2.52 2.67 2.635 2.642 2 ,64 2 ,64 2.62] 
15 2.85 2.78 2,762 2.769 2.76 2.76 2.746 
16 2.93 2.89 2.892 2.899 2.88 2.88 2.875 
i7 3.03 3.00 3.027 3.034 3.01 3.01 3.008 
18 3.07 3.12 3.164 3.165 3.15 3.15 3.144 
19 3.31 3.23 3.306 3.301 3.30 3.30 3.285 
20 3.48 3.34 3.451 3.439 3.47 3.47 3.430 


第 二 十 … 章 最 小 二 莱 多 项 式 着 过 “217 ， 


连续 数据 , 最 小 二 乘 多 项 式 


21.30 


21,31 


21 ,32 


决定 系数 4, ,使 得 


ml 
I | yx) doPo(x) uliPilx) 一 anPm (I)] dr 
为 板 小 , Prz) 为 点 次 Legendre 多 项 式 . 
解 和 文 儿 要 极 小 化 的 不 是 一 个 平方 和 醒 是 “个 积分 ,而 甩 数 据 也 不 再 是 离散 的 y, 值 而 是 - 
个 连续 变 基 zx 的 哺 数 y(t) .信用 legendre 密 项 起 是 十 分 方便 的 . 正 像 在 前 节 中 一 样 它 将 把 用 来 快 
定 a, 的 法 方程 简化 为 :个 十 分 简单 的 方程 组 .同时 ,由 于 任何 多项式 均 可 表示 为 Legendre 多 项 式 
的 绢 合 , 所 拟 实际 上 我 们 是 对 连续 数据 解 最 小 二 猴 才 项 式 问题 . 邻 通 常 的 导数 为 零 ,我们 得 到 


1 
并 = 一 ?50z) - angPtz) 一 -crPatcijPetzjdz = 0, 


全 
当 训 ==, ma, 任 异 这 些 多 项 式 前 正 交 性 , 这 些 方 种 立刻 简化 成 


1 
上 | btz)- aaPdz)]Ptz)ar = 0. 
每 个 方程 具 包含 一 个 at, 故 


1 
| sa) Prdr _ 2 


2 


如 二 


[A 
| PS 了 )d 1 

此 处 再 一 次 下 实 用 下 面 这 些 标识 符 我 们 的 问题 是 题 21,7 和 是 21.8 的 特殊 情况 

互 :在 -1sSst 上 的 实 值 函 数 的 空间 . 

5: 放 次 或 低 于 可 次 的 嘱 项 式 . 

3 数据 函数 y( 了 )， 

(on ma) :标量 积 | vi(z)za(z)dz ， 

Lv: 在 | [ve - (z)]zdz， 

JJ 一 1 

piraPolr}t rr TanPn(r). 

a He Es ME) . 
因而 这 些 题 保证 了 我 们 的 解 p(x ) 为 惟一 的 ,并 且 的 确 使 积分 了 极 小 化 . 
找 出 在 区 则 (0,1) 上 以 一 条 直线 对 y(t) = 的 最 小 二 飞 过 近 . 
解 0 这 里 我 们 以 一 段 直线 去 通 近 -上段 抛 物 线 弧 . 首先 令 := (z+1)/2 来 使 得 自 变 量 x 的 区 间 
为 (-1,1). 它 使 得 y= {z+1)?/4, 由 于 Pi(r)=1 太 Pifz)= 了 ,系数 an 及 al 为 


1 1 i 3r 1 i 
i 


而 最 小 一 滋 直 线 是 y ~- 十 Polz) + 十 PI(z) - 于 + 去 z = 1 一 市 - 

洪 物 线 弧 及 育 线 均 宜 示 在 图 21.3 中 .在 直线 上 与 在 抛物 线 上 > 值 的 差 为 :+ 三, 而 它 的 机 
值 在 ; = 0, 二 及 1 处 其 量 为 6，- 1/12 及 t/6. 因 此 以 直线 代替 拢 物 线 时 所 产生 的 湛 益 在 端点 处 比 
在 区 间 的 中 央 要 和 精 大 些 . 这 误差 可 以 表 永 万 
二 x+ U- 二 Po(z]- 村 Pitz) = 让 Pa(z). 


团 


而 Pi(z) 的 形状 更 进步 证 实 误 差 的 性 态 . 
找 出 在 区 间 (0, x) 上 以 一 个 抛物 线 对 y= sint 的 最 小 二 乘 通 近 
解 5 今 5-rfrill/2 来 得 到 对 变量 rz 的 区 间 ! 一 1,1}. 于 是 y= sinLx( 了 + 72] .系数 为 
1 
a0 = +/ sa[ ze 二 jd = 之 ， 
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21.33 


21.34 


引 
2 
| ml etd | 13- Ddz = 01 好 | 


nT 


Ba 


而 抛物 线 为 


+ [二 sz 0 


2 
++ 1- 3)[#|: 到) i]. 
为 


抛物 线 反 正弦 曲线 如 图 21.4 所 丰 , 梢 梢 有 点 失真 为 了 更 好 也 强调 盘 近 是 在 其 上 与 在 其 下 的 柠 征 . 


» 


图 21.3 图 21.4 


什么 是 " 移 位 的 Legendre 多 项 式 ”” 
解 “是 这 些 结果 来 自 于 一 个 变量 的 变换 , 它 将 区 间 ( -- 1 1) 转移 入 (0,1). 令 上 = (1-x)72 来 实现 
这 一 变 搞 .熟悉 的 以 z 为 自 恋 量 的 Legendre 过 项 式 于 是 就 变 成 了 以 : 为 月 变量 的 ， 


Pon=1, p= 二 (3z2 1)=1 -6 +6r, 
2 


Pl=x=1-2, P;-= 六 (Sr 37) = 1 -12 + 3017 -2083， 


等 等 .这些 多 项 式 是 在 (0,1) 上 正 变 的 ,因而 我 们 可 以 用 它们 作为 我 们 连续 烙 据 的 最 小 二 乘 分 析 的 
基底 以 圭 代 标准 的 Legendre 多 项 式 .以 这 个 变量 变换 ,包含 在 我 们 公式 中 关于 系数 的 积分 就 变 成 了 


1 1 
| Pats) ar = et ap = {2k + D| yp 


变量 变换 1 = (z + 1)72 也 可 以 使 用 ,改变 每 个 琳 次 多 项 式 的 符号 , 然而 所 采取 的 措施 与 题 21.26 中 
对 离散 情况 的 正 交 多 项 式 所 进行 的 推导 非常 相似， 

假设 一 次 实验 产生 的 曲线 如 图 21.5 所 示 . 已 知 或 是 猜想 该 曲线 应 为 一 根 直线 .证 明 最 
小 二 乘 方 直线 近似 地 由 y=0.21t+0,11 给 出 , 在 图 中 以 虚线 表示 ， 


图 21,5 


第 一 十 - 章 最 小 - 乘 多 项 式 寺 近 


证 二 不 去 将 区 间 还 原 到 ! - 1,1) ,我们 直接 用 变量 * 与 平移 的 Legendre 多 项 式 进 行 工作 .所 需 
的 十 个 系数 为 


1 1 
au = jg, a1 = 3| yt) 20)dt. 
由 于 多 不 能 用 解析 的 形式 ,这 些 积分 必须 以 近似 方法 加 以 估 值 .从 图 中 我 们 可 以 估计 y 值 如 下 : 


用 Simpson 法 则 现在 得 到 soss0.214 及 sse -0,105. 结 果 所 获 走 线 为 

y 0,234 0.105(1 — 21) = 0,21r + 0.11 
它 出 现在 图 21.5 中. 解 这 个 问题 的 另 一 方法 可 以 包 售 把 关于 离散 数值 的 方法 应 用 于 从 图 中 读 出 的 
> 值 . 


EE 


连续 数据 , 一 种 推广 的 方法 


21.35 


21.36 


21.37 


以 一 组 在 区 闻 (a,65) 上 的 具有 非 负 数 函 数 w{z) 的 正 交 多 项 式 来 推导 最 小 二 乘 多 项 
式 . 
解 上 玉 细节 与 早 些 时 的 那些 推导 过 程 十 分 相似 ， 
我 们 要 通过 选择 系数 w 来 极 小 化 
[= [eco - a0Q (rr) 一 … -an@Qntc)] dxr， 
其 中 冰 数 Q(x) 满 足 正 交 条 件 
ft QA) = 0 当 ) 二 
对 涉及 导 教 的 完全 一 样 的 讨论 不 存在 什么 障碍 , 我 们 可 立刻 求助 于 题 21.7 和 21.8, 以 标量 积 
(oh = { wl) os) wt edde 
和 其 他 表 显 的 标识 符 又 可 获得 
ft) Qa 


A 一 


J w(x) lr) 
具有 这 些 a 的 最 小 二 乘 多 项 式 为 
ptx) = aovQol x) 十 十 amQa lI). 

as 不 依赖 于 sm 的 事实 有 和 何 重要 性 ? 

解 及 这 意味 着 通 近 多 项 式 的 次 数 不 需 要 在 计算 一 开始 时 就 选 定 , a; 可 以 逐次 地 次 定 而 且 对 所 
需 藉 教 的 决定 可 以 建立 在 所 计算 出 的 w 的 大 小 上 ,在 非 正 交 性 的 推理 中 次 数 的 变化 通常 要 求 重 基 
计算 所 有 的 系数 
证 明了 的 最 小 值 可 以 表示 为 形式 


和 m b 
| wr) yr)dz 一 > Wia? 其 中 多 ， = | wir) Qtr)dr. 


证 用 FP 将 积分 显 式 地 写 出 就 成 为 


出 
了 = [wa)y (ear 一 | wr ya ot rdr 
L 上 = 人 "并 


bal Bb 
+ | wea eI Qe rd 


了 上 一 


右 全 的 第 二 项 等 于 - 2 a We) = 25 Wia2. 最 后 一 项 由 于 正 交 性 除 ) = 外 都 等 于 等 , 当 j 
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数值 分 析 


= 天 时 它 变 或 ») Wiai. 将 各 部 分 一 起 回 代 , 有 Tiomn = [wry rde S Wot . 
he a 大 


mm | 
21,38 证 明 Bessel 不 等 式 > Wiat <| wr)y (rz)dr. 
上 下 a 


证 版 假 没 记 (7) 之 0, 出 此 得 了 宇 4 帮 Ressel 不 等 式 是 上 斯 的 一 个 直接 结果 . 


21.39 证 明 级 数 > Wu 为 收复 的 . 


证 外 涂 这 是 一 个 正 项 级 数 其 部 分 和 是 ,以 Ressel 不 等 式 中 的 积分 为 夺 界 的 ,这 保证 了 风化 .当然 ， 
这 -… 寺 是 假设 在 我 们 分 析 中 出 现 的 积分 是 存在 的 . 换 吉 之 ,我们 所 处 理 的 范 数 在 区 亲 {a,b)} 上 是 可 
积 的 . 

21.40 当 况 趋 了 无 穷 时 Jo 值 赵 于 零 是 真 的 吗 ? 
解 上 本 对 通常 所 用 的 正 交 两 数 族 , 答 案 有 是 肯定 的 .这 个 过 程 被 称 作 平均 收 语 ,而 这 个 正 交 函数 集 
称 作 是 完备 的 .证 遇 的 邹 节 比 起 将 在 这 里 试图 作 的 要 更 加 广泛 . 


用 Chebyshey 多 项 式 的 通 近 
21.41 Chebyshev 雪 项 式 在 - 1 所 tr 宏 1 中 由 T(x)= costn arccos 工 ?所 定义 .直接 从 这 个 定 
义 找 出 这 类 网 项 式 的 头 几 项 . 


解 IE 当 和 -0 及 1 时 立 得 To(z)=1,Ti(zi= 令 各 =arreos 工 , 则 
TifrJ)=eos24 一 2coe8A -1=2r -1, 
Tl) =cos3A = 4cos4 — eosA = 4x1" 37, 等 等 . 
21.42 ”证明 递 推 公式 T, .1(7)=2zT,(x) 一 T, .1(z). 
证 (二 二 骨 关 系 式 costn 十 1) 六 +cow(n 一 1)A=2cosAcosnA 直接 转化 成 tx + 了 IC 
= 2r1.t7). 
21.43 利用 递 推 公式 再 推出 Chebyshev 多 项 式 的 接 下 去 的 少数 几 个 成 员 ， 
解 从 w=3 开 始 ， 
Tx)=2.t4r -37) (27 -1)=8r: -8 +1, 
Ts(ry=27rtBr t+1)— (4r’ -3r)=16r7 20.r +5x, 
Tol x) =27rl16xs -20r3+57) - (87 — B17 +1)=327:- 48 +18x: -1. 
Tri=2 3 48r1 + 18r: 1)-(167r—20r1+5r) 
= 64 一 1127 +56.0c 77, 等 等 . 
21.44 证 明正 记性 


门 


yl1l-x 


1 TOT) 0, Mm 
| 二 dr = 3mrp2， 而 二 天 天 00， 
-1 

人 i， m=n= 0. 
证 人 邻 =wwosd 吉 前 ,上 面 屿 积分 当 mm 玫 4 时 感 为 


™ Tsintm + nA sintm -A 
[eos mA Yleos nA)dA = | om tn * 2Cm—n) 了 = 0， 
若 册 一 n= 二, 立 得 结果 为 x. 背 和 = 天 0 积分 为 
1| sinnA cosnh A] | = 于 


2 I 0 


| 


| eesnadA | 
314.45 以 Chebyshev 多 项 式 此 示 了 的 笑 . 
解 gg 我 们 得 到 


1 
1 =-T， = Th = 二 (To+ T), 1 = 3T+ 7) 
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21.46 


21. 条 


21.48 


1 ,, , 
r= B31 + dT + Ta), 7” = i610T, + STs+ Tey, 


6 


-FE ”二 354107n + 15T: + 5Ti + Te), 7 十 (035T + 21Ts + 7Ts + 47), 
等 等 .很 明显 , 这 个 过 程 可 以 .- 直 持续 到 任何 短 . 
找 出 将 积 


"1 
| -coTi(z)-… -anTo(z)]?dz 


Jl-x’ 
极 小 汪 的 最 小 二 乘 多 项 式 . 
解 ” 哮 ”和 攒 借 前 节 的 结果 系数 a 为 


[wry Tz)de 


CE - 


-| :08,, 
| ， 


V 1T 一 


T 


| wn Th 
rl 
ao 除外, an = 二 | ， -人 dr， 最 小 二 乘 多 项 式 是 coTofz]) + … + anTa()， 


证 明了 , (x) 在 区 间 ( 一 1,1) 内 部 及 个 零点 而 没有 -- 个 在 区 间 之 外 .什么 是 "等 波纹 
(equalripple) "性 质 ? 


证 人 由 于 T(x)= cosn9, 取 了 =cosb 及 - 二 7+ 所 1, 我 们 可 以 不 失 一 般 性 地 要 求 0 所 8, 事 
实 上 它 使 8 与 x 之 间 的 关系 更 加 兢 切 .显然 当 = (2i+ 1)w/2n 时 ,或 者 说 当 
Qit+Dr oi. 


Xi = eos Dn "1 


时 T,(7) 为 零 .这 些 是 在 -1 与 1 之 间 的 "个 不 同 的 点 ,因为 tx) 只 有 个 竹 点 ,所 以 在 区 间 外 
部 就 不 可 能 再 有 和 零点 .由 于 在 区 间 ( - 1, 1) 中 就 等 于 余 蓝 函数 , 故 在 那里 T, (xz) 在 幅度 上 不 会 超过 
1. 它 在 包括 端点 在 内 的 w+ 1 个 点 处 还 到 这 个 最 大 的 幅度 ， 


T(z)=(-1)， 在 x, = cos 证 处 ， -0.1 aa. 


在 极 值 之 间 的 这 种 等 振幅 振 薄 被 称 作 等 波纹 性 .这 个 性 质 在 图 21.6 中 可 以 了 3(z), Tatz) Tatx) 
及 了 (Cr) 为 例证 ， 


图 21.6 


等 波纹 性 以 什么 方式 使 得 最 小 二 飞 过 近 
yr aoTo(r} + + anTn (zx) 

优 于 用 其 他 多 项 式 芹 不 是 用 T(x) 时 所 作 的 类 似 的 道 近 ? 
解 上 5 作为 前 提 , 我 们 假设 对 所 寂 及 的 ytx) 而 言 已 得 天 的 级 数 当 m 东 向 无 限时 它 收 合 于 
ylxz), 还 假设 它 收 合 得 足够 快 ,以致 于 

yr) -ao To xr) — -anThn(r) anrt Tm+ritx). 
换言之 , 截断 该 级 数 所 道成 的 误差 基本 上 就 是 略 去 的 第 一 项 .由 了 于 T+1(x) 有 等 波 镁 性 ,我 们 毅 过 
式 的 误差 站 穿 束 个 区 间 ( -1,1) 时 是 在 ai 与 - aw+1 之 间 起 优 .该 误差 将 不 会 在 区 间 的 一 部 分 比 
起 在 另 -部 分 来 得 实质 性 地 大 . 误 闭 的 均匀 性 可 以 看 作 是 在 积分 中 采用 了 不 愉快 的 权 因 子 1/ 


“2 数值 分 析 


Vv 1 一 的 一 种 回报 . 
21.49 使 用 权 函 数 17 v1 一 :在 整个 区 间 (0,1) 上 求 关 于 y(t)= 的 最 小 二 蘑 直 线 . 


解 上 变 量变 换 1= {r+1)/2 将 区 则 转 找到 并 量 x 的 区 间 { - 1, 11) 并且 使 得 y= 二 (22+27+1)， 
根 如 我 们 首先 注意 基本 结果 
Ty 疡 三 D, 


1 x J 0, p= 1, 
de = | (eosA)rdA = 
| a ao mi2, b=2, 


0D, p=3 


则 系数 ao 就 变 成 了 (参看 匡 21.46)ao= 士 [二 +0+1] = 羡 , 并 由 于 y(z)Ti(z) 等 于 玫 (z3+ 2z? 


+ x), 我 们 便 有 a1= 二 (0+ 2+0)= 二 .因此 ,最 小 二 乘 多 项 式 为 


训 Tolx)+ 方 工 Tif{z) = 总 zr. 


直入 一 条 而 生前 划 得 多 的 痉 得 到 这 个 结果 用 题 21 .45 中 的 结果 ， 


~- 工 | 上. 
SUT) = 4 12 T+ 


+ 


广 T? + 2 了 十 To 


3 1 
= To+ 7D 十 


1 ,. 
8B 全 了， 


8 

将 它 从 线性 项 后 截断 , 我 们 立 得 刚 获得 的 结果 .此 
外 , 我们 发 现在 这 种 二 次 函数 y(z) 的 情况 下 , 谋 若 
正好 是 等 波纹 函数 Ta(zrJ78. 这 当然 是 Chebyshev 
案 项 式 中 断 于 这 一 项 的 结果 .对 天 煞 数 函数 而 言 这 
个 误差 将 只 近似 地 是 第 一 个 被 省 略 的 项 , 因此 只 是 
近似 地 为 一 个 等 波纹 误差 .把 这 上 的 极端 退 关 


那些 在 题 21.,3l 中 为 


( 计 ， - 言 二 | 与 
| 工 ，- 二 ,二 | 的 相 比较 ,我 们 发 现 加 以 等 波纹 性 
图 21.7 眼前 的 这 个 冯 近 式 征 牲 了 在 中 心 部 分 的 菜 些 精度 

而 改进 了 在 极 值 处 的 精度 . 一 条 线 邦 西 在 图 21.7 上 . 

21.50 求 以 Chebyshev 多 项 式 对 yz)=sinz 进行 三 次 通 近 . 
解 # 为 了 得 到 最 小 二 乘 多 项 式 的 系数 所 必须 计算 的 带 有 权 函 数 w(x)= 1/ V1- 坟 的 积分 在 
这 种 情况 下 太 复杂 了 , 代 之 我 们 将 以 例子 说 明 多 项 式 减 缩 的 过 程 .从 

sinz se 了 + 


开始 ,使 用 题 21.45, 我 们 将 xz 的 早 代 之 以 它们 的 用 Chebyshev 多 项 式 表 示 的 等 价 物 ， 


， 1 。- 1 
sin T ST - 2 (3 六 + Ta3)+ 区 项 (0T + ST3+ Ts) 


169 5 
=192717 Das + oT 


这 里 的 系数 不 完全 是 丁 21.46 中 的 a, 因 为 来 自 正 吕 级 数 中 必 的 更 高 次 知 会 对 Ti, T; 及 Ts 项 作 
出 进一步 的 贡献 .但 是 这 些 贡 献 相 对 地 小 ,特别 对 前 面 的 T 项 . 例如 , zx; 项 对 Ti 次 的 改动 少 于 
1 有 ,而 xz? 项 对 它 的 改动 少 于 0.01% .相反 xs 对 T; 次 的 收 动 约 为 6% ,尽管 x 的 贡献 只 有 0.02% 
的 额外 量 . 这 就 提示 了 ,截断 我 们 的 展开 式 将 给 我 们 对 最 小 一 丑 三 次 式 的 一 个 好 的 逼近 . 据 此 对 我 
们 的 逼近 取 


sin 2 1 T1 — Ti 0.9974z = 0. 1562r3. 


Ds 
估计 这 和 通 近 的 精度 时 去 注意 我 们 曾 作 了 二 个 “截断 误差 ”, 第 一 个 是 在 sinz 的 者 级 数 中 只 取 3 项 而 
第 二 个 是 于 弈 了 T5 .两 者 都 影响 第 四 位 小 数 . 自然 ,也 可 以 用 更 大 的 精度 ,假如 我 们 寻求 次 数 更 高 
的 最 小 二 乘 多 项 式 , 然而 即使 是 我 们 已 有 的 这 个 逼近 就 有 可 与 我 们 以 它 开 始 的 5 次 Taylor 风 项 式 
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* 223+ 


相 比 美的 精度 .我 们 秽 在 的 3 次 多 项 式 的 误差 与 舍弃 x 项 后 所 得 到 的 Taylor 三 次 多 项 式 的 误差 之 
比较 表示 在 图 21.8 上 .Taylor 三 次 多 项 式 在 靠近 和 零 处 较 好 , 但 是 (几乎 } 最 小 二 乘 多 项 式 的 几乎 等 误 
郑 性 质 是 明显 的 因而 度 与 Tstzr) 作 比较 ， 


误 壮 


图 21.8 
证 明 对 小 NN 的 sm 及 n 有 
1 0， m 2， 
DT (ri) T(xi) = <N/2,， m= 二 nn 闫 0， 
™" NN, 二 机 二 


其 中 二 = cosA;=cos[(2i +1)r/2N],i=0,1,.…,N-1. 
证 好 由 Chebyshev 过 项 式 的 三 角 定 义 ,我 们 直接 得 到 


MN-1 六 -1 
DT (Cr) Te) = DcosmAicosnA, 
工 品 

2 := 
由 于 ose {sin 十 | Asina | -可 ] | 履 二 个 全 纺 和 可 以 被 纺 旺 .然而 ,更 为 简单 的 是 ,注意 
到 和 4, 为 和 与 x 之 间 等 间距 分 布 的 .除了 当 办 + 或 和 一 为 零 之 外 每 一 -个 和 均 由 于 对 称 性 而 为 


[costm + n)A, + costam — n)A. 


过 这 忆 经 证 明了 当 贡 天 # 时 的 结果 , 若 m= nn 关 0, 第 二 项 和 的 贡献 为 分 ,而 车 m= = 0 时 二 个 
和 总 起来 贡献 为 N_ 应 该 注意 到 在 求 和 号 下 的 Chebysher 宅 项 式 与 求 积 号 下 的 … 样 是 正 交 的 .这 党 
党 是 一 种 实质 性 的 好 处 ,因为 对 于 复杂 函数 来 说 求 和 远 比 求 积 容易 得 多 , 特别 当 因 了 1/ v1- 
出 现在 积分 中 而 不 在 求 和 中 时 . 


21.52 选择 什么 样 的 系数 ex 将 会 使 


> [oz 一 ui:Tol ri) 一 anTn (x) 
极 小 化 , 其 中 x; 为 上 题 中 的 自 变 基 值 ” 
解 和 二 以 适当 的 标识 符 , 直接 由 题 21.7 及 21.8 可 知 由 


加 Sy(z) Tle) 
PT, (Cx) 


所 决 定 的 正 交 投影 p= aoTo+… + anT。 提供 最 小 值 .利用 是 21.51 系数 为 
Ql 一 记忆 (zy， dk 二 六 忆 >(z)Titzy， = 1 
当 和 m= NN- 1 时 我 们 有 关 3- N 点 (xs ytzx,)) 的 配置 才 项 式 , 并 且 最 小 和 为 零 . 


* 译注 :原文 为 v1 一 x7， 


,224 ， 


数值 分 析 


21.53 


21.54 


21.55 


用 题 21.52 的 方法 找 出 在 区 间 (0,1) 上 对 y= 刀 的 最 小 二 乘 直线 . 
解 上 我 们 已 经 找到 - 衫 极 小 化 题 21.46 中 积分 的 直线 .为 了 极 小 化 是 21.52 的 和 , 选 上 -fr+ 
1)72 如 前 .假设 我 们 只 用 二 个 点 , 本 是 Ne 2. 这 二 点 必定 是 ro= eosr/4 一 1 及 zi=eos3x/4- 一 
1A2 .于 是 ， 

uo = [二 G + 2/2) + 全 (3 -2/2)|- 2 之 


1 
之 
-1 
el 各 


(3 + 2v2) )[ 志 | + 二 (3- 2v21 [- 万 | -去 ， 


而 直线 为 p(x) = 让 To+ 汪 T= 襄 + 让 x 所 给 出 .这 是 与 以 前 同样 的 - 根 直 线 并 且 当 用 -个 更 大 


的 N 时 它 还 是 会 被 再 现 , 它 可 以 简单 地 解释 为 y 本 身 可 以 表示 成 y= auTo+ alT+a2T2, 并 且 国 为 
T, 对 积分 及 对 和 式 都 是 正 交 的 , 故 在 二 种 意义 下 最 小 二 环 直 线 也 都 可 以 由 截断 得 到 . (参看 题 21.8 
的 最 后 - 眉 .} 

通过 航 小 化 题 21.52 的 和 拷 出 在 (一 1,1) 上 对 y(.r)= x 的 最 小 二 入 直线 ， 

解 “ 鳞 在 这 个 问题 中 我 们 得到 的 直线 将 稍微 依 球 于 所 用 的 点 数 .首先 取 N=2, 这 意味 着 像 以 前 
-- 样 我 们 用 xp= - ri1=1A2. 于 是 

dn = 方 (z+ zx) =0, ar= +xzt= 1/2. 
选择 N=3 我 们 得 到 zo=v3/2, x1=0 及 x; 一 -v3/2. 这 就 使 得 
3 


2 
a tt 0 a- 3+ = 4 


取 N 点 的 一 般 情况 ,我 们 有 x, = cosA, 并 由 王 A, 在 第 一 和 第 一人 象限 中 的 对 称 性 ， 
N-1 
Qn0 = 太 Deosh = 册 ， 
还 有 


由 上 上 这些 A, 是 角 </2N,3r/2N (2N 一 Dx/2N, 其 内 外 为 x/N,3x/N,…,《2N - Dr/N 因而 这 
些 倍 角 是 围绕 着 整 个 圆周 对 称 地 分 布 的 ,cos2 4, 的 和 国 此 为 零 . 除 N = 2 外 ,cos4A, 的 和 也 为 零 ,所 
以 于 N 关 2* ,= 立 . 汉 N 趋 于 无 穷 时 ,我 们 因此 有 对 直线 P(z)= 3T/4- 3z/4 的 显 见 的 收 
伍 ， 

假如 我 们 采用 的 是 极 小 化 积分 的 处 理 办 法 , 则 我 们 可 竺 


1 x 了 站 4 3 
20 一 二 二 0， Q1 一 “| A 4. 

它 导出 的 是 同 - : 根 直线 ， 

眼前 的 这 个 例子 可 以 用 来 作为 航 21.352 算法 的 一 个 更 加 基本 的 说 明 , 但 是 只 要 注 意 到 y= 
= 了 Ti + Ti; 就 更 穿 易 得 到 和 理解 这 个 结果 ,并 旦 后 “次 求助 了 题 21.8 中 的 推 沦 通过 截断 米 得 
到 3x/4 或 37x74. 截断 过 程 当 NN=2 时 不 成 并 ,因为 从 这 时 开始 , To, Tb Ta Ts 不 是 正 交 的 .{ 生 看 
题 21,51.》 
通过 极 小 化 题 21.52 中 的 和 找 出 在 {一 1,1) 上 对 y= | x | 的 最 小 二 莱 直线. 
解 ”F 当 N=2 时 我 们 立刻 得 到 a6=1A2,41-0. 取 N=3 得 结果 a6 1A3,al=0 也 是 极 容 易 
的 ,对 任意 的 NN 


1 -1 2 
U0 一 NZ CoS; | 二 N 2 A 
其 中 了 对 奇数 N 为 {N -3)72, 对 偶数 六 为 LN_ 2)/2. 这 个 二 角 和 数 可 以 用 缩短 法 或 其 他 方法 加 以 
计算 ,其 结果 为 


* 译注 :原文 为 后 = 2. 
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“ 2325， 


_ sinlrtT+l |] 


人 


Nsin(n/2N) 
对 所 有 的 N,al=0, 这 是 对 称 性 的 进一步 的 结 昌 . 当 N 扑 于 无 穷 时 有 结果 为 
liman = lim 1 -= -< 
Nsinn/2N Tt 


当 点 用 得 越 来 越 多时 , 就 越 璨 向 极限 店 线 .转向 极 小 化 积分 的 处 理 办 法 ,我 们 当然 预期 这 问 一 囚 间 
线 .计算 的 结果 为 


1 | x 2 
0 一 | T 
开 。 -1 ] 一 工 


2 .TIT 
Tl 


因此 正如 我 们 所 望 .极限 直线 为 图 21,9 中 的 实 线 . 


1 二 


图 21.9 


21.56 ”应 用 前 面 那 些 题 中 的 方法 于 图 21.5 中 实验 得 到 的 曲线 . 
解 WP 对 十 这 样 -- 种 具有 末 知 解析 特征 的 隙 数 , 我们 的 任何 -种 方法 必须 包含 在 某 些 点 处 的 离 
散 化 .我 们 为 了 使 用 Simpson 法 则 已 经 选择 了 函数 值 的 一 个 离散 集合 , 因此 至 少 在 精神 上 保留 了 极 
小 化 - -个 积分 的 思想 .我 们 能 用 自 变 量 的 同 等 距 集 合并 极 小 化 一 个 和 式 .然而 ,以 得 到 一 个 更 接 
近 等 波纹 误差 的 想法 , 现在 我 们 选择 自 变量 zx, = cosa; = 26 -1. 用 前 面 用 过 的 11 个 点 , 自 变 基 x, = 
coos 六 ,二 cos[ (21+1)rf22] 与 相应 的 # 连同 ,从 曲线 上 该 出 的 y, 值 如 下 :; 


0.99 0.91 0Q.75 .54 0.28 0.00 -0.28 -0.54 -0.75 一 0.91 -0.99 


ao = 十 对 * 一 0.22， 21 = 二 Dr 0.1l, 
司 得 直线 p(zy=0.22+0.1le =0.221+0.11, 它 与 后 先 的 结果 几乎 没有 什么 区 别 .数据 的 不 精确 


性 没有 造成 额外 的 失真 ， 
补 充 题 


21.57 在 一 个 4 击 渣 处 有 不 同 障 得 的 高 尔 夫 球 被 记录 的 平均 得 分 如 下 : 


找 出 关于 这 个 数据 的 最 小 二 乘 直 线 ， 


226 + 


21 
21 
21 
2] 


21. 
21, 


21. 


21 


21, 


21 


21 


21 


21 


21 


21 


21 
21 


.358 
-539 
60 
01 


.5 


-67 


:58 


.69 


-7 


:71 


.72 
21. 


73 


74 
:75 


用 上 溃 中 的 最 小 二 乘 直线 来 平 消 被 记录 的 数据 . 
估计 每 单位 障碍 平均 得 分 的 增长 率 . 
对 题 21.57 中 的 数据 找 出 最 小 二 雏 抛 物 线 . 它 是 赂 与 刚才 所 得 到 的 直线 有 显著 的 不 同 ? 
当 zr, 及 yy 部 受到 大 致 相同 六 小 的 误差 时 ,曾经 论证 过 , 要 极 小 化 的 是 到 一 根 直 线 重 直 距 离 的 平方 和 
而 不是 纵向 距离 的 平方 和 .证 明和 要 求 概 小 化 的 是 
$= TR - Mz,- By’, 
然后 指出 法 方程 并 证 明 M 由 一 个 二 议 方 程 所 类 年， 
应 用 上 题 的 方法 下 旺 21.57 的 数据 .新 的 直线 基 否 与 在 那 式 中 所 得 到 的 真 线 差 判 很 人 ? 
以 题 21.1 的 方法 找 出 对 于 三 个 点 (ros ye), (zu y1) 及 (xz,32) 的 最 小 二 梁 直 线 .三 个 数 y(x,) -> 
之 等 号 的 真实 情况 是 秆 么 ? 
证 明 对 于 数据 


引进 y=logP 并 计算 关于 数据 对 (rz,,y%) 的 最 小 二 乘 直 线 将 最 后 导出 P91.9z 0 
对 数据 


找 出 一 个 型 如 正 = 4e 跨 的 函数 ， 
仿照 题 21.12 及 21.13 的 过 程 证 明 刑 夺 7 点 的 最 小 一 滋 抛 物 线 导 出 平滑 公 趟 


(rz 交 -站 (004 + 2809。 


应 用 上 向 的 公式 对 表 21.1 中 央 的 4 点 y, 信 进 行 平滑 .与 正确 的 方 根 值 进行 比较 ,并 指明 这 个 公式 所 
产生 的 结果 是 否 较 5 点 公式 的 为 好 . 
使 用 7 点 抛物 线 公 式 来 导电 近 人 微分 公式 

y (rp) Ri- By 3 2 2 Mt tl Dr2 + Byer3) . 
从 来 白 表 21.1 的 y, 全 ,应 用 上 面 公式 对 xz 一 4,5,6 及 7 估计 y (x) .这 些 结果 与 那些 由 5 点 执 物 线 
所 得 到 的 由 比 情 况 如 何 ? (参看 十 21.19) 
下 面 别 出 的 是 vf(zy=x2z 带 有 附加 从 -0.10 到 0.30 的 随机 误差 的 值 《 误 差 是 通过 从 一 副 去 掉 人 头 
牌 后 的 普通 牌 埃 中 抽出 而 得 的 ,时 花 代表 加 红 花 代表 减 . ) 淮 确 值 T 也 列 在 内 . 


应 用 题 21.13 与 21.15 的 平滑 公式 , 比较 原始 值 与 平滑 值 的 标准 差 ， 

应 用 是 ?1.18 的 微分 公式 于 中 央 的 7 个 白 变 其 值 .同时 应 用 由 Stirling 多 项 式 所 每 的 公式 (参看 题 
21.19). 哪 一 个 产生 对 y (x)=2z 的 更 好 通 近 ? 注意 在 本 例 中 “真正 "函数 实际 且 抛物线 ,所 以 除了 
3| 入 的 随机 误差 外 ,我 们 会 有 精 绚 结果 .最 小 二 屯 抛物 线 是 否 已 弥散 误差 到 任何 程度 和 已 产生 关于 
真正 y {x) 区 信息 ? 

十 么 是 关于 题 21.70 的 数据 的 莫 小 二 汪 抛 物 线 ? 将 它 与 y(z)= x? 比较 . 

利用 题 21,20 的 公式 来 估计 在 题 21.70 中 所 给 出 的 数据 表 端 点 附近 的 y (xx). 

入 你 计价 所 得 的 vy (z) 什 来 估计 yx {x}. 

下 面 列 出 的 是 sinx 带 有 附加 从 -0.10 到 0.10 的 随机 误差 的 值 . 找 出 最 小 二 飞 抛 物 线 并 用 它 共 算 平 
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21.76 


21.77 


2].78 


21.79 


21.80 
21.81 
21.82 


21 .83 


21 .84 


ee 


襄 值 .同时 应 用 题 21.13 的 方法 来 下 请 数据 , 该 方法 是 对 每 一 点 用 了 一 个 不 同 的 最 小 二 乘 抛 物 线 . 叫 
一 种 方法 更 好 ? 


一 个 简单 而 嗓 十 老 的 平滑 化 方法 , 它 依然 是 有 败 的 , 那 就 是 移动 平均 法 (mowng averages) .在 这 个 方法 
中 每 个 y, 值 均 被 它 和 它 附近 点 的 平均 值 所 代替 .例如 ,假如 在 两 侧 各 用 二 个 邻近 点 , 会 式 就 是 


t= Cy Fy 1 + y+2), 
其 中 为 y 的 平 消 过 的 蔡 代 值 .应 用 它 于 上 题 的 数据 .设计 一 圳 平滑 端点 值 的 方 污 , 对 这 种 值 来 说 有 


 - 侧 缺 少 二 个 可 用 的 邻 点 值 . 
对 题 21.75 的 数据 庶 用 移动 半 均 法 , 在 每 侧 只 用 一 个 邻 点 .关于 内 变量 的 会 式 将 是 


1 
声 三 3 {Yel + ,+ Yt), 


设计 一 个 对 端点 值 进行 下 清 化 的 公式 . 
应 用 上 感 的 公式 对 下 面 ytx) = xz? 的 值 .得 到 的 户 值 被 列 出 . 


r | 0 1 2 3 4 5 6 7 
上 
了 | 0 1 8 27 64 125 216 343 
p 3 12 33 72 135 228 


证 明 这 些 p, 慎 属 于 -个 不 同 的 二 次 函数 .应 用 移动 平均 公式 于 p; 值 来 得 到 第 二 代 平 滑 依 . 假 定 在 二 
端 » 值 的 供应 可 以 无 限制 地 扩张 .你 能 说 出 在 计算 代 又 一 代 平滑 值 时 会 发 生 什么 情况 ? 
应 用 移动 平均 法 来 平滑 十 面 给 出 的 振 苗 数据. 


如 果 鞠 止境 地 计算 一 代 叉 - 改 平 汗 时 会 发 生 什么 情况 ”容易 发 现 过 多 的 干 滑 化 会 完全 改变 数据 
喜 的 特征 . 

利用 正 交 多 项 式 去 寻找 在 题 21.2 中 获得 的 同一 最 小 二 乘 直 线 . 

利用 起 交 多 项 式 去 寻找 在 题 21,10 中 获得 的 同一 最 小 二 乘 搜 物 线 . 

利用 正 交 多 项 式 去 寻找 一 个 用 于 题 21.14 中 平方 根 数据 的 4 次 最 小 二 乘 多 项 式 .利用 这 单个 多 项 式 
去 平滑 数据 , 计算 被 光滑 值 的 标准 差 . 与 那些 在 题 21 .17 中 所 给 出 的 进行 比较 ， 

下 看 是 sr 划 有 附加 从 0.10 到 0.10 的 随机 误差 的 值 . 利 用 正 交 多 项 式 寻 找 最 小 一 乘 二 次 式 ,这 个 三 
次 式 有 多 精确 ? 


下 面 是 Bessel 函数 Jol 7) 带 有 附加 从 - 0.10 到 0.10 的 随机 误差 的 数值 .利用 正 交 多 项 式 寻 找 一 个 最 
小 二 乘 允 近 ,选择 你 认为 恰当 的 次 数 .然后 将 数据 平滑 与 同时 提供 的 准确 结果 进行 比较 . 
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pt 
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lk 


.92 


93 


-101 


yer) 0D.994 O761 0.225 -0.253 -0.400 0.170 0U.161 0.301 0.177 -0.94 -0.240 


准确 民 | 1.00 0.765 0,224 -0.260 -0397 0.178 10.131 0.300 0.172 一 0.090 一 0.246 


找 出 关于 y(z)= zz 在 区 间 ( -1 ,1 的 最 小 一 飞 直 线 . 

找 出 关于 y{r)= x? 在 区 间 ( - 1,1) 上 的 最 小 二 乘 直线 . 

找 出 甘于 y(x}= zr? 在 区 间 ( -1， 1 上 的 最 小 二 琵 抛 物 线 ， 

有 Simpson 法 则 对 积分 进行 估算 ,近似 地 找 出 关于 图 21.10 中 机 数 的 最 小 二 丧 抛 物 线 , 这 根 曲线 应 该 
想象 成 是 - -个 实验 结果 ,理论 断定 它 应 当 是 一 个 抛物 线 . 


图 21.10 


直接 进行 系数 积分 , 汪 明 关 于 arcsme 的 Chebyshev 级 数 为 


arcsinr = < | T+ ; Ty+ 记 T + 坝 T | ， 
在 TT 后 加 以 截断 来 得 到 该 函数 的 最 小 二 屠 一 次 式 .计算 这 个 三 次 式 的 实际 误差 并 与 略 去 的 第 一 项 
(Ts 项) 进行 比较 .注意 该 误差 的 (几乎 ) 等 波纹 性 态 ， 
寻找 关于 y(z1- xz 在 区 间 ( -1,1) 上 带 权 通 数 w(z)=1/ V1 于 的 最 小 二 飞 让 线 , 将 这 根 直 线 与 
在 葛 21.85 中 获得 的 那 根 进行 比较 . 那 一 根 具 有 等 波纹 性 ? 
寻找 关于 y(x) 一 在 区 间 { - 1,D) 上 带 权 函数 m(z)= 17 Y1- 到 的 基 小 二 乘 抽 物 线 .将 它 与 在 是 
21.87 中 获得 的 抛物 线 进 行 比较 . 
重新 将 ,(z)=e 以 其 直至 x? 项 的 者 级 数 米 表 示 . 对 于 工 千 近 1 处 这 个 误差 在 第 5 个 小 数位 上 .将 
这 个 和 重新 安排 为 Chebyshev 多 项 式 .应 该 取 多 少 项 才 不 会 严重 地 影响 第 四 位 小 数 ” 重新 安排 这 个 
被 截断 的 案 项 式 为 杯 准 形式 .( 这 是 多 项 式 缩短 的 另 一 例 . ) 
证 明 对 于 yfz) = T(x) = cos(narcroszy = cosmA 可 得 出 y (Ce) 一 (nsinnA ysit .然后 证 明 {1 - 
ry -ry + n*y=0, 这 是 Chcbyshev 多 项 式 的 经 典 的 微分 方程 , 
证 明 S,(x} = sinf marecosz) 也 满足 题 21.93 的 微分 方程 ， 
今 U(r) = S,(x)/ v1 一 + 并 证 明 递 推 公式 Urlitr7 = 2 Us-1(2). 
验证 Ustr) 一 0, U1(fx) =1, 然 后 应 用 递 排 公 式 验 迹 Fatz) 一 2， U(r) dr 1 Ur)=8r 一 
qrs Ustr)=167: -i272 +1, Ur) -23277- 32z3+6ry Ur) 64x 的 六 + 24r2 1. 
证 明 Tse)+t Ta az) 二 QT 了 (zh 然后 令 zw 一 n 得 到 
Tsfzy=-2T2tz 一 |， 
利用 题 21.97 的 结果 来 求 得 了 ,Tie 及 yp. 
证 明 二 <2T。1+ IT-2 然后 推出 
T3022n D(C Tant Tos- t+ + Ta) +1, 
T =2020C Ta 1+ T2n-3+ + T1). 


.100 证明 Ti = 了 272, -2T3，+2Tan-4+ 全 土 了 0)， 


道 过 重新 安排 成 Chebyshes 多 项 式 将 结果 tn(1+ 了) 一 <: 六 - 了 Lt 碱 顷 ,然后 仅 
11 


保留 二 次 项 .证 明 最 后 结果 In(1+ x) 心 十 + 二 x- 世 与 原始 带 近 的 4 次 部 分 只 有 人 致 相同 的 精 
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"229. 


21 


21 


21. 


21 . 


21. 


31， 


21. 
21. 


21. 


102 


.103 


L110 


21.111 


度 . 


将 多 项 式 y(x) =1+x+ 方 x? + 小 x?+ 汉 2+ 减 缩 ,首先 将 它 表示 为 Chebyshev 多 项 式 的 一 个 组 


合 , 然后 在 两 项 后 加 以 截断 .将 这 个 结果 与 1+ .c+ 二 进行 比较 ,将 两 者 考虑 为 ez 的 通 近 , 哪 一 个 
是 较 好 的 台 近 ? 在 何 种 意义 ? 
证 明 变量 变换 x =2+ -1, 它 将 区 则 转化 成 + 的 (0,1) 区 间 , 同 时 将 Chebyshev 多 项 式 转 化 成 下 面 的 
形式 ， 

Tofz) = 1, T(x) = 2t—1, Ti {x)= B81 — 8t+1, 

T(x) = 321° — 48 上 + i8: — 1, 等 等 ， 
假如 区 间 (0,1) 被 认为 是 更 为 方便 . 它 可 以 用 来 玩 代 经 典 多 项 式 .还 可 证 明 递 推 公 式 
THE = 41 -2)T* (一 了 . (2). 


证 明 | Tu(zjdz = Ti(z),|Ti(zldz = 村 Ta(z)， 以 及 当 n>1 时 


了 了 Ta | 
[ea = 4 oS an-1Jj 


证 明 在 题 21,53 中 取 N = 2 时 所 得 划 的 直线 对 性 意 的 N 也 会 出 现 相同 的 . 

利用 题 21.52 的 方法 来 得 到 在 { -1,1) 上 取 N=3 时 对 y(z)= 式 的 - -条 最 小 二 乘 抛 物 线 .证 明 对 
伍 意 N 以 及 用 题 21 .91 的 机 小 化 积分 的 方法 所 得 结果 相同 . 

寻找 在 区 司 ( - 11) 上 并 且 对 任意 N, y(x)= |z!, 的 最 小 二 乘 怨 物 线 , 同时 证 明 当 N 一 oo 时 该 抛 艾 
线 将 王 极 小 积分 抛物 线 . 

应 用 是 21.52 的 方法 于 图 21.10 的 实验 数据 ,用 这 结果 计算 >= -1(9.2)1 处 ?(z) 的 平滑 值 . 

通过 拟 合 一 个 最 小 二 乘 5 次 多 项 式 来 平滑 下 面 的 实验 数据 ， 


: 0 5 Dn 5 0 0 5 0 
3 0 0.127 0.216 0.286 0.344 0.387 0.415 0.437 0.451 0.460 0.466 
|” ”一 -一 -一 一 一 


下 面 的 表 给 出 在 一 门 考试 中 成 绩 为 x 的 学 生 数 .用 这 些 结果 作为 一 个 标准 模式 .将 y 数 用 下 面 的 
平滑 化 公式 

p = EC- 3y0 + 12y1 + 17y + 1233 -334) 
平滑 二 次 ,假设 对 没有 列 出 的 > 值 ?=0， 


对 下 面 的 数据 找 出 最 小 二 乘 二 次 多 项 式 , 然后 获得 平滑 过 的 值 - 
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离散 数据 


通过 多 项 式 的 极 小 化 极 大 通 近 的 基本 思想 可 以 对 离散 数据 表 x,, y, 的 情况 加 以 说 明 , 其 
中 =1,, NN. 令 p(7) 为 一 个 不 大 士 n 次 的 多 项 式 ,并 且 令 它 与 我 们 数据 点 之 间 的 偏离 且 为 
上 = 六 (zi -yy, 令 看 为 这 些 “ 误 差 " 中 最 大 的 一 个 : 极 小 化 极 大 多 项 式 是 指 那个 特殊 的 pt xz)， 
对 它 而 言 五 为 极 小 . 极 小 化 极 大 下 近 也 被 称 为 Chebyshev 通 近 .主要 的 结果 如 下 
1. 存在 性 与 惟一 性 ”对 任何 给 定 的 x 值 , 极 小 化 极 大 多 项 式 的 存 侍 惟 一 性 可 以 用 下 面 描 
述 的 变换 方 疾 (exchange method} 加 以 证 明 . 只 对 nx =1 的 情况 提供 细节 . 
2. 等 误差 性 质 是 一 个 极 小 化 极 大 多项式 的 标识 性 特征 . 记 该 多 项 式 为 Ptx), 以 太 最 大 误 
差 
= max 1 P(xz,) — vy(zx;) |, 
我 们 将 证 明 Plz) 为 私有 的 一 个 多 项 式 , 对 它 而 言 Ptx;) -wyfzro) 以 交 蔡 的 符号 , 取 极 
值 鞋 五 至 少 n+2 深 . 
3. 交接 方法 是 一 种 通过 它 的 等 误差 性 质 寻 找 P(x) 的 算法 ,选择 某 个 含有 n +2 个 变量 
zx; 的 初始 子 集 , 对 这 些 数 据点 找 出 一 个 等 误差 多 项 式 . 若 这 个 多 项 式 在 整个 所 选择 的 
子 集 上 的 最 大 梁 差 同时 是 它 的 全 程 极 大 值 互 , 那 它 就 是 P(x) .车 丰 然则 子 集中 的 某 
个 点 被 换 成 外 部 的 一 个 点 然后 重复 这 一 过 程 ,最 后 将 被 证 明 收 笋 于 P(xz)， 


连续 数据 


对 于 连续 数据 , 习惯 上 几乎 都 是 从 回忆 一 个 经 典 的 被 称 作 友 eierstrass 定理 的 分 析 定 理 开 
始 , 它 陈 述 的 是 对 于 一 个 在 区 间 (a, 5). 上 的 连续 函数 y(x ), 存在 着 一 个 多 项 式 p (xz) 使 得 
| p{r) ~— y(t) | 
在 (a, 上 5) 中 对 任意 的 正 数 e 成 立 .换言之 ,存在 着 一 个 多 项 式 . 它 以 任何 所 要 求 的 精度 一 致 各 
近 y(z) .我 们 用 Bernstein 多 项 式 来 证 明 这 个 定理 , 它 的 形式 为 


Bi(z) = Opusy| 一 |， 
一心 


其 中 y(z) 是 一 个 给 定 的 函数 而 
Pnk = ee 一 位) 
我 们 对 三 eierstrass 定理 的 证 明 包 括 证 明 lmB,(x)=ytz) 当 nn 瀣 于 无 穷 时 一 致 地 成 立 . 
Bernstein 多 项 式 的 收敛 速度 往往 是 令 人 失望 的 ,在 实践 中 精确 的 一 臻 逼近 还 常 是 由 极 小 化 圾 
大 方法 获得 . 
极 小 化 极 大 方法 的 基本 事实 或 多 或 少 与 离散 情况 的 那些 相 平 行 . 
1. 对 Y(z) 的 极 小 化 极 大 通 近 ,是 在 所 有 不 大 于 次 的 多 项 式 中 , 对 给 定 的 区 间 (a ,器 ) 极 
小 化 max| 疡 (zz) 一 ytx)|. 
2. 它 存在 而 且 惟 一 . 
3. 它 具 有 等 误差 性 质 , 是 这 类 多 项 式 中 公有 的 , 对 它 而 言 p(x) 一 y(x) 在 (a,5) 中 的 n+ 
2 个 或 更 多 的 变量 处 取 符 号 交错 、 大 小 为 玉 的 极 值 . 因此 极 小 化 极 大 多 项 式 可 以 用 化 
的 等 误差 性 加 以 识别 .在 简单 的 钢 子 中 它 可 以 完全 地 被 显示 出 来 , 当 y (zx)>0 时 极 小 
化 极 大 直线 为 其 一 例 . 这 里 
Plr) = Mzr+B, 
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“231- 


取 。 M= 芝 的 =， va) ty(r2) (e+za)[y(C6) 一 (Ca 


2 2tp—a) 
而 x; 由 
yh) + yta) 


y (ri) = 


所 确定 .三 个 极 值 点 为 a, x 及 上 .然而 ,通常 精确 结果 不 是 轻易 能 达到 的 ,因而 必须 使 
用 交换 法 来 得 到 一 个 多 项 式 , 它 接近 于 等 误差 性 态 . 


. Chebyshe 多 项 式 级 数 , 当 它 被 截断 时 , 时常 产生 具有 几乎 等 误差 性 态 的 迁 近 .因此 此 


类 过 近 为 几乎 极 小 化 极 大 的 . 若 它 作 本 身 不 是 完全 适合 的 , 则 它们 可 以 用 作 奖 换 方法 
的 初始 输入 , 基 此 可 望 它 比 从 一 个 更 加 任意 的 出 发 要 收 钱 得 快 ， 


无 穷 范 数 


本 章 的 根本 主题 是 极 小 化 范 数 


| y— pw, 


其 中 y 表示 给 定 的 数据 而 户 表示 巡 近 多 项 式 . 


题 解 


离散 数据 , 极 小 化 极 大 直线 


22.1 


证 明 对 于 具有 不 同 自 变 量 x; 的 任何 三 点 (jz ) 确 存在 一 茶 直 线 它 对 所 有 三 个 点 的 
偏离 值 大 小 都 相同 而 符号 是 交错 的 .这 就 是 等 误差 直 线 或 是 Chebyshev 直线 . 
证 和 令 y(z)= Mx+B 表示 一 条 任意 的 直线 并 令 有 =y(x,)- 了 Y=y, 一 六 为 在 三 个 数据 点 处 
的 * 谋 差 ". 一 个 易 行 的 计算 表明 ,因为 y= Mzx,*+ 8B,, 上 对 任何 一 条 直线 都 有 
{zx3— xray — (xa— rijyz + {x2 — Xilys = 人. 
定 久 局 =T1 一 422,82=x3 一 x1, 避 = 了 2 IX1; 上 面 的 方程 变 成 
Biy1 — Bayz + Bys = 0. 
我 们 可 以 把 它 取 成 ri< x2 气 z3. 所 以 三 个 8 均 为 正 数 .我 们 要 证 明 有 一 条 直线 ,对 它 而 言 
Ri=h, ho=-h, hi=h, 

使 三 个 误差 为 大 小 相同 但 是 符号 交错 .( 这 就 是 那 条 将 被 命名 为 "等 误差 "的 直线 . ) 贡 在, 苦 一 条 具有 
这 种 性 质 的 直线 确实 存在 , 那么 

y1= Yi+h, YY 一 33 = Y3+h. 


将 它 代入 上 式 得 
BC Yl + hh) 一 pat Y> 一 h) + Ba( Ys+ h) = 0D, 
就 疡 解 出 


BY B+ 


“二 B+ Bit Bs 


这 已 你 证 明了 最 多 只 有 有 -条 等 误差 直线 存在 , 对 于 刚才 计算 所 得 的 上 六 值 它 必 定 通过 二 个 点 :xi Yi 
+ (ray Ya -zayYs+ 丰 ) .虽然 在 下 常情 况 下 人 们 要 求 一 条 直线 只 通过 二 个 指定 的 点 , 易 见 
在 眼前 的 这 种 特殊 情况 下 ,这 三 个 点 都 要 落 在 同 了 


1 者 


-条 直线 上 . PP， 和 P,P3( 其 中 Pl, P;, Py 为 
从 在 到 右 的 三 点 ) 的 疼 率 为 
YY 2h 及 Yi 一 了 + 2 
证 了 一 六] TT 

利用 我 们 早 些 时 的 方程 易 证 它们 是 相等 的 .所 以 
精确 地 有 - 概 等 误 善 直线 ,或 者 Chebyshev 直线 . 
对 数据 点 (0,0), (1,0) 及 (2,1) 找 出 等 误 
差 直线 、 图 22.1 


22.3 


22.4 


22.5 


数值 分 析 


解 ”E 首先 我 们 找 出 =2 一 1=1, B=2-0=2, 训 一 1-0=1, 然 后 计算 


Pe 《LO - (2)(0) + (1)0) 1 
1+ 这 ++1 4 


法 直线 通过 | 0, 十] [ 1, 汪 | 及 | 2, 羡 |, 于 是 具有 方程 (7) 一方 x 
上 . 
证 明 对 这 三 个 点 (xz,, Y;) 而 言 等 误差 直线 也 是 极 小 化 极 大 直线 . 
证 5 等 误差 直线 的 误差 为 , 记 , 令 1, hz1 hs 为 对 任何 其 他 直线 的 误差 .同时 令 下 为 
thit,1h21, 14s| 三 者 中 的 最 大 者 .然后 利用 我 们 前 面 的 公式 

_ BY -BY + B3Ya Bily1 ~ hi) — Palys — ha) + Baly3 — hs) 


Bi+ B+ Bs 有 + 让 + 应 
其 中 , y1, yz2, ys 此 时 是 归 局 于 “任何 其 他 直线 ” .将 它 重新 整理 为 
Eo (Biyt — Bays + Baw3) - (Pih! ~ Bahs + Bsha) 
BlI+B+pBs 
第 -项 为 零 我 们 得 到 等 误 兰 直 线 的 上 5 与 另 一 条 直线 的 hi, 上 i, 上 之 间 的 关系 ， 
请 二 Ph 一 Bihs + Pahs 
+B+t+B | 
由 于 诸 8 均 为 正 的 , 若 我 们 将 请 ,ha ps 分 别 换 成 日 ,一 开 中 理 , 则 上 式 右 端 肯 定 会 增加 ,因此 |h1* 
五 ,并 且 大 小 为 | 的 Chebyshev 直线 的 晤 大 误差 从 击 不 会 大 于 其 他 任何 直线 的 最 大 误差 . 
证 明 没 有 别 的 直线 可 能 有 与 Chebyshev 直线 相同 的 最 大 误差 ,所 以 极 小 化 极 大 的 直线 
是 惟一 的 ， 
证 假设 在 我 们 最 后 的 结果 中 等 式 成 立 , 1h1 = 五 .这 就 意味 着 以 产生 这 个 结果 的 H, -HH, 理 
代入 后 并 不 会 实际 地 增加 Ph 一 Bh2 + Bah3 的 大 小 .但 是 这 一 点 仅 当 hi, a, 有 它们 本 身 大 小 都 相 
等 并 且 有 交错 的 符号 时 才 会 成 立 , 而 这 些 特 性 带 给 我 们 的 三 点 是 Chebyshev 直线 所 通过 的 二 点 ,肯定 
不 会 有 二 条 衣 线 通过 这 三 个 点 .这 就 证 明了 等 式 ||= 里 等 同 于 Chebyshev 直线 . 如 今 我 们 已 证 明 关 
于 二 点 的 等 误差 直线 与 极 小 化 极 大 的 直线 是 同 “条 . 
通过 对 下 面 数据 的 应 用 来 说 明 交 换 法 (exchange method). 


解 和 我 们 将 简短 地 证 明 对 N 个 点 存在 着 惟 -的 -条 极 小 化 极 大 直线 .证 明 几 了 交换 法 , 它 也 
是 -个 对 计算 这 条 直线 而 言 为 极 好 的 算法 , 基于 这 一 点 将 首先 说 明 这 个 方法 , 它 包 含 了 4 个 步骤， 

第 1 步 选择 数据 点 的 任意 三 个 {三 个 数据 点 的 这 种 集合 将 被 称 作 -个 二 元 组 (triple) .在 这 一 
步 上 简单 地 选 -个 初始 二 元 组 . 它 将 在 第 4 步 中 被 改变 ,) 

第 2 步 对 这 个 三 元 组 找 出 Cbebyshev 直线 .关于 该 直线 的 值 当然 在 这 个 过 程 中 加 以 计算 . 

第 3 步 “ 对 刚 找到 的 Chebyshev 直线 计算 所 有 数据 点 的 误差. 记 这 些 值 中 { 取 绝 对 值 ) 最 太 的 
为 日 .车 |h| = 天 则 和 导 查 结束 .关于 当 藤 的 这 个 三 元 组 的 Chebyshev 直线 就 是 对 N 个 点 的 整个 集合 
的 极 小 化 极 太 的 直线 . (我 们 将 简短 地 证 明 这 一 点 .) 荐 1&1< 下 则 前 进 到 第 4 步 ， 

第 4 步 这 是 交换 的 一 步 .选择 一 个 新 的 三 元 组 如 下 .在 老 的 三 元 组 上 加 上 一 个 数据 点 ,在 该 点 
处 出 现 大 小 为 五 的 最 天 的 误差 . 然后 在 先前 的 点 中 去 除 一 点 ,按照 保留 的 三 点 其 误差 有 交错 的 符号 
的 方法 . (短暂 的 实践 将 表明 这 样 做 总 是 可 能 的 . ) 以 新 的 三 元 组 返回 到 第 2 步 和 第 3 步 . 

为 了 说 明 这 一 点 我 们 洗 初 始 三 元 给 为 

00 (LD (2,1) 


由 头 三 个 点 所 组 成 .这 是 题 22.2 的 三 元 组 ,对 它 而 言 我 记 己 经 找到 Chebyshev 直线 为 >= 方 z 一 1 


到 有 = -二 . 它 完成 了 第 一 步 和 第 二 步 .前 进 到 第 3 步 我 们 次 得 在 所 有 5 个 数据 点 二 的 凑 才 1, 


往 -上 - 章 极 小 化 极 大 多 项 式 道 近 


22.0 


1 3 > 
re 二 应 使 得 日 = k= 半 . 这 条 Chebyshev 直线 在 它 已 有 的 二 元 组 上 是 -个 等 误差 直线 ， 


4 和 
但 它 情 离 第 4 个 数据 点 比较 多 .( 参 看 图 22.2 中 的 虚线 .) 


图 22.2 


因此 转向 第 4 步 ,现在 我 们 将 第 4 点 包括 进来 而 去 掉 第 一 点 来 获得 新 三 元 组 
(10)》 (2,1) {6,2) 
在 它 上 面 老 Chebyshev 直线 的 误 莽 确实 有 所 要 求 的 交错 符号 | 十 ,~ 十 ,十 】 .以 这 个 三 元 组 我 们 返 
回 到 第 2 步 并 找到 一 条 新 的 Chebyshev 直线 .从 计算 
BI=6-2=4, B=6-1=5, f=-2-1=1, 
0) -WD +ND 3 
4+5+1 10 


开始 ,于 是 直线 必须 通过 | 1, 地 ] ,2, 忆 | 及 | 6, 全 | 这 三 点 .找到 的 这 条 直线 为 y= 所 7 - 站 ,重复 


第 3 步 我 们 得 到 - 十, 十 ,- 车 , 语 , - 站 这 5 个 误差 ;并 由 于 志 = 10 = | AL, 作业 便 完 成 了 


对 于 这 个 新 的 二 元 组 的 Chebyshev 直线 是 关于 整个 点 集 的 极 小 化 极 大 直线 . 它 的 最 大 误差 是 
全. 新 的 直线 是 图 22.2 中 所 示 的 实 线 .注意 我们 新 直线 的 iA| 值 | 区] 大 于 第 一 条 直线 的 | 十 | .但 


是 在 整个 点 集 上 最 大 误 莽 从 二 城 至 击 , 因 而 它 就 是 极 小 化 极 大 误差. 将 对 一 般 情况 证 明 这 一 点 . 


证 明 交 换 法 第 3 步 的 条 件 |h1= 瑟 最 终 会 被 满足 ， 所 以 方法 将 停止 . (设想 我 们 永远 可 
以 作 交换 ,) 
证 上 天 回忆 在 任何 特定 的 交换 后 老 的 Chebyshev 直线 在 新 三 元 组 上 的 误差 其 大 小 为 |h|, 14k1， 
天 .同时 回 硕 'h|< 归 { 或 者 是 我 们 已 经 停止 ) 以 及 二 个 误差 有 不 同 难 符号 .于 是 对 这 个 新 的 三 元 组 找 
到 了 Chebyshev 直线 . 称 它 的 在 这 个 新 的 三 元 组 上 的 误差 为 站，- A” ,Ah" .返回 到 题 22.3 中 关于 此 
的 公式 ,用 老 Chebyshev 直线 推演 "任何 其 他 直线 "的 角色 .我 们 有 

1 有 Ai — Bohs + Bsahs 

Bi+ 记 + 记 

其 中 衣 , hs, 有 3 是 共有 交错 符号 的 产 , 产 ,五 ， 因为 符号 的 交错 , 故 在 分 于 中 的 所 有 二 项 有 相同 的 符号 ， 
因而 


Bi [hl+ PB' hl+ A 

B+PB+h " 
这 尘 我 们 假设 误差 万 下 是 在 所 指定 的 第 三 点 上 《 它 走 向 哪个 位 置 没 有 实际 差别 . ) 在 任何 情况 下 因 
为 日 > i141 坡 |h' 1 之 14|. 新 的 Chebyshev 直线 在 它 的 三 元 组 E 上 有 比 老 的 在 它 的 组 上 更 大 的 误差 ,这 
个 结果 如 令 提 人 殿 了 极 好 的 服务 .车 它 的 出 现 是 一 个 惊讶 的 话 ， 那 就 这 样 来 看 待 它 . 老 的 直线 在 它 自 己 


的 -元 组 上 给 出 了 极 好 的 服务 | 在 我 们 的 例 中 = 到 | 但 是 在 其 他 地 方 服 务 得 不 好 [ 五 = 才 | -新 的 


|” 1= 


直线 在 它 自己 的 二 元 组 上 给 当 了 好 的 服务 | = 二] .并 且 在 其 他 点 上 也 夺 同 样 好 的 服务 . 
现在 我 们 可 以 证 明 交 换 法 必定 有 个 终了 时 刻 .因为 只 有 这 么 多 个 三 元 组 .而 且 没 有 一 个 三 元 组 
会 被 二 次 中 选 ,因为 正如 刚才 证 明 过 的 ,有 值 要 持续 增长 .在 茶 个 阶段 1h1= HH 终 将 会 被 满足 . 


"233. 


. 234 ， 


数值 分 析 


22.7 


22.8 


证 明 以 交换 法 最 后 计算 得 的 Chebyshev 直线 是 对 各 个 N 点 集合 的 极 小 化 极 太 直 线 . 

证 EF 今 产 为 最 担 的 Chebyshev 直线 在 它 自己 的 .三 元 和 组 上 的 等 误差 值 . 于 是 在 吾 个 点 集 上 上 的 最 大 
误 益 其 大 小 为 末 = | 站 |, 和 否则 我 们 还 需 通过 血 一 次 交换 进行 到 另 :个 二 无 组 和 别 - 一 条 直线 . 令 Ai， 
6 为 对 于 任何 一 条 其 他 直线 的 误差 . 丁 是 | <max| 态 | 其 中 心 限 才 最 后 个 二 起 组 的 一 
个 点 , 国 为 没有 一 条 直线 在 它 自 己 的 三 元 组 上 充当 一 条 Chebyshev 直线 .但 是 这 么 一 米 对 于 不 加 限制 
的 bh, 而 言 肯 定 地 也 有 |h|<maxi 上 ,| ,因为 包 合 和 N 点 中 剩 下 的 那些 点 只 会 使 右 人 册 甚 至 更 人 - 些 . 央 
此 万 = | 上 | 之 max| 有 ,| 而 最 后 的 Chcbyshev 直线 的 最 大 误 善 是 所 有 移 最 大 温差 中 最 小 的 .总 而 言 之 ， 
关于 NN 个 点 的 集合 上 的 极 小 化 极 大 的 直线 是 一 条 在 适当 选择 的 三 区 组 上 的 等 误差 直线 . 

应 用 交换 法 来 获得 关于 下 面 数 据 的 极 小 化 极 大 的 直线 : 


解 。# 本 可 用 的 三 元 组 的 数目 为 C031,3) = 4495, 所 以 要 找到 准确 值 人 们 可 以 将 它 与 海底 捞 针 相 


比拟 ,然而 , 交换 法 在 无 意义 的 三 元 组 上 花 的 时 间 十 分 地 少 .从 在 x = 人， 1,2) 业 的 非常 痉 的 三 元 组 
开始 , 只 需 三 次 交换 就 产生 极 小 化 极 大 的 直线 yt)=0.38x -0.29, 它 的 系数 被 会 入 成 两 位 .逐次 的 
带 有 上 与 理 值 的 三 元 组 如 下 : 


三 元 组 在 z= 《1 人 {0, 1,24) (1,24, 30) (9, 24, 30) 
上 | 0.250 0.354 -1.759 —1.857 
6H 5.250 3.896 2,448 1.857 


注意 在 本 例 中 发 有 一 次 把 不 需要 的 点 带 入 三 元 组 中 .需要 革 个 点 ,三 次 交换 就 达到 目的 .还 要 注意 到 


像 预告 的 那样 | 六 | 稳步 地 增长 .这 31 个 点 , 极 小 化 极 大 直线 ， 以 及 最 终 的 二 元 组 ( 虚 的 垂 线 表示 等 误 
差 ) 画 在 图 22.3 上 . 


了 
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“2233 ， 


离散 数据 , 极 小 化 极 大 多 项 式 


22.9 


22.10 


将 交换 法 推广 到 对 下 面 的 数据 寻找 极 小 化 极 大 挑 物 线 . 


解 ” 呵 当然 数据 是 来 白 项 数 y= 1x1, 但 是 这 个 简单 的 函数 将 作为 例子 ,用 来 说 明 交 换 法 的 基本 
刀 想 是 如 何 从 刚才 处 理 过 的 直线 问题 推 向 去 发 现 一 个 极 小 化 极 大 多 项 式 . 这 类 多 项 式 的 存在 性 , 惟 
一 仁 以 及 等 误 莽 性 质 只 是 我 们 为 极 小 化 极 大 直线 所 作证 明 的 准 广 ,因此 木 在 这 里 给 出 .算法 更 在 册 
状 一 个 "初始 四 元 组 "开始 , 并 且 我 们 将 头 四 点 肾 作 了 = -2 -本 0,1. 对 这 个 四 元 组 我 们 寻找 -个 等 
误 养 抛物 线 ,譬如 说 它 就 是 
pitr) = a+ br+er’, 
这 意味 着 我 们 要 求 交替 地 有 p(t.r,)- y= + 户 , 或 是 
0 2b+dc-2=h, 
-pb-c—-1=-—h, 
站 -站 = 下 
已 十 上 + -II 二 一 天 ， 


解 这 四 个 方程 ,我 们 得 到 a= 二 ,5 一 te 一 池 ， , 医 而 (x)= 于 + .这 就 完成 了 等 价 的 


第 1 及 第 2 少 , 然 后 我 们 转向 第 3 人 5 个 数据 点 处 的 误差 ,它们 是 二 ，- 
.本 而 在 整个 集合 上 的 最 大 误差 { 号 = 十) 等 于 在 我 们 四 元 组 上 的 最 大 误差 


图 22.4 


找 出 关 填 7 个 点 y= |z|,x = 一 3(1)3 的 极 小 - 极 大 抛物 比 . 
解 ti 二 亡 在 我 们 前 面 的 数据 表 的 两 端 各 加 上 一 个 点 .假设 我 们 选择 初始 四 元 组 如 前 .那么 我 们 


再 _ 次 获得 上 题 中 的 等 误差 议 物 线 Pi(z), 在 新 的 数据 点 处 的 误差 为 - ,所 以 现在 忆 = 才 而 | - 


十 所 此 我 们 引入 -个 新 点 进入 四 元 组 并 舍弃 += -2. 在 新 的 四 元 组 上 , 老 溃 物 线 具有 误差 地 
荆 ，- 十, 耳 它 们 确 有 交 将 的 符号 . 作 了 这 种 交换 后 , 一定 全 获得 个 新 的 等 度 关 扩 物 线 


patx) = 如 2 十 Bax 1 ear2， 


数 信 分 析 


如 在 上 二 中 那样 做 法 我 们 立刻 得 到 等 误差 hy = 一 3 及 抛物 线 za( 了 7) = 广 (1+ 7?). 它 在 7 个 数据 点 


上 的 误 益 为 二 ， 二 ,一直 ,二 -二 -二 ,二 ,因而 H=ih|= 汪 算法 终止 .该 热 物 线 户 (了 ) 是 要 
小 化 梳 大 多 物 线 . 所 有 误 友 有 一 样 鬼 大 小 册 是 个 意外 的 收 和 这 对 可 小 化 极 大 多 项 式 而 计划 
一 般 佬 的 特征 , 正 像 刚 解 出 的 声 线 回 是 所 展示 的 那样 


连续 数据 , Weierstrass 定理 


22.11 


22,12 


22.13 


证 明 5 pi - nr) = 0 其 中 p=| "J" 
证 8g 关于 整数 " 及 上 的 二 项 式 定理 
(p+ 9)" = Slr) 
是 户 和 g 的 : -个 全 等 式 .对 pp 微分 得 到 
4a{p +g)" l= > | 2 ep gt, 
以 pp 乘 它 然后 令 刀 - 工 ,9=1 一, 它 就 变 威 nz = Dips .用 同样 的 p 及 g 于 二 项 式 定理 本 身 表 
弓 1 -= 》1 p60, 于 有 基 最 终 得 到 


Si pk nT) = HF- Hr 
k= 


述 证 明 Dp 一 Hi = nr(l -+ x). 


证 党 对 p 的 二 次 微分 得 到 
nn -1)(pr oq" 一 > ee — Dp og" *, 
以 Pp? 莱 它 然后 令 p= rd=1-z 它 就 变 成 


站 (1 
kn 


内 它 我 们 得 到 
Sp ph = natn— Deir Pipy = nfn -1x + nr 
最 后 我 们 计算 
Vp ur) Sp 2nr Dp + nr: 2 pl 


= 中 


= nin rn nr (nr)+n 了 2 nxtl - r). 


证 明 车 4 >0 生 0 和 x 所 1, 则 

Dp < 
其 中 当 ' 是 对 满足 | (&/n) 一 | 实 d 的 上 求 和 .( 这 是 有 名 的 Chebyshev 不 等 式 的 一 个 
特殊 人 情况. 》 
证 《本 将 上 上 题 的 和 分 成 一 个 部 分 

(LE = 全 下 9 人 一， 
其 中 允 *" 包 含 了 在 光 中 未 出 现 的 .因而 
nxll -x) Po p(k — nr)? 
pd. 

这 里 第 -- .个 不 等 式 成 为 可 能 是 由 于 工 " 为 非 负 的 ， 第 二 个 则 因为 在 习 " 中 我 们 有 由- mrl 关 哎 . 以 
n2d? 通 除 上 式 ,我 们 便 得 到 所 要 的 结果 ， 
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22.14 ”导出 对 引 ' 及 3 的 这 些 估计 ; 


了 1 T 1 
2 PR 4nd? 2 PR > 1 Tg 


解 上 两 数 (1 一 在. += 方 处 取 它 的 最 大 和 并 医 此 当 0 志 x 所 1 时 站 过 了 (1 一 <) 六 二 .已 的 
结果 是 上 里 的 立刻 可 得 钓 结 论 .而 因此 "=1- 写 人 1-(174ac27) 


22,15 ”证 明 车 f(x) 当 0 各 x 所 1 时 为 连续 的 , 则 当 ”趋向 无 穷 时 im > p(k/n) = flr) 
一 致 地 成 立 ， 
证 是 生计 下 人 和 和 
Blx) = Dd 


将 证 明 太 eerstrass 定理 ,这 些 多 项 式 被 称 为 关 秆 六 的 Be Bernstein 多 项 式 .证 明 从 选择 一 个 性 意 的 
正 数 s 开始 ,于 是 当 1x -cl 和 dz 时 有 


:fr -Ar 人生 
并 且 总 由 于 天 xz) 的 … 枚 连续 性 而 与 无 天 . 然 万 以 MM 表示 | f(x) 的 最 大 值 ,我 们 有 
1 Bl}. Flr)i -| TP LA -rz 

所 2 pp AE pen) 
+ Dp 

2M Sp + Fe pW, 
这 了 果 /rn 在 习 的 部 分 份 演 了 ' 的 简 色 , 袜 " 的 定义 保证 了 :7 -x 人 dd. 于 是 对 于 充分 大 的 a 有 有 

1 


1 Br f(x) i <|; 2 |+ 半 s 


1- A 


1 1 
yet 2 


这 部 是 所 要 训 的 结果 -对 于 提 (0，1) 的 其 他 区 间 可 以 通过 “个 条 时 裕 人 人 
23.46 ”证 明永 f(x)=x 2 的 情况 下 , B (x)= z+z(l-r)/n， 所 以 Bernstein 多 项 式 并 不 
是 对 f(7) 的 给 定 次 数 的 最 佳 扣 3 近 . [肯定 地 说 对 f(x) = x? 的 最 佳 一 次 道 近 就 是 了 
自己 .] 
证 籽 由 寺 丰 盟 22.12 7” 中 已 获得 和 Rp , 蕉 


, 所 人 1 ， 
Byte ) = Do = 2 nil + wr] 
+ 1 =) 
nn 


就 是 所 要 求 的 . 当 w 趋向 元 窃 时 -- 致 收 禹 是 显而易见 的 ,但 是 ,显然 B,(zr) 并 不 能 完全 复制 xz?. 我 
们 现在 转向 更 好 的 一 类 一 致 通 近 多项式 . 


连续 数据 , Chebyshey 理论 


22.17 ”证明 车 y(z) 在 wa 委 zx 扫 训 中 连续 , 则 存在 着 一 个 不 大 于 次 的 多 项 式 P(z) 使 得 
max| (x) …y(x)i 在 区 间 (a,5) 上 是 一 个 极 小 ,换言之 ， 没有 别 的 这 种 类 型 的 多 项 
式 会 产生 一 个 更 小 的 极 大 ， 

证 有 令 plr)=a0t uxt + dar 为 任何 次 数 不 大 于 n 的 多 项 式 .此 时 
Ma = max! ptr}) YI 


， 译注 ;原文 为 22.2. 


22.18 


起 赖 于 所 选 定 的 铺 贰 式 p(x), 也 就 是 说 , 它 依赖 于 我 们 以 az 作为 标记 的 系数 集合 [a0, a …, an). 
由 下 M{#) 是 a 的 “个 连续 函数 而 且 荐 非 负 的 , 所 以 它 有 -个 最 大 的 下 和 界 , 记 这 个 界 汐 上 . 必须 要 
证 明 的 是 对 其 个 特 奸 的 系数 集合 A, {P(tz) 的 系数 ), 下界 工 是 真 止 达到 的 , 即 MLA)= 工 ,作为 对 
比 ,函数 f{1) =1/1 对 正 的 + 最 大 的 下 界 为 灾 , 估 是 没 痛 -一 个 自 变 量 值 * 使 六 旨 真正 达到 这 个 界 ,: 
的 范围 无 界 自然 是 名 许 这 种 情况 由 更 的 -个 因素 .在 我 们 的 问题 中 系数 集合 去 也 有 无 限 的 范围 ,但 
是 我 们 现在 证 明 ,还 是 有 MI(A) = 工 .作为 开始 ,对 := 0,1,…,n 令 a;= C5 使 其 满足 己 夺 = 1 我们 
也 可 以 记 和 = Ca .考虑 第 二 个 栈 数 

pt) = max | bo t+ br + + bar™ 1, 
其 中 max 是 指 像 通常 的 在 区 间 (a, 轨 ) 上 才 项 式 的 极 太 值 .这 是 -- 个 在 单位 球 吕 如 =1 上 的 连续 函 
数 . 在 这 样 一 个 集合 上 ( 闭 且 有 界 } -- 个 连续 务 数 的 确 能 取 到 它 的 最 小 值 . 记 这 个 极 小 值 为 上 .清楚 
吉 pr320. 俱 这 个 鹤 值 是 不 可 能 的 , 因为 只 有 p(xz)=0 才 会 产生 这 个 极 小 值 ,而 加 在 5, 上 的 条 件 临 
时 将 这 个 多 项 式 排 除 在 外 了 .内 此 ww>0. 从 疝 

mta) =max i ant+ ar t+ + grr" | 

=max | pt2) |= Cr 人) Cu. 

自在 回 到 M(z)= max| pt.c) 一 y(x)|, 并 利用 差 的 绝对 值 超过 绝对 值 的 差 ,我 们 得 到 


MI(laY) Sm{ta} — max | yt2)| 


Ch max| y(x) |. 

车 我 们 选择 C> (tT1+ max|yt.c)1 /p= 民 , 则 并 得 MI) 写 L +1. 回 忆 起 L 基 M(az) 的 最 大 的 
下 算 , 我们 看 天 M (a) 当 C>R 时 比 L 要 大 而 它 在 约束 C 祥 R 之 T 的 最 大 的 十 界 将 同样 县 这 个 工 . 
但 是 这 个 约 桌 等 价 了 工科 玉 , 故 如 今 又 出 现 这 样 的 情况 :一 个 连续 函数 MI{z) 在 一 个 有 界 闭 集 上 
《一 个 实心 的 球体 ,或 球 ) .在 这 样 的 :个 集合 上 最 大 下 界 是 真正 可 以 取 到 的 , 辟 如 说 在 去 = 上 处 . 因 
此 14) 就 是 工 , 击 四 7) 就 是 概 小 化 极 大 多 项 式 ， 
令 P(x) 为 在 区 间 (a,5) 上 在 所 有 次 数 不 大 于 n 的 多 项 式 中 遂 近 y(xz) 的 一 个 极 小 化 
极 大 多 项 式 . 邻 E=maxly(x) 一 P(x})|, 并 假设 y(tz) 本 身 不 是 一 个 次 数 不 大 二 n 
的 多 项 式 , 因此 E>0, 说 明 至 少 有 一 个 自 变量 ,对 它 来 说 y(z)- P(z)= 互 成 立 ,并 
且 对 -三 类 们 地 或 立 . [我们 继续 假设 y( x ) 连 续 .] 
和 解 ” 由 于 y(t) 一 P(x) 在 4 所 + 护 5 中 连续 , 它 一 定 会 在 某 处 达到 + 玉 之 一 .我 们 要 证 明 二 者 

定 都 会 达到 . 假设 在 {a,b) 中 任何 地 方 都 不 等 地下 .此 时 

max[yfte)- Ptzr)] =E-d, 


其 中 4 是 下 的 ,于 是 有 
-Eyr) -Ptr E-d 
而 这 可 以 写成 


d. 


_ 1 
-E+ 廊 d 去 yc) - | Per -二 ds -六 


4 五 


图 22.5 
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它 断 然 地 声称 P(x) ~ pe 通 近 y({x) 以 一 个 下- pe 的 最 大 误差 .这 与 最 初 假设 P(z) 本 身 是 
个 其 有 最 大 误 益 下 的 航 小 化 极 太 多 项 式 相 矛盾 .因此 -已 z) 必 定 在 (aa) 中 的 基 个 地 方 等 于 
王 , 一 个 十 分 类 似 的 证 明 来 指出 它 必 定 也 等 于 -下 .图 22.5 说 明了 这 个 证 明 的 简单 思路 . 对 于 极 小 


化 极 大 多 项 式 而 襄 其 吝 益 不 可 能 有 如 实 线 所 示 的 性 态 , 因为 将 曲线 升 商 六 4 就 会 囊 米 一 个 新 的 误 


差 曲 线 (虚线 所 示 } 其 有 -个 校 小 的 最 天 绝对 入 E ”方面 这 是 一 个 矛盾 . 
继续 上 题 ,证 明 对 于 n =1, 即 以 线性 多 项 式 迁 近 , 必定 存在 一 个 第 三 点 , 在 该 点 处 极 
小 化 极 大 Pfz) 之 误差 1y(z)- Ptz)l 取 它 的 最 大 值 王 . 
证 0 邻 y(c)- Ptry=E(x) 并 将 (e,b) 分 成 子 区 间 到 足够 小 ,使 得 对 在 任何 子 区 间 内 的 >)， 
-2 都 各 

: E(zi) . E(za] [< 方 E. 
由 F(z) 在 a 过 x 志 5 中 连续 , 故 上 式 肯定 能 成 立 .在 一 个 子 区 间 中 , 称 之 为 了 , 我 们 知道 误差 达 
到 EE, 璧 如 说 在 z= 4 ,处 .由 此 得 出 在 整个 子 区 间 中 


1E(z) -E(x1) .=1E(z)- EIBE, 


侯 得 E(x) 沁 二 EE. 类 似 地 ,在 一 个 于 区 问 中 , 称 之 为 1:, 我 们 获得 F(z.)= “上, 从 而 1E(z) 1 
- 二 .因此 这 两 个 区 浊 不 可 能 是 相 邻 的 ,下 是 我 们 可 以 在 它们 之 间 选 择 一 点 wi. 假 设 了 在 [的 
左边 (在 相反 的 情况 下 讨论 几乎 是 完全 相同 的 ) 于 是 xi - z 与 在 所 考虑 的 两 个 于 区 间 的 每 一 个 中 
都 与 E(x) 有 相同 的 符号 . 令 RR= max| ai 一 工 | 其 白 r 在 (a,5) 中 ， 

现在 假设 不 存在 第 三 个 点 , 在 该 点 处 误差 为 + EE. 寺 是 在 所 有 的 子 区 间 中 除了 刚才 所 考虑 过 的 
二 个 区 间 外 我 们 一 定 有 

max 了 kz | E. 
而 且 由 于 有 有 限 多 个 子 区 间 
maxlmax | E(x} 1] = E” <E, 

自然 地 E" 之 士 E 因为 这 些 子 区 间 会 扩展 到 7 和 的 端点 , 计 那 里 | 下 (>) | 之 方 E. 考 虑 P(z) 的 


下 而 的 替代 品 , 它 还 是 一 个 线性 多 项 式 : 
Pr = PITr] TEL - 7). 


若 我 们 选 。 充 分 小 使 得 eR<E- EE 志方 E, 则 P*(x) 变 成 一 个 比 P(z) 更 好 的 洒 近 .因为 

| ytz) -P(r) 1=| Etr)} -elu x)l, 
所 以 在 中 误差 是 减少 了 但 仍 为 正 的 ,同时 在 1 中 谋 差 增加 了 但 保留 为 负 的 ;在 这 二 个 子 区 间 中 
训 差 的 大 小 是 减 下 来 了 .在 别处 ,虽然 误差 的 大 小 可 能 增长 , 它 不 可 能 超过 E" + eR< 玉 ,因而 P* 
(z) 玉 -个 比 P(x) 更 小 的 最 大 误差. 这 个 蔬 盾 说 明 一 个 具有 误差 +E 的 第 三 点 一 定 存在 .图 22.6 


图 22.6 
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22.2] 


22.22 


22 .23 


说 明 在 这 个 正明 背后 的 管 单 黑 路 . 误 葡 曲线 Etz) 不 可 能 有 实 的 曲线 那样 掀 性 态 .( 只 有 两 个 二 上 
点 ). 革 为 加 上 了 线性 校正 项 e(wi 一 站) 到 Pir) 上 就 特 误 差 减 少 了 这 个 同样 的 晤 ,引出 个 新 的 误 
差 曲 线 (用 丰 线 玫 示 ) 具 不 较 小 的 最 大 绝对 什 . 
证 明 对 上 题 中 的 P{x), 必定 存在 着 三 个 点 在 这 些 点 处 其 误差 大 小 为 王 而 符号 交错 
地 出 现 ， 
证 ”GP 上 三 的 证 明 已 经 很 充分 了 .例如 , 如 果 答 导 是 + ,+, 一 ,那么 就 选 xl 在 相 邻 的 + 和 一 之 
间 我 们 的 "(x) 也 就 比 P(z) 好 .完全 相同 的 说 明 也 适用 于 模式 +，-，-， 只 有 符 导 交错 才能 避免 
攻 盾 . 
证 明 , 在 一 般 情 况 下 不 大 于 x 次 的 极 小 化 极 大 的 多 项 式 肯定 存在 mn +2 个 具有 交错 符 
号 的 误差 最 大 的 点 ， 
证 “ 败 ' 它 的 证 明 可 通过 处 理 m =2 的 情况 加 以 说 明 . 令 Ptz) 为 “个 不 大 于 2 次 的 极 小 化 极 大 的 
多 项 式 ,由 题 22,18 它 肯 人 定 地 至 少 有 二 个 最 大 误差 点 . 题 22,19 与 22.20 中 的 论点 现在 除了 以 二 次 
的 Ptzr) 来 代 赴 线性 的 之 外 别 无 更 改 ,于 是 证 明了 - 定 存在 第 三 个 这 种 点 而 且 符号 - 定 古 交错 的 ， 
譬如 说 +，-， + 风 好 就 是 要 定 的 .现在 假设 没有 第 呆 处 最 大 误差 出 现 .我 们 重复 题 22.19 的 论点 ， 
在 出 现 吝 差 + 上 的 区 间 攻 , [; 友之 加 选择 二 点 4 及 uz, 并 利用 校正 项 elu1 下 (wi 一), 它 在 
符号 上 与 这 些 子 区 间 中 的 E(x) 一 致 . 不 需要 作 其 他 的 改变 .二 次 的 P*t{z) 煌 有 一 个 比 已 Cr) 更 小 
的 最 天 误差, 而 这 个 秘 盾 证 明了 第 四 个 上 正点 必定 存在 . 管 号 的 灾 错 由 用 在 题 22.20 中 的 相同 论点 
米 完成 ,而 推广 到 更 高 的 n 信和 其 完全 类 似 的 . 
证 明 对 每 个 n 只 有 一 个 极 小 北极 大 的 多 项 式 . 
证 于 假设 有 二 个 P(x) 及 Pt), 则 

-FE ytr)- P(r) E, -下 过 办 az) Pzfr)s 下 . 


令 了 P(x)= 广 (Pi+ P)) 则 

“ECy(r)- Pr) EE, 
因而 P, 也 是 - -个 极 小 化 极 大 多 项 式 .出 题 22,21 必定 有 一 个 n+2 个 点 的 序 鹿 ,在 这 些 ， 
yy - Pi(zr) 交 错 抽 取 +PF, 令 Pi(z.) 下 , 则 在 工 .处 我 们 有 > -让 3 FE, 或 是 

{ty - Pi)+{y- Py = 2F. 
央 为 左边 没有 : -项 能 超过 互 , 每 项 都 攻 须 等 二 三 ， 困 此 Pitz = Pzfzry) :类似 地 有 PIT-) = 
P:(e ). 因 此 多 项 式 P1 及 Pi 在 n+2 个 点 土 偶合 ,因而 它们 就 是 重 等 的 ,这 就 证 明了 极 小 化 极 大 
史 贰 式 对 每 个 ”的 惟一 性 ， 
证 明 一 个 次 数 不 大 于 nn 的 多 项 式 p(x), 对 它 而 言 谋 基 y(z) p(x 在 n+42 个 点 的 
一 个 集合 上 取 交 错 的 慨 值 土 。, 它 必定 其 极 小 化 极 大 多 项 式 . 
证 内 这 将 证 明 只 有 极 小 化 极 大 多 项 式 才能 有 这 种 等 误差 性 质 , 因而 它 对 寻找 和 识别 庆 类 多 珊 
式 是 有 用 的 .我 们 有 

max | yx} — ptr}l- rE = max | ytr) - Ptr}, 

Pty 是 惟一 前 执 小 化 极 大 客 项 式 .假设 之 焉 .此 时 由 于 

P- p=- ty- p+ (PP-w), 
我 们 看 到 ,在 y- 记 节 nn +2 个 极 慎 点 上 , 域 记 - 户 及 sw 一 户 有 相同 的 符 好 . ( 存 册 的 第 - -项 在 这 些 点 
上 等 地 + 于 是 就 超出 第 二 项 . ) 但 是 y -p 的 符号 在 这 个 集合 上 是 交错 的 , 所以 P - 户 的 符号 也 如 
此 .这 全 部 有 w+1 次 变 续 , 它 意 味 着 己 - 疡 有 ++1 个 零点 .有 上 PP 户 是 不 大 于 ?次 的 , 它 必定 恒 
等 于 零 ,其 结果 为 = 了 与 已 =e. 这 与 我 们 的 很 设 > 下 矛盾 ,因而 留 络 我 们 内 有 一 名 选择 , 即 "= 
已. 该 光 项 式 ax) 因而 是 ( 惟 的 } 极 小 化 极 大 事项 式 已 (4 


LT 


i 


连续 数据 ,级 小 化 极 大 多 项 式 的 例子 
22.24 ”证 明 ,在 区 间 ( 一 1,1) 上 关于 y(x)=.e"! 的 次 数 信人 十 的 极 小 化 礁 大 和 多项式 可 以 


通过 将 .z"' ' 表 成 一 个 Chebyshev 多 项 式 的 和 立 旧 用 去 了, 1 1(7) 项 . 
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证 好 全 


n+l1 


和 
这 时 误差 为 
El(r}) = -有 了 = arrTril Tr). 
我 们 还 看 到 这 个 误差 在 T, 41= + 1 的 n+2 个 点 妙 有 交错 的 极 秆 +441. 这 些 点 是 z= cos[kr/tn 
+ 人] ,=0.1 ad+1. 比 较 上 面 二 侧 xz*+1 的 系数 , 我们 还 发 现 wii = 2 “. [Tsitzr) 的 最 高 项 
系数 为 2" .参看 是 21.42 及 21.43.] 现 在 应 用 题 22.23 的 结果 并 证 明 p(x) 为 极 小 化 极 大 多 项 式 ， 
以 王 =2 ?作为 例证 可 以 截断 题 21.45 中 的 和 来 得 到 


， 人 
n=1 To 涡 差 = 学 : 
号 ， 了 

首 二 立 2 误 养 = 二 
1 、 Ta 

nd, nm T+ 4T2), 误差 = Bi 
、 Ts 

n= 7 去 (10T + 5T3)， 误差 = 6: 


等 等 .注意 在 每 种 情况 下 极 小 化 报关 允 项 式 (不 大 于 # 次 的 ) 实 际 上 是 ”~ 1 次 的 . 


证 明 在 任何 一 个 Chebyshev 多 项 式 级 数 > ,T, (xz) 中 ,每 一 个 部 分 和 5， 是 关于 下 
一 个 各 S,+1 的 次 数 不 太 于 n 的 极 小 化 极 大 多 项 式 . [区 间 再 次 取 ( 一 1,1).1] 
证 由 正如 与 上 题 一 样 ,只 是 联 y(z)= Synlz) 及 p(xz)= Slz)， 我 们 有 

Efzy = Sr(r)™ Sr = a Tari(w). 
再 - -次 应 用 题 22.23 的 结果 .然而 ,还 要 注意 淹 S。- 1(z) 可 以 不 是 次 数 不 大 于 x 一 1 的 极 小 化 极 大 多 
项 式 ,因为 a, 了 ,+ an :1T,41 不 一 定 是 -个 等 波纹 函数 . ET, 因为 a, 为 零 . ) 
利用 题 22.24 的 结果 ,对 于 区 间 ( -1, 1) 将 多 项 式 >(z)= 工 一 人 z :+ xz 缩减 为 一 
个 二 次 多 项 式 ， 
解 ” 0 和 它 实际 上 是 在 站 21.50 中 已 完成 ,但 是 我 们 现在 以 -个 新 的 眼光 来 看 待 这 个 结果 ,因为 


1 1 _ 1&9 5 
xz wis 
将 Ts 项 截断 留 给 我 们 的 是 关于 yz) 的 不 天 于 四 次 的 极 小 \ 化 概 天 多 项 式 , 即 
169 5 
P{r}= 1927 一 st? — 3r), 


还 只 是 近似 地 为 关于 sinz 的 同 次 的 极 小 化 极 大 多 项 式 .进一步 礁 断 ,把 了 项 略 去 ,不 会 产生 关 
十 y(x) 区 极 小 化 极 大 多 项 式 ,在 任何 情况 下 不 是 精确 的 . 
在 区 辣 {ta, 5) 上 ,对 满足 y (zx)>0 的 尊敬 y(x)， 寻找 次 数 不 太 于 1 的 极 小 化 极 大 多 
解 B35 令 该 多 项 式 为 P(x) 一 Mr+B, 我 们 必定 在 (2a, 中 找 吕 3 个 点 1 人 3 在 这 些 点 
上 EUzy= ylz)- P(z) 以 交错 的 符号 达到 它 的 极 值 .这 就 将 xs 区 到 (ea,5) 的 内 部 并 要 求 E' (x2) 
为 零 或 是 站 (za) = 对 .由 于 交 > 中 故 闻 为 严格 增加 的 并 且 只 能 有 -次 与 M 相等 ,这 意味 着 rz 能 
够 是 惟一 的 内 部 极 值 点 .因此 x1=a 及 x;= 上 .最 后 由 等 波纹 性 

yla) — Pla) = - [y(x2) — Plz2)} ~ wtb) - P(E) 


解 之 , 我们 得 


五 ) 一 ya Ke + 其 2 {a + [YE — yta)] 
M= ga + 2 - 2(5 a) 


其 中 的 xi 由 y(z2)7= [3y(6) -yta}l/ib -a 所 决定 . 
在 区 间 (0, x/2) 上 应 用 上 题 于 y(x)= 一 sinx. 
解 ” EF 首先 我 们 得 到 M = -27r: 然 后 从 3f7aM 有 ;一 arccoa(2/7) ,最 厂 ， 
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42 - 数值 分 析 
号 一 一 ; 有 一 和 十 Larccos 
并 且 从 P(xz)= Mz + 8B 我们 得 到 
- 工 1 六 4 1 
nT + y1- 局 十 “arccos 
这 个 逼近 式 就 是 和 小 化 慨 大 直线 . 


证 明 P(x)=x2+ 言 是 在 区 间 ( -1,1) 上 对 yz)= 1z| 的 极 小 化 极 大 三 次 (或 更 低 次 
的 ) 通 近 ， 


、 , 1 | 1 L111 1 
证 了 谋 差 为 Etx)= 工 | zx” 并 在 z= 1, 7011 十 取 极 什 "8B! 8B" 


1 
8 
二 .这 此 在 a+2=5 个 点 上 具有 符号 交错 并 取 大 值 为 EF= 言 的 谋 差 保证 了 (出 晤 22.23)P(r) 是 
一 个 次 数 n =3 或 更 低 次 的 极 小 化 极 大 多 项 式 . 
利用 在 区 间 { 一 1,1) 上 的 函数 y(x) 一 er 作为 例子 来 说 明 用 来 寻找 极 小 化 极 大 直线 的 
交换 东 . 
解 8 题 22.27 的 方法 会 产生 要 小 化 极 太 直线 , 但 是 作为 第 一 个 简单 各 例证 ,我 们 暂且 牧 略 那 
个 方法 并 仿效 题 22.5 中 的 过 程 来 进行 交换 .由 于 我 们 是 在 探求 -条 直线 ,所 以 我 们 需要 具有 最 大 
误差 为 土 五 ,1 +2=3 了 个 点 .党 斌 将 = -1,0,1 作为 初始 二 元 组 , 由 应 的 y(x}) 值 约 为 0.368,1, 太 
2.718. 易 得 关于 这 个 二 元 组 的 等 误差 直线 为 
pilr) a 1.1757 + 1 232， 

在 这 三 元 组 上 具有 误 益 大 = +0.272. 在 二 元 组 之 外 在 长 度 为 0.1 的 诸 区 间 上 计算 误差 发 现在 工 = 
0.2 处 有 天 小 为 及 =0.286 的 最 大 误差 (而 且 是 负 的 ) , 据 此 我 们 形成 一 个 新 的 “元 组 ,把 老 的 自 变 
量 =0 换 为 新 的 zx=0.2. 它 保留 误差 符号 的 交错 , 这 是 在 早 些 时 提供 的 交接 法 的 第 4 步 所 要 求 
的 ,现在 我 们 就 来 仿效 它 .在 新 的 三 元 组 上 yx) 近似 地 取 0,368,1.221 及 2.7i8. 得 到 的 等 误差 线 
为 


patr) = 1.1757 + 1.264, 
在 这 三 元 组 上 具有 误差 二 +0.278, 在 二 元 组 之 外 , 预期 最 大 误差 在 x =0.2 附近 ,我 们 以 0.01 的 
区 间 长 检查 这 个 邻 域 并 且 得 到 在 + =0.16 处 的 误差 为 0,279. 由 于 我 们 只 用 三 位 数 进行 计算 ,所 以 
这 二 我 们 可 以 期 望 的 最 好 的 情况 .平移 到 三 元 组 := 一 1,0.16,1 后 实际 上 将 再 次 得 到 p(x). 
现在 让 我 们 来 考察 题 22.27 的 方法 是 怎样 运作 的 .以 a = 一 1 及 上 =1 立刻 得 出 M= (2.718 一 
0.368172=1.175. 这 时 方程 y (72) = v2=1.175 导出 rasx0.16, 随 后 直接 可 得 BE 一 1.264 的 结 
直线 表示 在 下 面 的 然 向 尺度 经 过 压缩 的 图 22.7 上 . 


图 22.7 


使 用 交换 法 时 找 在 (-1,1?》 上 yz)=e 的 极 小 化 极 大 一 次 多 项 式 ， 
解 FP 日 亿 起 Chebyshev 多 项 式 级 数 的 截断 通常 导致 相当 于 咯 掉 第 一 项 的 近 平 等 波纹 误 蓝 , 故 


我 们 取 了 ifz ?的 4 个 概 值 点 作为 我 们 的 初始 四 元 组 ,它们 是 二 十 1, + 方 .交错 地 以 + 久 请 下 而 
4 个 点 的 礼物 线 ， 
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了 一 1 - 172 172 1 


2 0.3679 (0.6065 1.6487 2.7183 


证 明 在 -0.56 处 有 它 的 最 大 误差 .新 的 四 元 组 { 一 1,- 0.5,0.56, 1 了) 导出 第 二 个 抛物 线 在 > = 
-0.44 处 具有 最 太 误 差 . 下 -- 个 四 元 组 为 (-- 1， 0.44,0.56,1) 并 证 明 为 我 们 最 终 的 那个 . 它 的 精 
确 到 5 位 小 数 的 等 波纹 他 物 线 基 

plr) =0.554047: + 1.130187 + 0,98904, 
市 它 的 在 四 元 组 内 外 的 最 大 误差 则 为 本 =0,.04302. 


补 充 是 


离散 数据 


22.32 


22.33 


22.34 
22.35 


23.36 


22.37 


22.38 
22.39 


22.40 


证 明 对 是 22.2 中 的 三 个 数据 点 的 最 小 二 乘 丰 线 为 y(z) = 方 z -全 -证 明 它 在 数据 点 上 的 误差 为 
十- 十, 十 .所 得 到 的 Chebyshev 直线 力 y(z) = 立 < - 二 ,各 有 误 卷 -人 二，- 二 -验证 
Chebyshev 百 线 确 有 较 小 的 最 大 误差 而 最 小 一 乘 直线 具有 较 小 的 误差 平方 和 ， 

对 是 21.2 叫 的 平均 高 尔 夫 记 分 应 用 交换 法 ,产生 极 小 化 极 大 直线 ,用 这 条 直线 计算 被 平滑 的 平均 记 
分 .这 个 结果 与 那些 由 景 小 二 溢 方 所 得 到 的 相 比 情况 如 何 ? 

应 用 交换 法 于 是 21.5 的 数据 ,获得 极 小 化 或 大 直线 以 及 相应 的 指数 函数 PCz)= Ac 

推出 对 任意 三 元 给 fi ytzrayy2) zyyi) 的 
Chebyshev 直线 的 公式 y(z) = Mz + B, 这 样 的 
公式 对 编制 交换 法 的 机 部 计算 程序 是 会 有 用 的 . 
证 明 慨 如 白 变 量 zx, 不 是 秘 异 的 , 则 极 小 化 极 大 
直线 可 能 不 足 惟 -确定 的 . 例如 , 考虑 三 个 点 


(0,0), {0,1) 及 {1,0) 并 证 明 所 有 介 于 y= 方 及 y 


-之 间 的 直线 都 有 日 -十 . (参看 网 


对 曲线 yy 一 sinz 的 4 个 点 人 0, 0)， | r/6, 寺 | ， 


(rf3w 372) 上 下 (ri2,1) 找 出 等 误差 抛物 线 . 

对 y= ,z=0[ 十 1 的 5 个 点 找 出 极 小 化 极 大 抛物 线 

对 y= soszvx=o(x/l2)x/2 的 7 个 点 使 用 交换 法 求 得 极 小 化 极 大 抽 物 线 . 这 折 物 线 的 最 大 误差 | 
是 什么 ”将 它 的 精度 与 Tayior 抛物 线 1 - xz2 的 精度 作 比 轻 . 

容 广 交换 法 对 y= sinz,z_0(xyl2)x/2 的 7 个 点 求 得 极 小 化 极 大 三 次 多 项 式 . 这 个 三 次 式 的 最 大 浊 
差 |4| 是 什么 ? 将 它 的 精工 与 Taylor 一 次 式 =- 十 x? 的 精度 作 比较 ， 


连续 数据 


22 .41 
了 2 ,42 


22 ,43 


22.44 
22.45 


在 区 间 ( 一 二 1) 上 对 y(r) -zf 找 出 次 数 丰 大 于 5 的 要 小 化 极 六 多 项 式 .误差 是 什么 ? 

什么 是 美玉 yt) = To+ Ti+ Ts+ Ta 的 次 数 不 太 本? 的 极 小 化 极 大 凶 项 式 ? 它 的 误差 是 什么 ? 通 
过 证 明 其 衣 近 误 益 不 是 等 波纹 的 而 证 明 T+ 了 无 论 如 何不 是 关 三 yfz) 的 极 小 化 极 大 直线 ， 

对 yz)=1- 二 e+ 十 z- 须 虽 找 出 次 数 不 大 于 5 的 要 小 化 极 大 多 项 式 , 它 的 误差 是 什么 ? [区 
是 是 ( - 1,1).] 

应 用 题 22.27 在 区 间 (0, r/2) 上 对 y(tzx)= cosx 求 得 极 小 化 极 天 直线 ， 

题 妆 .27 中 的 方法 能 否 适 用 于 在 (-1, 1) 上 的 >(z) 一 |z | ,或 者 基 理 由 于 六 fr) 中 的 间断 使 得 方法 
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22.46 


22.47 


22.48 


22.49 


22.5D 


22.51 
22.52 


22.53 


22.54 


不 能 被 应 由? 
在 区 间 (0, x/2} 上 使 用 交换 法 来 获得 关于 y - rose 的 极 小 化 极 大 直线 ,以 二 位 小 数 进 行 计算 并 与 题 
22.44 中 以 其 他 方法 所 得 结果 进行 比较 . 
在 区 间 {9, r/2) 上 使 用 交换 法 来 获得 关于 y= cos 的 极 小 化 极 大 抛物 线 , [ 你 可 能 起用 T(x) 的 极 值 
点 ,可 通过 -个 变量 变换 .将 它们 转换 到 区 间 (0, rz2) 上 ,作为 一 个 初始 四 匹 组 . ] 
找 出 一 个 最 小 次 数 的 才 项 式 它 在 区 间 (0, rf/2) 上 以 最 大 误 着 0.005 过 近 yfz) = cosz.: 当 然 , 售 人 误 
差 会 限制 精度 ,多项式 可 以 吏 这 个 精度 而 定 . 
证 明 在 记 有 的 首 项 系数 为 1 的 a 次 多 项 式 中 ,下 过 f(z)=0 的 极 小 化 极 大 多 项 式 是 21 "了 To(z) ,过 
近 区 间 取 作 ( - 1.1). 这 已 经 为 题 22,17 到 22.23 所 涵盖 ,但 还 是 未 施行 下 列 历史 上 论证 的 细节 . 令 
pir) = r+ CT 1 十 十 an 
是 任何 一 个 具有 所 述 类 型 的 多 项 式 .由 于 T(z) = cost narccosz)， 我 们 有 
max , 21"T, (7)1= 2 7”. 
注意 这 个 多 项 式 在 点 = cosk 和 /4, 上 =0,]，…,n 处 交错 地 取 它 的 慨 值 土 2 " ,假设 某 多 项 让 满足 
max | ptz) < 2 ", 
并 念 Plr)= px) 2 "T(r), 
这 时 Ptzr}) 不 大 于 -1 次 而 且 它 不 会 恒 等 于 零 ， 因为 这 会 要 求 max | p(x)1~ 21 ". 考 虚 值 P(x ). 
由 于 p(x) 在 这 些 点 上 是 被 21 * 了 , (x) 所 超过 ,故我 们 看 到 P(xzi) 有 交错 的 符 屿 ， 由 于 连续 性 PEz) 
因而 必须 有 个 零点 处 在 相继 的 zx; 之 同 ,然而 ， 对 -个 不 恒 等 于 零 的 次 数 不 大 于 n - 1 多 项 式 而 言 
这 是 不 可 能 的 .这 就 证 明了 maxi p(x) | 这 21 ". 
y()= et"?)4 的 值 在 下 面 的 表 中 给 出 ,寻找 关 十 这 个 数据 的 极 小 化 极 大 抛物 线 . 极 小 世 极 大 误差 是 
什么 ? 


在 区 和 间 { -1,1) 上 以 不 大 于 0.005 的 最 大 误差 通 近 斑 的 嘱 项 式 的 最 小 次 数 是 多 少 ? 
在 区 间 (0,1} 上 In(1+ z) 的 Taylor 级 数 收 敛 得 如 此 地 悍 , 为 了 达到 5 位 精确 需要 几 百 项 .在 同一 区 间 
上 


pt) -0.999902y - 0.4978757? + 0.317650x” 
_ 0.1937617* + 0.085569x5 0.018339x° 
的 极 太 烷 差 是 导 么 ? 
以 一 个 具有 最 小 次 数 的 多 项 式 来 遂 近 yz) 一 1- z+x1 一 xx?+ x 一 w+.x5, 在 (0,14) 中 其 误差 不 赵 
过 0.005. 
继续 上 题 , 产生 一 个 最 小 次 数 的 遂 近 名 项 式 具 有 不 超过 0.1 的 误差 ， 
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姑 置 


有 理 冰 数 是 多 项 式 的 商 , 因 而 构成 比 多 项 式 要 丰富 得 多 的 函数 类 ,这 个 更 大 的 函数 类 为 精 
确 台 近 增 加 了 希望 .例如 , 带 有 极点 的 函数 ,简直 不 能 期 望 在 多 项 式 方面 的 努力 有 好 的 回报 , 因 
为 多 项 式 并 没有 奇 点 .这 种 函数 是 有 理 表 近 的 主要 目标 .但 是 即使 对 非 奇 异 函 数 , 也 存在 宁 在 
选取 有 理 道 近 的 可 能 性 . 

将 要 讨论 两 种 类 型 的 近 近 , 其 过 程 类 似 于 用 十 多 项 式 跟 近 的 那些 .在 预先 给 定点 上 的 配置 
是 选择 有 理 通 近 的 一 个 基础 , 正 像 对 于 多 项 式 那样 . 连 分 式 和 个 差 分 是 所 用 的 主要 工具 .所 涉 
及 的 连 分 式 取 如 下 形式 


工 二 1 


XxX)】 = 十 
yt : 1 TI- xi 


十 
Fl -i 


一 十 
Da Yl 一 


D4 D2 
如 果 需 要 的 话 它 还 可 以 继续 下 去 .不 大 难 发 现 这 个 特殊 的 分 式 可 以 重新 整理 为 两 个 二 次 多 项 
式 的 商 , 也 就 是 -- 个 有 理 聊 数 .系数 被 称 为 倒 差 分 , 它们 被 选 成 要 使 得 能 实现 配置 ,对 眼前 的 这 
个 例子 ,我 们 将 得 到 


23 pl+ 


2 XIIl TT 
P1 = 1 22 1 = ， 
| 32 Yl X33 A X27 A 


23 31l 32 ”31 
对 ps 与 pi 有 类 似 的 表达 式 , 倒 差分 这 个 术语 并 没有 不 自然 的 地 方 . 


极 小 化 极 大 


极 小 化 极 大 有 开通 近 在 应 用 中 同样 赢得 重要 地 位 .它们 的 理论 ,包括 等 误差 性 以 及 一 个 交 
换算 法 ,平行 丁 多 项 式 的 情况 ,例如 ,能 够 找到 一 个 有 理 前 数 


1 
a + hr’ 


它 交 蔡 地 以 + 偏离 二 个 指定 的 数据 点 (xi, yi). 当 

max | R(xz)}— yi1= 有 
比 用 其 他 相同 形式 的 有 理 栈 数 来 代 兰 R(x ) 所 取 的 最 大 值 为 小 时 , R(x ) 是 在 这 种 意义 下 称 作 
是 对 给 定点 的 极 小 化 极 大 有 理 函 数 .如 果 指定 的 点 超过 三 个 的 话 , 则 用 交换 算法 来 确定 极 小 化 
极 大 R(xz). 它 与 极 小 化 极 大 多 项 式 的 相似 性 是 明显 的 ， 


R(x) = 


Padé 逼近 
它们 其 有 形式 

Paz) 

Q(T) 

其 中 PP, 友 Q@Q, 分 别 是 m 及 n 次 多 项 式 .习惯 上 ,规格 化 Q (0)=1. 为 天 近 一 个 给 定 的 函数 
y(z),Pade 提议 使 y 与 Rms 在 某 个 指定 点 处 它们 的 值 连同 头 N 次 导数 都 相 一 致 , 其 中 
N = m +1. 这 就 提供 了 N+ 二 个 条 件 来 决定 P。 及 总 。 中 余下 的 N+1 个 系数 .问题 中 的 点 通 
常 取 作 “=0 .人 稍 若 需要 的 话 可 以 通过 变量 的 - -个 适当 平移 来 实现 这 一点 . 它 与 y(x) 在 7=0 
处 的 Taylor 多 项 式 的 平行 性 是 显然 的 , 耐 事实 上 Tayler 多 项 式 是 Rao. 正如 训 看 到 的 , 对 一 个 


Rn( x) = 
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给 定 的 N 道 过 选 m =n +1 或 m= .可 达到 山高 的 精度 ,也 就 是 说 分 子 和 分 母 的 多 项 式 的 次 
数 要 选 成 大 致 相等 . 


题 解 
配置 有 理 泌 数 


23.1 寻求 有 理 函 数 y(z)=1/(a+ 妈 ), 已 知 y(1) =1 及 y(3)= 广 . 


解 EP 代入 后 要 求 s+6=1 及 a+35=2, 它 过 使 -8= 本. 所 要 求 的 函数 是 >(z) = 27(1+ 
2) ,这 个 简单 的 问题 说 明 这 样 的 事实 , 即 由 配置 来 寻找 一 个 有 理 函 数 等 价 十 解 -- 组 关于 未 知 系 数 的 
线性 方程. 

23.2 还 要 寻 技 有 理 函 数 ys(z)= Mx +B 及 y3(x)}=c+ az, 它 们 也 满足 y(ti=1 及 y(3) 


上 上 
7， 
解 。 QaF 通过 观察 可 以 找到 线性 函数 yx(z) = (5 - x)/4. 对 另外 -个 我 们 需要 去 满足 系数 方程 。+ 
4 -13c+d- 二 而 这 意味 着 c= 本 ,4= 才 ,使 %i(z)= 《z+3)/4z. 现 存 我 们 有 三 个 有 理 画 数 , 它 
们 通过 两 个 * 给 定 的 点 .肯定 还 有 其 他 的 ,然而 在 车 种 意义 下 这 些 是 最 管 单 的 .在 x =2 处 这 一 个 
数 提供 给 我 们 的 插值 为 全, 立 和 -5 ,在 区 间 (1,3) 内 部 三 者 在 一 定 程度 上 徙 此 相近 似 .在 区 间 外 它们 


有 巨大 的 差异 . (参看 图 23,1) 有 理 函 数 间 的 差异 性 超过 多 项 式 的 ， 这 非常 有 助 于 掌握 所 舌 要 的 有 理 
函数 类 型 的 知识 . 


图 23.1 


23.3 ”假设 己 知 y(z) 的 形式 为 y(x)=tat pz2yAfe tdr?), 以 要 求 yt0)=1, wy(1) = 全 ， 


y(2) = 司 来 决定 Y(z)， 
解 上 代入 后 得 到 线性 方程 组 


下 二“《， a+b= Setad), 4+4b = 训 (c+4d) 


” 泽 江 ,原文 为 三 个 . 
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由 二 包含 的 只 其 二 个 多 项 式 的 比 , 有 一 个 系数 可 以 取 必 1 除非 后 来 被 证 明 它 为 零 .尝试 取 d=1. 这 
时 我 们 发 规 a =b=c= 方 , 国 而 yz)={1+ zx)/A(1+2z7). 注 意 , 有 理 函 数 yot r= 10/{10+6x - 
Xx? ) 也 包含 这 二 个 点 , ya(x)= (z+3)/[3(Cr +1)] 也 和 如此， 


连 分 式 与 倒 差分 
23,4 ”计算 下 面 连 分 式 在 x =0,1 和 2 处 的 值 ， 
这 
y=1]+ - 
i | 
一 十 - 了 
3 
解 es 直接 计算 表明 >(0) =- 1, y(1) = 之 和 >(2) = 读 .这 些 还 是 上 是 的 值 .这 里 的 要 点 是 这 一 美 
连 分 式 之 结构 使 这 些 值 等 于 分 式 的 逐次 " 攻 近 值 ", 即 在 项 之 前 和 z - 1 项 之 前 截断 分 式 所 得 到 的 
部 分 信 , 当然 还 有 末端 的 值 . 人 们 容易 发 现 这 个 分 式 也 可 重新 整理 成 我 们 的 ys(x). 
23.5 在 


在 0 十 dlT + ur 
bot+ Bix 十 bir 


的 情况 下 , 推出 有 理 函 数 与 连 分 式 之 间 的 联系 ， 
解 ee 我 们 遵 稍 另外 -条 历史 途径 . 令 5 个 数据 点 (x, 3y,), ?=1,…,5 为 已 知 的 .为 了 站 这些 点 
上 的 写 置 ,对 每 对 z,, y, 有 


do — ny + a — IXYy + uz! 一 bariy = 0. 


y(x) 


行列 式 方程 
1 yy zx Xxy x Ty 
1 yl x1 XY ZX 
1 y2 zz Ty 于 
1 33 33 TZ3y3 之 


1 34 Ya Taya 于 


ny 和 
be 
i 
2 
Em 


1 ys zs Tsys Xd riys 

明显 地 具有 所 要 求 的 性 奈 . 第 二 行 通过 下 面 的 运算 约 化 为 1,0,0,0,0,0; 
从 第 二 列 减 去 第 一 列 荚 以 yi. 

从 第 门 列 减 去 第 三 列 乘 以 y1. 

似 第 六 列 碱 去 第 五 列 乘 以 y1. 

从 第 五 列 减 去 第 二 列 乘 以 r1， 

从 第 三 列 减 去 第 - - 列 乘 以 xi 


此 时 行列 式 为 下 面 的 替代 物 所 置换 ， 
1 yy zr zy-mn rz-zr) Te 一 3 
1 0 0 0 0 心 


1 yy Xa Xl Tt ya — y1) I 一 Zt) zy2 — y1) 
1 3 一 3 XI- Xl 于 jy3 一 Y1) I — 1) ri(y3 一 31) 


1 yoy Ta Ty) az TI) zalys - 71) 


1 ys-y zs— A xslys— y1) 工区 5 一 x1) ritys 一 2) 
按 行列 式 的 第 二 行 展开 然后 : 

以 ?3 除 第 一 行 . 

以 mw%t 除 第 : 行 ,对 ;=2,3,4,5， 


引入 符号 pi (zz1) = 二 一, 方程 现在 可 以 写成 
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1 err DEEP 7 


1 pr2Tl) x2 T2001( T7271) 3 
1 PTT1) wa pl( ral) | - 昨 ， 
1 oxar} za Iap1l XaT1) 4 
1 Ptrsx) 5 了 SS .3 
现在 重复 这 个 运算 ,使 第 二 行为 1,0,0,0,0， 
从 第 二 列 减 去 第 一 列 科 以 olf .x2z1). 
从 第 四 列 减 去 第 三 列 乘 以 gfxr2z1)， 
从 第 五 列 减 去 第 三 列 习 以 xz，. 
从 第 二 列 减 去 第 一 列 乘 以 rz， 
这 时 行列 式 具 有 形式 : 
1 prri) prr) rr rmx} -PICzart rlr x2) | 
i 0 0 0 0 


| 1 prard) — prart) ca ra riotwar) -pfzrazD zalr3 ~ 2)|, 
1 pzar) -pfzarl) zz 一 ea [ptr 一 oro)] ratra 一 zx2}| 
1 of(zszi — pryr) zs— ra TTIpolrszi) - plrari)] xslxs — 321 | 

接 第 二 行 展开 ,然后 

以 PC 一 aifzazT) 除 第 -~ : 行 ， 

以 PIC 一 otfzazl) 队 第 zi 行 ,对 :=2,.3,4. 

在 这 里 是 传统 性 崩 加 的 -' 步 ,目的 为 了 保证 要 定义 的 量 e 的 对 称 性 质 .( 参 看 题 23.6) 

以 yw 冬 第 一 列 并 加 到 第 二 列 上 . 

以 yi 乘 第 三 列 并 加 到 第 四 列 上 ， 


引入 符号 py( zzix2) = Te) + v1; 现在 方程 简化 成 


1 pal rx1X2) 2 pi rT2) | 
(] pixaxyr) 3 I3p2( T37172) | 


1 af arr2) 区 时 Ta Ear1r2) 


1 pat TsT1L2) Ts Tsp2( TsT1T2) 


另外 的 相似 的 简化 产生 
11 palxrirzrs) 区 | 
1 pifrd4riz2r3) Xs|= 0, 
i] oalxsriTacy} rs 
其 中 
一 工 3 、 
Prt72z3)】 = CR) Cs + pil{T122.. 
最 终 , 最 后 的 简化 式 为 
1 PCzmrtr2T3zd) | 
1 pa zar ir2r3xa) | = 
其 中 
eter) PR * ee) 


我 们 推 得 ps zr1z2rsr54) = peatrsrixax37e) .刚刚 引进 的 各 个 p; 称 作 i 阶 倒 差分 ， 而 这 四 阶 格 差分 
的 等 式 等 价 干 我 们 所 开始 的 行列 式 方程 ,并且 就 是 我 们 正在 找 的 有 理 函 数 . 
侧 关 分 的 定义 现在 以 一 个 自然 方式 导出 一 个 连 分 式 .我 们 逐次 地 状 得 


工 一 了 1 工 一 1 
) 1 


= YL 十 
yn 72 


1 
itr2r1) p02(xriz2) 蚊 


= 第 二 十 三 章 ”有 了 巢 清 数 送 近 


23.6 


23.7 


三 史 十 = 
六 一 
p12r1) + 一 2 
TT 了 3 
18202331 一 + 一 
pa(zritar3j ~ PiY1Y2] 
=y 十 一 Il 
= 
下 一 工 : 
pl za 了 iT 一 一 


TT 了 3 
par3T172) 一 31+ rr 
pat Lart1T273) 一 pi(r1T2) + (zsrlrarazd) pa riT2r3) 
其 中 ,在 最 后 一 个 分 母 中 , 作为 我 们 大 量 行列 式 简 化 之 终点 的 四 阶 差分 等 式 , 最 终 被 用 上 了 .这 就 是 
那个 司 得 上 面 的 连 分 式 成 为 所 要 求 的 有 理 函 数 的 等 式 . (在 所 有 这 些 计 算 背 后 的 是 这 样 的 假设 , 即 数 
据点 确实 属于 这 样 一 个 有 理 函 数 , 以 后 代数 过 程 不 会 在 熙 点 上 上 中止 .参看 关于 例外 情况 的 例子 .} 


证 明 倒 差分 是 对 称 的 . 
证 歧 对 . 阶 差 分 来 说 这 是 立刻 就 明白 的 , elf rtzz)= pi1(x2x1). 对 二 阶 差 分 人 们 首先 验证 


了 3 一 六 此 一 工 1 
一 一 t y= 一 - + ya 
和 Tl 还 人 Ll I3 7 1 TT? 
F377 YL V2 Yl V3 2 YL 32 


2 1 


十 yar 
了 2 二 工 3 Xl YT ”3 


3z 3 F173 


由 它 可 得 在 pz(z1z2zx3) 中 立 可 以 用 任何 顺序 进行 排列 ,对 更 高 阶 的 差分 来 说 证 明 是 类 似 的 . 
应 用 余 差 分 从 表 23,1 的 头 两 列 中 的 数据 r, y 重新 得 到 y(x)=1/(1+ x*). 


表 23.1 
工 > 
0 上 1 
1 2 
人 2 0 -1 
3 0 
2 访 0 
1 对 d0 
3 WD 170 0 
1 7 1 140 
We 17 442 46 
1 Ed 
3 26 


解 4# 各 阶 倒 差 分 也 出 现在 这 个 表 中 .例如 ,4 这 个 项 就 是 从 带 圈 的 项 以 下 式 得 到 的 ， 


4 二 1 
pal TITITATS) 一 i 1 1 ' 
(- 志 | | 10| 
工 s 一 学 > - 
本 Pat TATaTs) 一 af rox3x4) 


由 题 23.5 中 给 出 的 定义 ,第 三 阶 伏 分 应 该 是 


+ 一 4140) = 4 各 


+ pi(I3x4) 


王 2 一 和 
pazf zzz37T4) 一 Pat TSTIT4) 
但 是 由 对 疹 性 ,这 与 我 们 上 面 用 的 是 相同 的 .其 他 的 差分 可 以 用 同样 的 方法 习 得 . 
连 分 式 由 区 对 角 线 构成 


一 二 十 


3(T2zz3.4325] = + pICTIX4). 
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工 2 
1 30 和 
_1 
20 
10 
2 10 3 
_1 8 
5 5 
5 
3 5 一 全 自 
1 
-二 1 
4 3 一 
0 
0 oo 
导出 的 连 分 式 海 
-1 
Y= 30+ _1 + 工 一 卫 
20 _ 10 .了 =3 
3 33 xz-4 
20 19 


它 约 简 成 (7)=60/[z(z + 了)]. 
极 小 化 极 大 有 理 函 数 


23,11 ”怎样 才能 找到 一 个 有 理 函 数 RUzr)=170a + 57x), 它 偏离 三 个 点 Cx, y1), (Xz y2)， 
丰 (143, Ya) 交错 地 为 + 有? 
解 E 千 这 三 个 菜 件 为 : 


1 
六 + 一 点， 一 下 ;页 当 一 12,3. 


可 以 写 戌 
a{yi — A}+ ety -71 一 1 = 由 
atyrt RY+ bly t+ hr 1 = 0, 
aly3— h)+ blys- hlra—1= 
消去 a 及 56, 我 们 得 知 # 基 由 二 次 方程 
yh Cy- hx -1 


1 
二 


yth (y+t+h)zs -1|-0 
y3- hn {ya—hlx3 -1 
所 决定 的 .选择 有 较 小 绝对 值 的 根 , 我 们 将 它 回 代 而 得 到 a 此 加 (不 难 证 明 , 实 根 总 是 存在 的 .，》 
23,12 ”应 用 题 23.11 的 过 程 不 这 样 三 个 点 :(0,0.83),(11.06)，(2,1.25) . 
解 # 和 二 次 方程 恋 成 447 -4.128 -0.130= 小 因而 抽 间 求 的 根 为 训 - -0.03. 十 基 系 数 a 友 
满足 0.86a -1=0,1.03u+1.035-1=0 从 而 它们 为 a 完 1.16 及 bs -0.19， 
23.13 ”将 上 题 加 以 推广 , 应 用 交换 法 来 寻找 一 个 极 小 化 极 太 有 理 函 数 , 其 形式 为 只 = 
1Afe + Br), 对 这 些 点 (0,0.83), (1,1.06), (2,1.25), (4,4.15). 
解 8 我 们 的 问题 是 与 先前 的 交换 方法 十 分 相似 ,上 题 的 :元 组 当 作 一 个 初始 一 元 组 .对 这 个 
三 元 组 所 闭 得 的 等 涡 差 有 理 画 数 为 R(x)=1/(1.16--0.197). 在 这 四 个 数据 点 上 可 以 计算 得 它 
的 误差 为 一 0.03, +0.03, 一 0.03,1.65, 我 们 发 现 Ri(r) 在 z=4 处 很 差 .我 们 选择 后 三 点 为 新 的 三 
元 组 , 来 保持 交错 的 误差 符号 ,新 的 二 次 方程 为 
hi 一 21.245 + 1.47 = 0, 
使 庆 =0.07.a,5 所 满足 的 新 方程 为 


' 252 ， 数 全 分析 


a th = .0, a+2p = 0.758, a + 4 = .245, 

值守 1.265 太 pss -0.255. 在 四 个 数据 点 上 的 误差 现在 为 0.04,0.07， 0.07,0.073 面 且 由 于 我 
们 现 蛮 的 三 元 组 中 没有 一 个 误差 想 过 0.907, 记 以 我 们 到 此 为 止 ,接受 

1  .- 

1.265 — 0.2557 


为 极 小 化 极 太 遂 近 ,这 是 - -个 交 斤 算法 的 典型 展示 .我 们 的 结 困 自然 只 精确 到 一 位 ,而 数据 本 身 只 
昆 两 位 精确 . 折 以 进步 的 努力 看 来 是 没有 根据 药 , 有 有 趣 的 旦 注意 到 该 计算 是 十 分 敏感 的 .例如 , 在 
我 们 的 R,() 中 会 去 在 第 三 位 上 那些 5, 就 能 改变 Ra(4) 几 平 半 个 单 实 .这 种 敏感 是 由 于 极点 在 了 
-5 附近 . 民 ,fzr) 及 Ri ) 都 在 图 23,2 中 给 出 . 


R(x) 一 


图 23.2 


23.14 “上 题 的 数据 点 是 对 v(c)=4/(5- 了 ) 加 上 一 个 不 超过 5$% 的 随机 "嗓音 "得 来 的 . 用 
R,{z) 来 计算 平滑 什 并 与 准确 值 以 及 原始 数据 进行 比较 . 


解 ”E 所 训 求 的 值 如 下 ,还 加 z=3 处 的 值 : 


原始 “ 听 况 "数据 0.83 1.06 1.25 一 4.15 
Ratz} 的 值 0.79 0.99 1.32 2.00 4.08 
x{x) 的 准确 位 0.80 1.00 1.33 2.00 4.00 


器 有 =4 刀 的 误差 是 大 的 ,但 它 已 经 志平 被 减少 了 一 半 . 在 极点 z=5 处 的 影响 是 显然 的 .以 甸 项 
式 进 行 欧 着 近 会 更 加 不 成 功 . 
23,15 ”对 Padé 有 理 肾 数 


Putx) 
Ruan lx) 一 Q, {rr)’ 
其 中 Pa(x)=agtarrtaarit. + amt™, 


QTrT) = 1 + birt+ hr! + + br, 
导出 加 在 庄 系 数 上 的 条 件 , 使 得 它 当 N= m+ 时 满足 
RUNO) = yt(0) k=0,1,.,N, 


假设 yz ) 有 级 数 表 达 式 
yx) = co + CI 二 + Car 4 
解 ME 我 们 有 
| Ye) ' yor 一 > “= 


sr) - Roan(x) = 
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如 果 右 侧 的 分 子 没有 比 xN*"' 低 的 项 ,我 们 就 已 经 达到 了 所 要 的 目标 , 为 此 我 们 荐 要 


好 有 一 poro, 立 ] 二 pncl 十 byes dd7 二 bnce + bc + bace. 
4 
- 般 电 a Deon j=.N. 
1 二 自 


受 n=1 约束 的 限制 且 


23.16 ”应 用 上 题 于 y(x)=e, 取 m= 二 2. 
解 E 对 这 个 函数 我 们 有 co= Le =1,cz= 二 ,cs 


,c= 让 导出 的 方程 为 


6 
1 
un = 1, a= 十 十 而 1， a7 = 3 + b+ b2, 
,1 i 1 
0= tb + 0= 37+ Olt 3 2 


它们 的 解 是 a0=1,01= 二 ,a 一 证 ,61 = 一方 以 及 如 = 十 ,将 它们 加 代 , 我 们 最 疾 对 Padé 逼近 有 


+6r+ rx 
Ratz) ”12 一 6z + ri 


在 区 间 ( -1.1) 上 它 的 绝对 误 营 从 中 心 处 的 堆 赵 到 在 了 = 芋 处 为 0,004. 有 意义 的 是 注意 到 这 种 过 
近 反 上 映 了 指数 函数 的 一 个 基本 性 质 ,所 以 ，z 替代 x 便 产生 它 的 倒数 ， 
23,17 对 ylr)=e* 显然 


1 
Ria=1l+r+7 


不 过 要 用 题 23.15 的 方法 来 寻找 Rostx). 
解 GF 适当 的 方程 组 包括 ao 1, 接 下 来 二 角形 方程 组 


x + 十 r+ 
6° 


0=1+p, 
0 一 六 + b+ by 
0 = 小 + 计 b1+ 62+ bs 
l,l1 1 
0= 274+ 6 Pi + 2 bit bat ba, 
1 
Rtx) = 全 1 3 1 
1 人 + F347 


这 式 子 的 分 母 是 对 内 了 ) 之 倒数 的 一 个 5 项 通 近 .这 大 概 已 经 是 所 期 望 的 ， 
相对 于 尽 而 言 ,在 ( -1,1) 上 Rm 在 左 半 区 间 更 接近 ,而 在 右 半 区 间 就 离 得 更 还 了 . 民 4 自 
始 至 终 不 如 Ry, 并 且 这 是 Pad 遂 近 的 普遍 真理 .m 等 于 或 几乎 等 于 的 那些 抽 近 是 最 精确 的 . 


补充 题 
23.18 像 在 题 23.1 中 那样 ,直接 好 求 个 函数 y(z)=1(a+ 红 ) 使 >(1)-3 以 及 y(31=1, 我 们 的 连 分 式 
方法 会 产生 这 个 函数 吗 ? 
23.19 直接 求 一 个 丽 数 yz) =1/(a+t be+ cz?) 满足 y0) = 1320)= 二 以 及 >(C10)= 二 .我 们 的 过 分 式 广 
法 能 产生 这 个 函数 吗 ? 


23.20 利用 连 分 式 方法 来 求 一 个 有 理 函 数 具 有 下 面 的 值 : 


253 


254 ， 


23,21 


23.22 


23.23 


23.24 


23.25 


23.26 
23.27 


23.28 


23 .29 


数值 分 析 
利 放 入 分 式 方 法 来 求 一 个 在 理 两 数 其 有 下 面 的 值 : 


T 全 ] 9 19 


y 0 证 4 .1 18.05 


寻找 个 有 理 函数 具有 这 些 值 ， 


x 0 1 十 名 
"| | 
寻找 -个 有 理 尘 数 具 有 这 些 值 : 
了 0 1 2 4 a0 
了 一 全 土司 2 二 ] 


(训导 + ee 涉及 到 .个 极点 在 那儿 晴 数 改变 符号 .) 
求 一 个 具有 下 面 痊 定 什 和 的 有 理 函 数 .对 y(1.5) 进 行 插值 ,这 个 两 数 的 “极点 "在 哪些 地 方 ? 


求 关 于 函数 y(r) =xx? 一 1 在 区 间 ( -1,1) 上 的 极 小 化 极 大 函数 
1 
站 十 hr 


在 区 间 (0,3) 上 使 用 交 搁 法 求 对 y{2) = rr 的 要 小 化 极 太 通 近 尽 (z) 二 1/(a + br). 
对 十 点 集 (x,,y) ,其 中 i=1,…,N, 推 出 - -个 交 提 法 ,用 十 寻求 一 个 极 小 化 极 大 芝 近 函数 R(x)= (a 
+ rjAtL+ dx) .将 它 应 用 于 下 面 的 数据 : 


R(tr)- 


rz | 0 1 2 3 4 5 
- 一 一 
y 0 030 06 020 02 0 


使 用 R(z) 来 平滑 ， 值 .它们 与 y(z)= 一 [5 接近 的 程度 如 何 ? 这 些 带 有 随机 说 老 的 数据 是 源 于 这 


个 函数 的 . 
寻求 - -个 有 理 函 数 它 包 含 了 这 些 点 : 
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235 


23 .30 


23.,31 


23.33 
23.34 


寻求 一 个 有 理 消 数 包含 了 下 面 的 点 ,这 个 函数 有 任 河 实 极 点 吗 ? 


I 一 2 -1 0 1 2 3 
4 4 名 14 
了 3 2 2 3 7 13 


用 一 个 有 理 通 近 函 数 以 下 面 的 表 对 y{1.5) 送 行 播 值 ; 


2 3 


4 


57.298677 28.654706 19.107321 14,335588 


以 m=3, n=1 对 题 23.1v 进行 工作 . 
以 m=1,4=3 对 题 23.16 进行 工作 . 
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离散 数据 


正 终 函 数 和 祭 纺 函数 它们 具有 多 项 式 的 许多 好 的 性 质 . 纤 借 着 快速 收 合 的 级 数 它们 容易 
被 计算 .他 们 的 逐次 导数 仍 是 正 弦 函 数 与 余 芝 末 数 , 对 积分 同样 的 情况 也 成 立 , 它们 也 有 正 交 
的 性 质 以 及 当然 的 周期 性 , 这 一 点 多 项 式 并 让 具备 .因而 在 盘 近 理论 中 这 些 熟悉 的 三 角 孜 数 的 
使 用 就 是 可 以 理解 的 了 ， 

一 个 配置 预先 给 定 的 2L +1 个， 点 三 角 和 ， 它 可 以 用 


y(r) = 六 ca + > 7 | 


这 种 形式 来 得 到 ， 卫生 上 为 偶数 人 人 的 形式 稍 有 不 同 . 这 些 正 荡 函 数 和 余弦 函数 的 一 个 正 
交 性 质 是 


aeos 77 Er + hesin 


ysin -2m_ sin 2 kx = | " 过 j 关 上 
N+tlY N+1 (N+1)/2， 若 j = 大 天 0 
N 
. 2x . 2 
2 sin T37eos Ns 1 = 0. 
> | 0, 若 j 关 上 上 ， 
了 mm 1 | 茶 ) = 0,N+1, 
N+1， 阁 i=k=0N+L. 
使 其 系数 容易 地 被 确定 为 
2 
CR 二 TD k= 0,1,",L, 
2 2 - ... 
本 = 37 + D3 kr k= 1.2,..",L. 


这 些 系数 提供 了 具有 指定 形式 的 惟一 的 配置 咬 数 ,对 于 偶数 个 配置 点 , 艾 如 说 2L 个 相应 的 公 
式 为 


¥(XT) = 六 十 了 | we 十 besin 了 kz| + 六 areosrz， 


了 一 
其 中 k= 1 > yx )eos Tk k=0,1,:",L, 
ji 


bi = 了 Dvn)sin Fhe 三 1,…,L~-1. 
对 相同 的 离 获 数据 进行 最 小 二 敌 方 授 近 ,使 用 相同 类 型 的 三 角 和 .可 简单 地 由 将 配置 和 截 
断 而 得 到 .这 是 一 个 既 有 和 名 又 方便 的 结果 . 凸 如 在 题 21.8 中 观察 到 的 那样 , 用 正 交 肯 数 的 另外 
的 表达 式 它 也 是 成 立 的 .在 (2L +1) 个 自 变 起 的 情况 下 ,这 里 要 被 极 小 化 的 是 
2L 
S = 2 [y(z) — Tu(x)], 
其 中 Ttz) 是 缩短 的 和 (M 比 工 小 ) 
Tu(r) = 7A 十 > Ancos 77 1 7 


刚 小 陈述 的 这 个 结果 说 明 要 将 5 极 小 .化 我 们 必 贷 选 取 Ai = alty Be = 名 ,S 的 极 小 值 可 以 表示 
为 


kr + Brsin kr| ， 


和 


3 {2 + bi) 


= ML 
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当 M = 上 时 它 会 变 成 零 ,这 简直 不 是 一 种 惊 放 , 因 为 从 此 我 们 再 一 次 得 到 了 配 细 和 和 . 

周期 性 是 二 角 和 的 一 个 明显 的 性 质 . 如果 -个 数据 丽 数 不 是 基本 上 为 周期 的 , 它 还 是 可 以 
用 于 构造 一 个 三 角 过 近 , 假如 我 们 考虑 前 只 是 一 个 有 限 区 间 的 话 , 给 定 的 y(zr) 十 是 可 以 想象 
为 在 区 闻 外 以 一 种 方法 将 它 延 扫 为 周期 的 . 

奇 函 数 与 惕 函数 通常 用 来 作为 一 种 延 拓 逊 数 .一 个 奇 陋 数 具 有 性 质 y( 一 x) = - y(Cz) .经 
典 的 例子 是 y(z)= sinzx ,对 于 一 个 具有 周期 P=27 的 奇 函 数 , 我 们 三 角 和 的 系数 简化 为 

ak = 0, bi = 5 yr)sin Ser. 
za 
而 -个 偶 函 数 则 具有 性 质 y({ - x】 = ylx) .经 典 的 例子 为 y(zr)=cosz. 对 寺 一 个 周期 为 己 = 
2 上 的 偶 冰 数 , 系数 变 成 
ak = 所 fy(0) + y(L)coskrn] + $3) yx)eos Bz, b; = 0. 

这 些 简 化 解释 了 奇 函 数 和 惕 函数 为 什么 会 受 欢 迎 . 
连续 数据 


当 供应 的 数据 为 连续 的 , Fourier 级 数 就 符 代 了 有 限 三 角 和 , 很 多 细节 都 是 类 似 的 , 对 于 定 
义 在 (0,2x) 上 的 yw(z), 级 数 形 式 为 
方 oa + DCarcoskt + Bisinkt). 
正弦 函数 和 余弦 函数 的 第 二 种 正 交 性 质 是 


了 
| sin jt sin kt di = 


0, 若 了 天 天， 
T 了 三 下 天 间 . 
27 

| sin jt cos kt dr = 0. 

， 0， 车站 关上 &， 

| cos jt eos kt dt = r， 和 落 三 = 友和 天 10， 
0 

2x， 若 i= 让 =0. 


它 的 Fourier 系数 容易 验 明 为 
ak = 王 | (costtdt， 
AB = 工 | >(Dsinkedr， 
由 于 级 数 具 有 27 的 周期 ,我 们 必须 将 它 的 使 用 限 止 在 给 定 区 间 (0, 2r) 中 ,除非 y(z) 笠 巧 有 
同样 的 周期 . 非 周期 函数 在 一 个 有 限 区 间 上 也 可 以 被 接纳 的 ,如 果 我 们 想象 它们 被 延 拓 为 周期 
的 . 夺 和 偶 的 延 拓 还 是 最 常见 的 ,在 这 种 情况 下 , Fourier 系数 大 大 地 简化 成 像 土 面 所 述 的 . 
Fourier 系数 是 与 配置 系数 有 关 的 . 取 一 个 奇数 自 变 基 的 例子 我 们 有 , 例如 


LT1 1 A x 
4, = | 二 y(0) 十 F302L) + Dt 


21 
al = a yr)cos 了 dz 


的 梯形 法 则 通 近 , 其 中 用 过 一 个 变量 变换 为 了 得 出 这 个 类 似 的 情形 . 
关 寺 连续 数据 情况 的 最 小 二 乘 方 通 近 可 以 通过 截断 Fourier 级 数 严 得 到 , 它 将 使 积分 


2 
1= Ly) - Tu Pdr 
极 小 化 , 其 中 


38. 数 秆 分 村 


1 
2 


换言之 ,要 使 了 极 小 化 我 们 必须 选择 A; = a, Bi = 有 ,1 的 要 小 值 可 以 表示 为 


MT 
Tu = Ao + DCALcoskt + Brsinks). 
点 = 


在 对 y(z) 作 了 十 分 回 的 假设 下 出 现 平均 收 合 . 这 意味 着 , 当 M 趋 于 无 穷 时 Jun 的 极限 为 


应 用 


在 数值 分 标 中 三 角 函 数 有 逼近 的 两 个 主要 应 用 是 : 

1, 数据 平滑 .由 于 通过 截断 可 以 这 样 方便 地 得 到 最 小 二 乘 通 近 , 这 个 应 用 看 来 是 自然 的 ， 
最 小 二 乘 原理 平滑 的 效果 类 似 于 在 多 项 式 情况 下 观察 到 的 那 祥 ， 

2. 近似 微分 .同样 在 这 里 , 的 约 可 见 背 景 中 的 三 角 郑 数 和 的 最 小 二 乘 外 观 有 时 应 用 一 个 
诸如 


yz) 十 -2 -2 -yz-D+yz+rD+2y(z+2)] 
的 公式 , 它 是 由 前 面 的 最 小 二 乘 抛 物 线 导 出 的 , 其 结果 通过 三 角 范 数 和 可 得 到 进一步 
的 平 清 .必须 记 住 ,这 从 平滑 的 危险 性 , 它 会 抹 掉 目标 函数 的 基本 性 质 . 
复数 形式 
前 面 所 有 的 一 切 痢 可 以 表示 为 复数 的 形式 ,三 朋 和 变 成 
其 中 为 虚数 的 单位 , 因为 有 Euler 公式 


ir 


ea 二 COST + 1 ST, 


i 
， - 局 ， ,。 ， 
它 等 价 于 7 + 2 (Qscosix + bsinjz )， 
全 


其 中 =ete J p=ilc ce-): 
系数 a OF, 可 以 是 实数 也 可 以 是 复数 . Fourier 级 数 变 成 
fxX) = 2 heer. 
具有 Fourier 系数 
1 2 air 
f= 去 | fl edzr, 
有 了 限 和 
Nl 
fi = Nf ra)e 
其 中 ,=2rn/N 对 n=0 到 NN-14, 它 是 下 的 一 个 时 显 的 通 近 ,也 是 在 数据 点 x, 处 插值 f(x) 
的 三 角 函 数 和 中 适当 的 系数 ， 
yr) 一 之 廊 eg， 
fr 从 根本 上 来 说 就 是 被 称 作 离散 Fourier 变换 的 元 素 . 给 定 一 个 具有 分 量 wo 到 zw_1 问 直 V， 
V 的 敲 散 Fourier 变换 可 以 宕 义 为 具有 分 量 


TT 村 
of = 2 wa 


下 = 省 


的 向 量 V1, 对 y=0 到 j=N--1 而 ws 为 1 的 N 次 根 . 
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一 mi 
mw = 上 nif 


这 些 不 同 的 关系 式 将 在 题解 中 得 到 考察 . 
它 意 味 者 通过 使 用 离散 变换 来 计算 Fourier 系数 广 的 近似 值 是 可 能 的 , 快速 Fourier 变换 
(FFT) 使 这 种 计算 变 得 有 效 甚 至 当 N 值 很 大 时 ,这 些 系数 在 许多 应 用 中 都 是 重要 的 .由 于 它 


们 给 出 在 一 个 复 于 期 过 程 中 分 基 项 的 相对 分 量 . 


题 解 
以 配置 产生 的 三 角 画 数 和 
24,1 ”证 明正 交 条 性 当 j+ 上 各 NN 时 


| 0, 车 站 了 上 或 i = 上 = 0， 


Ssin i sin Tkx = 
ft N+l N+1 (N +1)/2， 若 i = 大 天 0 


win 2 ， | 24 1 -0 
之 人 5 N+ OsSN+l . 


半 吝 由 
I 
和 
站 


> 2x 2 
, ™ 
ees N+ cos 机 二 1 7 = (NN + 1)/2, 
N+1, 
证 贱 它 的 证 明 可 以 通过 初等 三 角 . 作 为 例证 ， 


.28 .2 1 
sin i sin rik | es os REC ~ KY ~ eo a +k)z | 


皇 个 余弦 函数 和 为 零 , 出 于 所 包 售 的 角 对 称 地 分 布 在 0 与 2r 之 问 ,而 j = 《0 除外 ,在 这 种 情况 下 
第 一 个 余弦 丽 数 和 为 (N + 1)/2, 妆 两 个 可 用 类 似 的 模式 加 以 证 明 . 
24.2 ”关于 奇数 个 自 变量 x =0,1,…, N =2L 上 的 配置 三 角 函 数 和 可 以 取 作 
上 
方 ao+ >» 
利用 题 24.1 来 决定 系数 ak 及 折 ， 
解 5 为 了 竺 到 o 我 们 将 y(7) 乘 以 cos 3 了 和 7 并 求 和 ,我 们 得 到 


2 .2x | 
atcos IJ + 1** 十 Basin 37 + 1 ， 


, 2 
全 = 3 re ai i 1 = 0,1,.…,L. 
由 于 右 侧 所 有 其 他 项 均 为 零 .在 y(tx) 中 的 1/2 因子 使 该 结果 对 ;=0 也 成 立 . 为 了 得 到 名 我 们 将 


y(z) 乘 以 sm 于 Ti 并 求 和 ,得 到 


5 = sin j= 1,2,,L. 
央 此 只 有 一 个 这 种 表达 式 可 以 表示 一 个 给 定 的 函数 y{z)], 系数 由 yl7x) 在 x 一 0,1,…,2L 处 的 值 惟 
-地 确定 ,注意 这 个 函数 将 以 N + 1 作为 周期 . 
24.3 证明 用 题 24.2 的 系数 , 当 z=0,1,…,2L 时 三 角 和 箭 等 于 y(z), 这 将 证 明 在 这 些 点 


上 配置 y(xz) 的 这 种 类 型 的 和 惟一 存在 . 
证 上 旺 暂时 称 这 个 和 为 T(z), 并 令 .r' 为 2L +1 变 量 中 的 一 个 ,将 系数 代入 我 们 的 公式 导出 


[ 
和 - 了 2 2x 于 
[+ le br 
2 网 
+ sin37 + kr sn 了 Te | 


2 扶 
-51 二 + Do 外 
其 中 求 和 记号 被 交换 过 .现在 最 后 -… 个 和 写成 
工 


L 
_ 2 寺 1 _ 
TT Hit = 2 2 cos 37 kt ”) 
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因为 余弦 孙 数 的 对 称 性 质 这 是 可 能 的 
{2L +1— -k(tr—r*). 


27 : 

cas 了 TRY oo 3 1 
将 训 = 人 0 项 填 入 ,现在 我 们 得 到 

TCOxr’ ) = Des Fit ptr -x )| 


方 括 导 中 的 项 , 当 它 变 成 2L + 1 时 由 于 正 交 性 条件 为 零 ,除非 += 工 ' .因此 T(z")y{x") 它 就 


是 要 证 明 的 . 
24.4 ”假设 已 知 (zy 的 周期 为 3, 寻找 一 个 三 角 和 , 它 包 含 了 下 面 的 数据 点 ,并 用 它 来 插值 


中 二 及 直到 | 


解 EEF 使 用 题 24.2 的 公式 ,我 们 得 到 


对 自 变 基 x 为 偶数 个 的 (N + 1=2L) 其 配置 和 为 
Ll; ， 
ytx) = Fa 十 > ECOS 了 kx + Desin Tz | 十 六 arcosmz， 


NN .通过 - -个 与 题 24.1 及 题 24.2 几乎 相同 的 论点 得 到 系数 为 


24.5 


解 ”是 具有 配置 点 工 =0,1,…， 
325-1 


dy 二 ve) Li 7 = 0,1,.…,1., 


25-i 
办 一 -TA sm Ti 7=1,:"L 1. 
孟 数 y(z) 还 是 看 作 具 有 N+ 1 的 周期 .将 这 些 公式 应 用 于 下 面 的 数据 ,然后 计算 yt) 的 被 大 值 . 


1 1 1 
1) = Pi 


我 们 得 到 L =2 于 是 a0= 广 (2) =1,a1= px 


方 .因此 三 角 函 数 和 是 
yr = > - Loos Trt + dam Frr. 


接着 由 标准 过 程 得 到 y(z) 的 极 大 值 为 
,| 引 - 


用 最 小 二 乘 方 求 三 角 泥 数 和 , 离散 数据 


24.6 ”决定 系数 A 与 Bi 使 平方 和 
= Ntc) -Ta(r) = 家 小 ， 


2=0 
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其 中 T,, (zx) 为 三 角 函 数 和 


、 27 2 
T(x) = 方 4 十 Ai 上 + T&r 十 Bisin 7 二 二 kz|， 
而 闫 所 了 工 ， 
解 BF 由 于 题 24.3 我 们 有 


二 2 
3 一 2 Q0 二 Desa 1 kr + basin 77 ik}. 


它们 的 莽 为 


1 - 2r 
xy- Too = Foo- a0) + DL - ayem5P ia 


2 2 2r 
b, 一 再 Jsin kr 三 Rr + kr |. 
tb Brlsin 3 +1 I tcos 3 +1 sin 7 +1 ] 
将 它 平 方 , 理 对 自 变量 rz 求 和 , 并 使用 正 交 条 件 便 得 
ZJ + 1 
4 


21. 
S= Yi[y(r)- Tafz)]2 - (ao — An): 


MM 工 
+ Vr, — A + (hb: — Br)’] + YCat + bi), 


2 如 二 = + 
只 有 头 两 项 依赖 于 ay 及 Bi, 并 由 于 这 些 项 均 为 非 货 的 , 梯 小 值 总 可 能 以 一 种 方法 实现 , 即 令 这 些 项 
为 零 . 因 此 对 极 小 而 言 ,有 
A = Aaps B= bb. 
并 且 我 们 得 到 重要 的 铺 果 ,即将 配置 和 T(zr) 在 上 = M 处 截断 产生 最 小 二 若 方 三 角 消 数 和 Tw( x). 
{这 实际 上 是 在 题 21,8 所 得 到 的 一 般 结 果 的 另 :种 特殊 情 砚 . ) 我 们 还 得 到 


工 
Sn = 和 十 > (Cat + b2). 


2 


从 “个儿 乎 完全 一 样 的 计算 证 明 
_2L+1 二 1 ,2 二 1 二 
> [sw(z)]2 = Sr < 1 Dai + bt). 


[| 


它 还 可 以 吉成 


= ,= Pi -和 2 + 53) 
的 形式 当 M 增加 时 这 个 和 征 定 地 减少 , 当 民 = 上 时 达到 稚 , 从 那 时 起 最 小 二 屁 广 与 配置 和 全 等 
对 偶数 个 自 变 最 的 情况 -个 多 少 有 点 类 似 的 结果 成 立 . 


24.7 ”应 用 古 24.6 十 题 24.4 的 数据 , 取 M =0. 
解 、GF 截断 导致 Ty(z)= 序 . 
奇 的 或 偶 的 周期 函数 
24.8 ”假设 v(z) 有 周期 P= ?27 , 即 对 所 有 的 r,y(z+P)=y(z) 成 立 , 证 明 此 时 题 24.5 中 
关于 a; 和 5 的 公式 可 以 写成 
旭 = 五 2 5 (zjeos1 人 Pi， 了 二 0,1,.,L, 
工 
b, = $y)sin 7, j= 1 一 1 
解 $F 由 于 正 芒 函 数 与 余弦 函数 也 有 周期 ,使 用 变量 rz=-0,…,2L 一 十 或 是 变量 - 工 + 1,…, 上 
并 没有 差别 , 任 河 这 种 PP 个 连 才 和 白 亚 量 的 集合 都 会 带 来 由 同 的 系数 . 
24.9 ”假设 v(x) 有 则 期 P=2L 惕 加 上 还 是 一 个 奇 函 数 , 即 y( x)= 一 y(x). 


证 明 

1- 

Dyzjsin 咎 
Ee 


i 


a = 0, 
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数值 分 析 


证 里 据 周期 性 ,y(0) = y(tP)=y(--PP) .但 是 由 二 y(x) 是 一 个 河 隙 数 , y( - PP)= -ytPP) 也 成 
立 . 这 隐 含 了 yt0) -0. 以 同样 的 方法 我 们 得 到 y(tL)=y(- 工 )= ”y(tL)=0. 于 是 在 关于 a, 的 和 
中 ,每 一 个 在 正 x 外 的 保留 项 与 它 的 在 负 x 处 的 对 子 相 的 消 , 因此 斯 有 的 a, 丝 为 零 ,在 有 关 5 节 利 
中 ,甘于 x 的 项 与 关于 ~ z 的 项 是 时 等 的 ,所 以 我 们 在 正 的 x 上 取 和 的 二 倍 来 得 到 上 &. 


24.10 ”对 题 24.5 中 的 画 数 找 吕 一 个 二 角 国 数 和 , 假设 它 延 析 到 一 个 周期 为 P=56 的 奇 晴 数 . 
解 8 据 前 题 所 有 oj = 小 并 且 由 于 工 =3, 得 到 


2 { sn 至 + sm 经] 2 
1 3lsns +sn’ = 广 ， 


2 . 2n . dn 
由 一 于 | mm 3 5 3 ) = 全. 
从 而 使 T{x) = (2AA3)sin(rrA3)， 
24.11 车 ylx) 有 周期 P=2L 而 且 是 个 偶 浅 数 , 即 yt - z)=y(x), 证 明 此 时 题 24.8 的 公 
式 变 为 


工 
2T . 
a 之 [ y(0) + y{L)cosin] 十 4 yy(yjcos ,j=0,1,,L, 
Pr PA P 


b=0. 
证 8 公式 中 关于 + 工 的 项 成 对 地 抵消 ,在 a 公式 中 关于 x=0 及 z= 上 的 项 可 以 像 上 区 屠 
样 加 以 分 开 , 在 这 之 后 剩 下 的 项 对 + 上 x 成 为 号 配 的 叉子， 

24.12 “寻找 关于 题 24.5 的 一 个 T(z) 假 设 它 延 拓 到 一 个 周期 为 6 的 偶 函 数 ( 通 过 三 角 沙 数 
和 它 将 造成 该 数据 的 三 个 表达 式 , 只 是 形式 不 同 .参看 题 24.5 及 24.10) 


解 ee 所 有 的 都 将 为 零 ,而 取 了 = 3 时 我 们 得 到 an= 3 ,al=0,az= $0 0 使 得 了 (x}= 


2 [1- e082re). 


连续 数据 , Fourier 级 数 


24.13 ”证 明正 交 条 性 
0， 若 j 了 关卡 ， 


2 

in jt sin 天 d= | 
[sin jt sin 和 x 车) = 让 关 0. 
2r 
| sinjs cos ht dt = 0. 
0 


， 0， 若 j 了 半角 ， 
| cosi cos kt dt = E 车 ;= 大兴 0 
2r， 车 /| = 上 =10. 
其 中 j=0,1,… 直 至 无 穷 ， 
证 5 证 明 用 的 都 是 初等 微 积分 .例如 
sin jt mn Rt = 二 [east 一 此 )8 — costj + k)t]. 
由 于 积分 区 间 是 余弦 的 - -不 周期 ,因而 每 个 余弦 积分 为 零 , 当 j= R 夭 0 除外 ,在 这 种 情况 下 第 一 个 
积分 变 成 二 (2r). 另外 二 部 分 可 以 用 美 似 的 方式 进行 证 明 ， 


24.14 导出 Fourier 级 数 


y(#) = 六 aa + > (Carcosht + Psin kt) 
kl 


] 2 . 1 2 同和 
«= |, y(t)cos jt di, B= | y(t)sin jt dr, 
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24.15 


24.16€ 


24.17 


它们 被 称 为 Fourier 系数 . 尘 实 上 在 正 交 函数 的 和 或 者 级 数 中 这 类 系数 通常 称 为 
Fourier 系数 . 


解 EE 证 明 按 -… 条 熟悉 的 途径 ,以 cos 产 乘 y(1) 并 在 整个 区 间 (0, 2s) 上 积分 , 右边 所 有 各 项 除 
-项 外 均 为 零 ,于 是 就 出 现 关于 a 的 公式 .在 ao 项 前 的 因子 过 使 该 结果 对 j=0 也 成 立 .为 了 得 到 

及 我 们 以 sm 产科 y(1) 并 积分 .这 里 我 们 作 了 级 数 收 化 于 y(:) 以 及 逐次 积分 成 立 的 假设 , 它 在 关 

于 yt) 光滑 性 的 十 分 弱 的 假设 下 , 接 Fourier 级 数 的 理论 被 证 明 的 ,明显 地 , y(1) 肯 定 也 有 周期 27. 

求 得 美 十 y(t) = | 一 x 筷 1 和 x 的 Fourier 级 数 . 

解 #5 令 y(1) 被 延 拓 为 一 个 周期 为 2x 的 偶 函 数 .( 参 看 图 24.1 中 的 实 线 ). 在 我 们 的 系数 公式 

中 积分 限 可 以 移 至 ( - rr), 我 们 发 现 所 有 房 =0. 同 样 ao=mi 而 对 于 了 > 


卫 人 , 2tcos jim.— 1 
二 有 cos 并 dz = a? 


gos 31 tos 3 
3 + 5 


+ 


图 24.1 图 24.2 


求 得 关于 y(1) = :~ x<<1 之 x 的 Forier 级 数 . 
解 和 我 们 将 xD 中 延 拓 到 -一 个 具有 周期 2x 的 奇 函 数 .( 和 参看 图 24.2). 再 一 次 将 积分 限 移 至 
{ -mr) 我们 得 到 所 有 m = 四 也 及 


n 了 
局 = 二 | snj di = -DD . 


了 


因此 


， simn2rf Sn3t snd: 
y= 2 snt +t 


注意 题 24.15 的 余弦 级 数 比 正弦 级 数 收 化 更 快 .这 与 y(1) 在 那 题 中 是 连续 的 而 在 本 题 中 不 是 的 有 
关 ,y(1) 喜 光滑 收 化 就 越 快 ,还 注意 到 在 不 连续 的 点 上 我 们 的 正 莎 级 收 雍 于 零 , 它 是 y(1) 的 左 , 右 
极 恒 (x 及 一 7x) 的 平均 . 

, t(x-t), 0S, ， 
寻找 关于 y(z)= ix eo Fourier 级 数 . 
解 ”& 将 该 西数 延 拓 成 一 个 周期 汶 2x 的 奇 
函数 ,我们 将 结果 展示 在 图 24.3 中 ,注意 到 这 
个 函数 没有 角 点 ,在 :=0 处 它 的 左 导数 与 右 导 
数 均 为 mw, 而 yf) 及 y《( 一 x) 则 均 为 -x 因而 
即 司 是 让 打 的 周期 函数 都 没有 角 点 .这 个 额外 
的 平滑 化 会 反 帅 在 Fourier 系数 上 ,使 用 积分 限 
(一 x, "我 们 再 一 次 得 到 所 有 a, = 人 0, 以 及 


8B 2 J — tsinjt dr 


= xo 


二 | rr-2t . 
= cosjt dt 
T-0 4 


3 sin d= 各 = 学 训 . 图 24.3 


mo 


.264 。 
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24.18 


24.19 


因而 这 个 级 数 是 


_ BI|. sin 3 sin 5 ' 
vr) = S|sins+ 3 十 53 + 


系数 如 负 3 次 方 似 地 减少 , 它 造 成 了 十 分 满意 的 收 化 .两 数 的 额外 的 半 滑 化 证 明 为 有 用 的 . 
证 明 对 于 Bernoulli 函数 
F(xr) = B,(zx), DO<zr<l1, F(tr-m)= F,(r). m 为 整数 

BC) 为 一 个 Bernoulli 多 项 式 , 当 # 为 偶数 时 Fourier 级 数 为 

Fe) = Dn ear | DD 
当 为 奇数 时 Fourier 级 数 为 

， 2 si 

Fl) = Do en 辣 站 
这 个 结果 曾 在 和 与 级 数 这 一 童 的 题 17.28 中 用 过 . 
证 0 由 于 Bi(z)= z 六 ,关于 Fi(z) 的 级 数 可 以 从 系数 公式 直接 求 得 , 它 为 
1Lfsm2xz , sin drx ， sn nr ， .| 


F(z} =- 一 人 1 2 3 


T 


通过 积分 ,并 回忆 
Bx) = nB,.1(x), | BC)dz = 0， 当 六 >D 


我 们 立即 得 到 
21 | eos 2FY cos drnx cos On | 
Falr) ~ | 1 1 2 
接 下 来 的 积分 使 
_ 2. 3!|sin2 in 4 iin Sn 
F(z) = | + hr + 2 了 | 


可 以 用 一 个 归纳 法 来 完成 一 个 形式 上 的 证 明 ,在 这 里 知道 对 一 个 Fouricr 级 数 冰 项 积分 通常 会 产生 
被 积分 函数 的 Fourier 级 数 是 有 好 处 的 . 类似 的 孜 述 对 微分 米 说 一 般 不 成 立 . 关于 网 节 可 参看 
Fourier 级 数 的 理论 处 理 . 

题 24.5, 或 是 题 24.2 的 配置 系数 与 题 24.14 的 Fourier 系数 有 何 关系 ? 


解 ”ge 本 有 许多 方法 可 用 来 作 这 个 比较 ,最 有 兴趣 的 是 注意 到 在 题 24.5 中 的 那个 , 假设 (7 ) 有 
周期 P=2L ,我 们 可 以 将 ww 改写 为 


3- 
ji = 工 [ 寺 yo 十 本 >(27) + Dylan]. 
而 这 就 是 逼近 于 Fourier 系数 的 梯形 法 则 


1 2 1 2L 开 
| ylt)eos jdt = a y(t)oos THT dr 


类 似 结 果 对 5, 以 及 对 是 24.2 中 的 系数 也 成 立 .由 于 当 工 变 成 无 穷 时 梯形 公式 收 伍 于 积分 ,我 
们 发 现 配 置 系数 收 钱 到 Fourier 系数 (这 里 为 了 方便 起 见 我 们 可 以 将 周期 固定 为 2r). 对 Chebyshev 


多 项 式 的 有 关 类 推 可 以 参看 题 21.53 到 题 21.55. 


最 小 二 乘 方 ,连续 数据 
24.20 “决定 系数 A, 及 Bi 使 积分 


27x 
I = | [yi =- Tut) dr 
他 


MM 

为 极 小 ,其 中 Tuz(t) = 六 A + SY CApcos ht + Bisin kr ). 
£1 

解 池 多少 有 点 像 题 24.6 中 那样 ,我 们 首先 求 得 


yt) 一 TD = 去 (au 一 各 0] 十 [fm 一 AA jc 如 二 《所 一 号 ]sin | 
=| 


种 一 十 四 章 三 角 遇 近 “265 - 


+ 了 全 (ahcos he + Bsin kr}, 


是 = Je 


然后 将 它 平方 , 再 积分 , 并 用 正 交 条 件 来 得 到 
对 a 
了 = 六 (ao AY+ "O(a (和 + 2 + 舱 )， 
对 于 … 伞 极 小 值 我 们 选 所 有 A 一 a, Bi 一 岛 ,因而 
Tn = xR (+ 殿 )， 
RM 
又 一 次 我 们 得 到 重要 结果 , Fourier 级 数 在 &= M 处 的 截断 产生 最 小 二 小 方 和 Tw(i1).( 它 又 一 次 地 
是 是 21.8 的 :个 特殊 情况 ,) 航 小 积分 可 以 改写 成 
2 忆 
Tine = |， Eyfz)]2de 二 ro 一 "oo + 2), 
当 M 增加 时 , 它 减 小 ,市 它 在 Fourier 奴 数 的 理论 中 被 证 明 当 M 变 成 无 穷 时 1, 趋 于 零 .这 被 称 为 
平均 收敛 . 
24.21 对 题 24.15 中 的 函数 寻找 最 小 二 乘 方 和 , 取 M =1， 
解 8 截断 带 来 Ti(z) =x/2 一 (4/x}cos +. 这 个 函数 在 图 24-! 中 以 实 线 标 出 ,注意 它 磨 光 了 
y(tz) 的 角 . 


惜 助 Fourier 分 析 的 平滑 化 


24,22 ”Fourier 分 析 方 法 采光 数据 的 基础 是 什么 ? 
解 ”9 要 如 我 们 想象 给 定 的 数值 数据 是 由 函数 药 真 值 带 有 和 迭 加 的 随机 误 盖 , 真 函 数 相 对 地 光 消 


而 选 加 上 去 的 误差 十 分 不 光滑 ,然后 在 题 24.15 到 24.17 的 例子 提示 了 一 和 神 将 函数 部 分 地 从 误差 
中 分 开 的 方法 .由 于 真 函数 是 光 请 的 , 它 的 Fourier 系数 将 快速 地 减少 .但 是 误差 的 不 光滑 性 提示 了 
它 的 Fourier 系数 可 能 减少 得 十 分 慢 , 假如 果真 如 此 .因此 ,超过 某 一 个 地 方 ,这 综合 的 级 数 几乎 完 
全 由 满 差 组 成 .假如 我 们 简单 地 将 级 教 在 正确 的 地 方 加 以 截断 ,这 样 ,我 们 就 可 甩 掉 大 部 分 误差 . 在 
保留 的 项 中 当然 仍 有 误 盖 的 作用 .由 于 截断 产生 一 个 最 小 二 乘 方 关 近 ,我 们 也 可 以 把 这 个 方法 看 成 
是 最 小 二 乘 方 平 滑 . 

24,23 ”应 用 前 题 中 的 方法 于 下 面 的 数据 : 


工 0 ] 2 3 4 3 € 7 8 9 10 
y 0 4.3 B.S 10.5 16.0 19.0 21.1 24.9 259 26.3 27.8 
ky 11 12 13 14 15 1€ 17 18 19 20 


解 7 人民 如 函数 在 二 个 端点 处 为 真正 的 零 ,我 们 可 以 假设 它 被 延 拓 到 一 个 周期 为 P = 40 的 奇 函 
数 .这 样 的 一 个 函数 甚至 有 连续 的 一 阶 导数 , 它 有 助 于 加 速 Fourier 级 数 的 收敛 ,使 用 题 24.9 的 公 
式 ,我 们 现在 来 计算 已， 


30.04 —3.58 1.35 -0.13 -0.14 -0.43 


数值 盆 配 


了 | 13 胸 13 14 15 Ls 17 18 1 20 


na20 -0.12 -0.3%6 -0.18 -0.05 -0.37 0.27 


它 快 速 地 减少 是 明显 的 ,我 们 可 以 把 击 有 远 十 头 三 项 或 四 项 的 乌 看 作 大 部 分 基 谋 差 的 作用 . 展 如 
使 用 了 四 项 ,我 们 得 到 三 角 范 数 和 
Sx 


T(r) = 30.04sin 0 - 3 .58sin 全 + 1.35sins20 . 0 .13sin Sr. 


该 和 的 值 可 以 与 原始 数据 进行 比较 ,它们 是 y(z)= xz(400 一 x7)/100 受到 入 为 地 引进 的 随机 误差 
污染 的 实际 所 得 的 值 (参看 表 24.1). 给 定数 值 的 RMS 误差 为 1.06, 而 平滑 过 的 数据 其 RMS 眶 差 


为 0.80. 
表 24.1 

工 给 定 的 准确 的 | 麻 光 的 ES 妾 定 的 准确 的 腐 光 的 
1 1 4.3 二 由 4.1 11 30.0 30.7 39 .5 
2 8.5 7.9 8.1 12 30.4 30.7 29.8 
3 10.5 11.7 11.9 13 294.6 30.0 29 .3 
4 16.0 15.6 15.5 14 26.8 28.6 3 
5 19.0 18.7 18.6 15 25.7 26.2 25.8 
6 21,1 22.7 21.4 16 21.8 和 .0 22.4 
7 24.9 24.6 23,8 17 18.4 18.9 18.0 
8 25.9 26.9 25,8 18 12.7 13.7 12.6 
9 26.3 28.7 27.4 i9 7.1 7.4 6.5 
10 27.8 30.0 28.7 20 


24.24 ”在 同样 给 定 的 数据 的 基础 上 逼近 前 题 中 函数 的 导数 y(z)= (400~3x*}/100， 
解 4 和 首先 我 们 将 应 用 公式 
y (I) As 车- Zylx 一 2) -人 一 1)+ ytr+1)”+ 23(f{ 工 十 2)] 


它 是 前 面 由 关于 5 个 自 变量 -2,-…x+2 的 最 小 二 乘 抛物 线 导 出 的 ,对 4 个 问 点 自 变 量 可 用 类 
似 的 公式 ,其 结果 形成 表 24.2 的 第 二 列 ,使 用 这 个 遇 部 最 小 二 乘 抛物 线 已 经 相当 于 对 原始 数据 r， 
y 的 局 部 平滑 , 我 们 现在 尝试 进 一 步 地 以 Founer 方法 进行 全 局 平 福 , 由 于 者 函数 的 导数 是 偶 函 数 ， 
题 24.11 的 公式 是 适当 的 . 


19 
， ， 。 1 , - 
[y (0) + y (20)cos jr] + 1927 {x}cos 襄 开 ， 


工 二 


上 
S20 
这 些 系数 可 以 计算 为 ; 


这 个 严重 的 下 降 仍 是 值得 注意 的 .忽略 掉 所 有 超过 j=4 的 项 ， 我 们 得 到 


尝 译注 : 诛 书 此 处 为 1 —1), 


第 二 十 四 章 三 角 近 过 


人 zz Zr 3 dnz 
ylry 4 .81ceos 20 1 .03com 20 + 0.71coe 20 — 0 .QSros 20 


对 x =0,…,20 计算 这 个 公式 便 产 生 表 24.2 中 的 第 二 列 ,最 后 一列 给 出 准确 值 .第 二 列 中 的 RMS 
误 辣 ,在 以 最 小 二 乘 抛 物 线 进行 局 章平 滞后 为 0.54, 而 在 附加 的 Fourier 平 清 后 所 得 第 三 列 中 的 
RMS 误差 为 0.39， 


I 局 部 Fourier 准确 Founer 准确 
0 3.3 : 4.4 .0 1 1.1 .5 D4 
1 4.1 4.4 4.0 12 一 心 ,1 -0.1 一 个 .3 
2 3.8 4.1 3.9 13 一 1 .2 -0.9 -1.1 
3 : 3.7 3.8 3.7 | 14 —2.2 —1.8 -1.9 


复数 形式 
24.25 。” 当 ;与 上 为 整数 时 ,对 汞 数 eY,e 证 明 以 下 的 正 交 性 质 , 上 面 的 一 模 表 示 复 共 思 . 


2x 一 一 0， 天 入 本 
a 
0 2r， 若 训 二 ji. 


证 和 证 明 是 初等 的 ,该 积分 当 8 关 i 时 立刻 还 原 为 


ar 


ena 一 ee- je , 
但 是 它 在 上 下 限 处 均等 于 1, 因 此 为 零 , 当 上 =j, 上 面 的 左 加 明显 地 为 2". 
24,26 导出 复数 形式 的 Fourier 系数 公式 . 


解 上 证 明 取 一 个 熟悉 的 途径 .Fourier 级 数 为 


fixr) = D> fe 
乘 以 e 鼎 并 积分 恒 得 到 
人 rz)eear = py freer dz 


面 且 由 于 有 边 所 有 的 项 除 j = 项 外 上 均 因 正 交 性 而 为 零 , 便 得 所 要 的 结果 . 


1 2 、 ， 
天 = 去 |， flxje dr 


24.27 ”证 明 函 数 ew,,e* 在 下 面 意 义 下 为 正 交 ,如 
如 |N， 荐 h = 
4， iT 一 
Dm) 


为 一 跨 


如 前 ,这 里 x, = 2xn/N. 
证 时 我 们 将 得 到 一 个 以 > = et im 为 公 缠 的 几何 各， 


数值 分 析 


BN-l -1 
> er pt 二 27* clk- Jr 一 一 nroti 十 Fr 十 ri +: ry). 
当 j= 上 时 我 们 有 r=1 而 该 和 就 是 六 .在 其 他 的 情况 下 , 可 以 熟悉 的 公式 求 得 该 军 的 和 为 (1 - 六 
人- 但 局 就 是 er 人. 它 等 于 1, 使 分 子 为 零 因而 确立 正 交 性 ， 
34. 各” 证 骨 若 =27+1 则 三 角 畏 数 和 
t 
了 二 em 
了 二 一 上 
必定 有 系数 4 =/* ,假如 它 是 用 来 配置 在 点 ro = 2xn/N 处 的 六 z) 的 话 ， 
证 B35 假 设 配置 存在 , 乘 以 es 再 加 起 来 
>, ea 一 Be HE Ya, 已 一 Dad; en er 


4= FE t= 


未 是 这 样 , 右 出 的 所 有 项 除 -一 项 j= 外 为 零 , 因 而 我 们 有 
Spee = dN)= FN 
24.29 系数/ 与 离散 Fourier 变换 有 什么 关系 ? 
解 0 令 V 为 具有 分 基 六 co 了 (zw .1) 的 向 量 , 当 N=21+1 时 , 它 使 VV 为 (21+1) 维 的 ， 


正 像 三 角 瑚 数 和 和 Sr ew 系数 六 向 量 的 维 数 . 
其 中 


一 1 


je 


N < 
当 j= 一 了 到 j=i, 和 将 它 与 
-1 


wi = 24 oo = = Ss, Je or 
相 比 ,其 中 zx，=2xa/N 县 j= 0 到 j=N1. 崭 合 是 显著 的 . 我 们 确 有 一 问题 : 即 成 立 的 范围 并 不 偶 
合 ,但 是 我 们 可 以 推导 在 何 处 范围 相 重 , 从 j= 到 j= ,站 

v= Ni j= 0 
现在 我 们 著 察 
vn = Sf)e ‘Ur = Sf, 

当 j+NN=0.…,N-1 或 j= i 一 和 N,。 风 - -次 我 们 有 一 个 吻合 ,这 次 是 当 j = -1 到 )= - /上 时 

vy = NA, = 
不 管 LN 的 这 个 因子 ,分 基 wf 确 与 系数 f 现 合 ,虽然 以 一 种 略微 混乱 一 些 的 原 序 .wy 取 它们 的 
自然 顺序 从 吕 到 地 ,容易 证 明 三 角 责 数 和 系数 的 顺序 为 

有 1 
24.30 ”对 简单 的 例子 VY=(1,0,~1) 

解 # 这 里 N=3 而 1=1, 将 前 逢 的 细节 通盘 执行 一 次 ， 


2 2 
= Sr)e ts = DF(ra)o = 1- wi, 
n= 作 m = 候 
这 使 得 35 二 1 一 3， 3710 =0, 3 站 =1- 3, 于 是 我 们 直接 地 得 到 三 个 系数 .转向 变换 ， 


2 
三 Df a =1- A , 


n 0 


我 们 得 到 
vi “0, vi = 1 wi, v= 1 a. 
在 着 24.29 中 发 现 的 对 应 被 确认 . 
24.31 ”在 快速 Fourier 变换 背后 的 中 心思 想 是 什么 ? 


解 EF 当 NN 是 整数 的 衫 积 , 数 fy 证 明 为 紧密 地 互相 依 末 的 .这 种 互相 起 赖 性 可 以 被 利用 来 大 
大 地 了 减少 生成 这 些 数 所 需 的 计算 重 . 


第 二 十 四 章 二 角道 近 


“269 " 


24.32 


24.33 


24.34 


对 最 简单 的 情况 , 当 N 为 一 个 整数 六 及 1, 的 敢 积 时 ,推广 FFT. 
解 FE 令 j= 站 ++i 用 HH 二 nyt 1281. 然 后 对 j,i=0 独 旭 -1 和 jo,n2= 和 到 419 一 1,j 与 x 
均 按 他 们 所 要 求 的 范围 从 0 到 NT 执行 .现在 
nn = ws, 
由 于 11;= NN 放 且 wN=1. 这 个 变换 可 以 改写 为 一 个 双重 种 


ty -tl 


了 1 EE | 
t= va 2 Www? 2 2, 


9 Dn < 由 
它 也 可 以 安排 成 一 个 两 - 步 的 算法 
5 


1 i 
Flty, na) 一 Dod"!, 


ni 


Ta 一 由 


假如 使 用 了 题 24.32 的 FFT, 试问 在 计算 效益 中 的 获 利 是 什么 ”换言之 快速 Fourier 
变换 真有 那么 快 吗 ? 

解 EP 计算 FF 要 进行 1 项 ,计算 Fs 项 有 13 项 . 冲 共 是 4+to 项 .对 每 个 (j1,#42) 及 ( 记 1,j2) 对 ， 
或 者 说 N 对 都 必须 这 么 做 ,因此 最 终 要 进行 Nt + 1,) 项 的 计算 ,交换 最 初 的 形式 为 


-1 

T ， ai attlians 

vo = Faljsj2) = DF, nna’ a2 
加 


-1 

了 一. A 

w= DD va, 
nm- 


对 每 个 ; 要 进行 N 项 .总 计 为 N? 项 , 假 媳 按 这 个 标准 来 度 语 , 效率 的 收益 因而 为 
| 十 ta 
™N El 
严重 地 依 下 N 对 - -个 小 的 数据 集合 , 辟 如 说 N = 12= 3 x 4, FFT 所 涡 的 计算 时 间 为 直接 处 理 的 
十" 这 简 站 没有 多 上 大写 文 然 而 它 指 明 的 却 是 事物 的 走光 


对 下 面 的 向 量 执行 题 24.32 的 FFT; 


解 “E 这 是 -个 小 尺度 的 问题 , V6, 穿 易 看 到 它 的 细节 ,这 里 N = 三 ta=2x3, 所 以 我 们 首先 
从 
1 
Flyi, ra) = Dw n 二 2+ ny 
mn 
求 Fi, 取 w= ws, 它们 证 明 如 下 ; 
F(t0,0) 二 VT D4 二 0, Fit1,0 = vn— v= 0, 
Fi{0,1) = UT Ed 一 0, Fit1,1) 二 人 1 一 二 2， 
Fi(0,2) = Vit vs = D, Fi(l,2) = T2 vs = 了， 


接着 


ow = Paljlsj2) = 5 PG no, 
"2 
由 于 j= 六 +2i4 导 出 ， 
wh = Fi00 = vot ot wt vt vat vs = 0, 
订 = Fati0) = FIO0) + Fl Dw + Fi(l2)w -28+ 2u2 = 2 31, 
wT = F301) = Fi(0,0) + Fi(0, Dw? + Fa(0.2)a = 0， 
v= El) = FI) + Fl le + F(t 2)w = 0. 


+ 270 


24.35 


24.36 


24.37 


交代 地 

vi = Ft0,2) 0， 

vw = FA(1,2) -= - 2v31, 
注意 到 在 计算 本 值 时 包 会 了 Nt 项 在 得 到 F; 时 和 包 会 广 Nes 个 项 , 总共 12+ 18= 30 项 ,直接 计算 
要 用 36 项 ,因而 确认 刚才 所 得 到 的 结果 , 还 要 注意 到 j 1 ,32 进行 的 顺序 ,在 程序 语言 中 jz 对 ji 人 ' 循 
孙 床 说 是 外 御 奸 . 


将 题 24.32 的 FET 推广 到 N = tat3 的 情况 . 
解 ”t 细节 将 提示 推广 到 还 要 更 长 些 乘积 的 方法 , 令 
1 = + it titan n= 站 3 十 fn2 + ff2n1s 
并 有 旦 性 察 在 
EM 
My 
中 的 日 个 可 能 的 等 项 , -: 个 含有 匡 积 ti1313 的 项 可 以 被 忽略 掉 , 由 于 w=1. 剩 下 的 6 个 项 可 以 在 
变换 中 作 如 下 分 蛆 ， 
与 l Le | -Ll 
Ty "= m1 
#4 其 出 现在 内 层 和 中 而 x; 不 出 现在 外 层 和 中 , 如 前 , 这 个 三 重 和 可 以 表示 成 一 个 算法 , 现在 分 成 
Fi{jl na Aa) = > wo. 
"= 
ml 
Fn》 = > Fi{jiy nz, na) wd na， 
an 
= Fijia 1) VY Fy pa naw aa 
2 
这 就 是 队 要 求 的 FFT. 
估计 假如 使 用 这 个 算法 上 所 节约 的 计算 时 间 . 
解 0 党 在 三 步 中 的 经 - - 步 二 元 组 的 数 日 ,诸如 (1, n21n3) 必 须要 进行 的 是 t11213 == 和 N .在 这 个 和 
中 我 们 发 现 项 的 数 日 依次 为 站 ,1 这 就 过 成 了 总 数 合 起 来 为 NCn + t2+ 13) 项 .该 变换 自如 所 
定义 的 那样 还 是 用 六 Nz2 项 ,所 以 FFT 的 效率 可 以 估 作 
加 十 f+ iy 
Ny " 
例如 ,N= 1000=1I0x1I0x10, 则 只 是 原来 所 需 1,000,000 项 的 白 分 之 3， 
对 输入 向 量 
以 手工 方法 执行 题 24.35 中 的 FFT 算法 . 
解 下 近 我 们 有 有 N=8=2x2x2, 司 j 一 +2j21+4j3 与 拉 na+2#2+ dni. 于 是 关 十 Fl 入 公 式 
为 


上 
网 1 11n 
Fg fan3) = 了 on， 
了 = 
1 


以 及 我 们 有 
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F(0,0,0 = To + 4 0, Fi(1,0,.0) 一 Unt wat 二 了 ， 
F001 一 e+Ta5 二 人 0， Fll01) = vl +t vswt = 人 2+21， 


FD10) = vot ve = 0 Fll,1,0) = va + vw = 2i， 


F011 = w+ v7 =0, FL vt vw = 2i- 2, 
将 mg 缩写 成 we. 注意 用 了 Nr = 8X2 项 , 接 下 来 我 们 用 


i 
Fatjls ja ny) = DFC na 3) wT a2 
[ 


来 计算 | 
FD OO = 0, Ftl,0.0) = Fi(1,0,0) + Fll,1,0)w? 一 中 
FODD = 0 Fafl,0,1) = Fi(1,0,1) + Fl ll)e: = 4+47, 
Fy(0,1,0) = 0 Folly ts0) — Fi(1,0,0) + Fi(1.1.0)w -由 
Fat01D = 0 Fld) = Fl,0 D+ Fl I) = 由 
以 及 最 后 有 
vw = Fljis1213) = DD Pitan) 
ae 
便 得 到 变换 
wh = ED000) = Fn0.0.0)7 + Fat0,0,1) = 0， 
wT = FL,00) = F100) + Fall,0,1)w - 4+4v2, 
加 = Fit0,1,0) = Ft0, DO) + Fatd,1,1)w? — 0, 
wT = F110) = Fs(1,1,0) + Fsl1,1,1)w? < 0， 
让 = Fit00,1) = Fa(0,0,0) + Fa(0,0,1)w = 0, 
wh = Fat10.1 = Fl,0,0) + Fatl0,1)os = 4- 4v2， 
vw = Fat011) = Fi(0,1,0) + Fa(0,1,1)e = 0, 
w= FL 1) = Fl LD) + Fl, 1)w 0. 


进行 了 总 和 为 N{1) + rf +13) = 48 项 的 运算 从 , N?=64 中 只 有 少量 的 节约 ,其 原因 基 癌 题 是 小 尺 
度 的 . 
24.38 ” 道 离 散 变 换 可 以 定义 为 


1 站 1 站 1 

-< 了 -了 上 所 1 -上 厂 上 RT 

Hk 一 NA 一 N A Hs 
1 14= 


通过 插入 zx = vw! 来 证 明 这 个 定义 确 给 出 一 个 逆 关 系 并 发 现 它 就 是 “= vs 也 就 是 
说 再.… 次 获得 原始 向 坛 的 分 量 . 
和 解 上 本 首先 我 们 利用 关系 式 


tr =e ur, 
情 题 24.31 的 铺 果 加 以 改写 ,对 区 间 (0, N 一 1) 中 的 j, 来 得 到 
| _ iN, 车 = j， 
和 0， 阁 让 
或 许 是 有 用 的 .现在 
1 Nm- _ ™-l -1 _ 1 Yl w-l AD 
让 Dw 此 -ND NO 1 


最 后 的 和 为 零 ,除非 将 x 取 必 .我 们 立 得 所 期 望 的 内、 
24.39 ” 求 题 24.37 中 获得 的 变换 的 闭 变 换 . 
解 ” 可 以 使 用 FFT, 然 而 考虑 到 分 量 大 量 为 0, 这 是 个 直接 进行 的 好 机 会 


， 
8aTT = Dholw t= (4+ 4/2)w + {4-4/2)w 
1=0 


= 8{1+ 1:), ui =1+i= yy, 


-了 - 工 一 
— $87, 下 了 -1 = Ua 


余下 的 分 其 何以 仿照 题 24.63 那样 加 以 证 明 ， 


补 充 题 
24, 利 ”应 用 题 24,2 的 方法 于 下 面 的 数据 ， 
rc 性 1 2 3 4 
Y | 0 1 2 1 0 
24.41 ”导出 种 24.5 的 系数 公式 . 
24,42 应 用 题 24.5 的 方法 上 下 面 的 数据 ， 
工 口 1 2 3 4 5 
J 0 i 2 2 1 0 


24.43 ”使 用 题 24.6 的 结果 对 题 24,40 的 数据 来 求 得 最 小 二 乘 方 和 To(z) 及 了 (7)， 

24.44 ”位 效 题 24,6 的 论点 去 获得 一 个 关 十 偶数 个 = 白 变 其 的 多 少 有 点 类 似 约 结 傈 . 

24.45 ”将 前 题 的 结果 应 用 于 题 24,42 的 数据 ， 

24.46 推广 题 24,40 的 数据 于 - -个 周期 为 8 的 奇 函 数 . 求 得 一 个 工 稍 函数 的 和 来 表 到 这 个 通 数 . 
24.4 推广 题 24.40 的 数据 于 一 个 周期 为 8 的 个 函 教 , 求 得 -个 祭 落 丽 数 的 和 来 袁 示 这 个 国 数 ， 
24.48 证明 对 y(z)y-= |sinr| 的 Fourier 级 数 的 "完全 地 纠正 的 "(fully rectified) 止 续 湛 为 


{2x) 4 1 comr costr cosbzr _ .| 
PE 2 3 3.:5 5:.7 : 


24. 物 ”证明 关于 y(x)=z? 当 x 在 -x 与 x 之 间 时 具有 2n 周期 的 Fourier 级 数 为 


rT 1) coskr 
ylx) = 5 -4 人， 局 . 


使 用 这 个 结果 计算 级 数 1 (- DEL 有 及 和 1 和 


24.50 ”使 用 题 24.15 的 Fourier 级 数 计算 >)17(2& -1)?. 


Ly 
7 


mm 


24.51 “使 用 题 24.16 的 Fourier 级 数 去 证 明 x/4=1- 加 十 


24.52 ”使 用 题 24.17 的 经 数 去 计算 1-1733+173 17 有- 

24.53 “什么 是 对 题 24.48 中 的 函数 的 4 -项 的 最 小 二 乘 方 三 角 遂 近 ? 什么 是 ? -项 的 最小 二 乘 方 通 近 ? 

24.5 ”应 用 Fourier 平滑 技术 于 下 面 的 数据 ,假设 端点 值 是 真正 为 零 的 并 延 拓 沪 消 数 为 一 个 闸 函 数 .还 要 斌 
验 其 他 的 平滑 方法 ,或 是 组 合 的 于 少 法 .与 准确 值 ytx)= 工 (1 - +} 比较 结果 , 给 定 的 数据 是 米 自 于 
它 青 加 上 -个 直至 20% 的 随机 基 获 得 的 , 自 变 贡 为 了 =0(0.05}1. 这些 数据 是 0.00,0.06,0.10， 
0.14,0.14,0.22,0.22,0.27,0.28,0.21,0.22,0.27,0.21,0.20,0.19,0.21,0,19,0,12,0.08,0.04, 


0.O0., 
24.55 ”证 明 在 引言 节 中 给 出 的 系数 关系 
Qi = b= 让 -rc,) 
以 及 道 关 系 
a, 一 动 ， i 
c= 二 = 2 
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24.56 
24.57 


24.58 


24.59 


24.60 


44.1 
24.62 


24.63 
24.64 


推导 老 a,,b, 为 实时 , 则 6 及 c ,必定 为 共 轧 复数 , 辆 亿 对 配置 三 角 多 项 式 , 我 们 有 c= j* ,并 假设 
a 如 及 A(x) 均 为 实数 ,证 明 
思 一 1 


a, = 2REC 六 一 DD fr)eor,, 


b; =- 2m(tf,} = 计 2 Frn)sinje,. 
如 在 题 24.30 中 那样 进行 ,使 用 Y= (1, 一 1,0). 
如 在 题 24.34 中 那样 进行 ,使 用 的 V 向 量 为 ; 


nn 0 1 2 3 4 5 6 了 
UT 1 1+3 0 1—i i+t 0 1-i 
通过 应 甩 原 始 变 搁 
1 
人 Ll 
w= 2 vo 
d= 从 


来 确认 题 24.58 的 结果 . 

使 用 初等 微 积 分 证 明 车 站 加 = N, 则 1+ 12 的 报 小 值 当 吉 = #2 时 出 现 .将 这 个 结 梨 推广 到 4112t3 = 
N 的 请 况 . 对 FFT 来 说 它 隐 合 的 填 什 么 ? 

求 在 题 24.30 中 获得 的 变换 的 道 变换 . 

应 用 是 24.32 中 的 FFT 使 古 24.34 的 输出 数据 倒转 . 


完成 题 34.39 中 开始 的 道 转 . 
使 用 FFT 做 同样 的 首 转 . 


第 一 十 五 章 ” 非 线性 代数 


方程 的 根 


本 章 处 理 的 是 方程 的 求 根 , 或 是 方程 组 的 求 根 的 占 老 问题 .有 用 方法 的 长 长 列表 说 明 该 问 
题 的 悠久 历史 以 及 它 的 持续 重要 性 ,使 用 哪 一 个 方法 则 依赖 于 人 们 是 省 要 求 一 个 特殊 问题 的 
所 有 的 根 或 是 学 仅 是 其 中 的 几 个 , 依赖 于 根 是 实 的 还 是 复 的 , 单 根 还 是 重 根 , 人 们 有 没有 一 个 
现成 的 首次 逼近 , 等 等 ， 
1. 选 代 法 解 x = F(z) 通 过 一 个 递 推 公式 
x = Flrs1). 
车 | (x) | 所 工 之 } 则 zx, 收 伊 于 一 个 根 .误差 为 e, = > - ro 其 中 > 是 精确 解 , 误 
差 其 有 性 质 


ea 2 下 《ren ly 


所 以 每 人 代 一 次 便 将 误差 减少 一 个 近乎 F'(r) 的 因子 .车 玉 (r) 接 近 工 的 话 . 这 个 收 


化 就 是 慢 的 . 
2, 在 有 些 情 况 下 点 过 程 可 以 加 速 收敛 , 它 含 有 一 个 台 近 公式 
P Re Tn? 一 CA) 
的 A 


它 可 以 由 上 面 给 出 的 误差 性 质 导出 . 
3. Newton 方法 获得 对 f(x) =0 的 -- 个 根 的 逐次 甬 近 
F(x-1) 
nt 六 (za 
因而 党 无疑 问 地 是 一 个 十 分 受 欢 迎 的 算法 ,在 六 (z) 是 复杂 的 情况 下 ,前述 选 代 法 可 
能 是 本 取 的 ,然而 Newton 法 收敛 要 快 得 多 通常 得 到 首肯 .这 里 误 莽 满足 


~ Cr) 3 
En ~ 2F {rr) 
称 它 为 平方 收效 ,每 一 次 误差 粗略 地 与 前 一 次 误差 的 平方 成 正比 , 每 次 选 代 准 确 位 数 
几乎 增加 一 供 . 
平方 根 选 代 


En 一 Tan-l + 


2 Tx-l 
时 Newton 法 的 -一 种 特殊 情况 , 它 相应 于 取 f(z) = zz? 下. 当 QQ@>0 时 它 平 方 地 收敛 
于 Q@ 的 正平 方 椒 . 
更 一 般 的 寻找 根 的 公式 为 


它 也 是 Newten 法 的 一 种 特殊 情况 , 它 产 生 Q@ 的 一 个 p 次 很 . 

4. 插值 法 用 二 次 或 更 多 次 的 咎 近 , 通 常 某 些 太 小 而 某 些 又 太 大 , 为 了 得 到 ~ 个 改进 的 近 
似 殷 可 以 使 用 配置 多 项 式 ,这 些 方 法 中 最 古老 的 就 是 建立 在 前 二 次 有 逼 近 的 线性 插值 基 
础 上 的 . 它 彼 称 作 试 位 法 (regula falsi)， 它 是 用 迭代 公式 

《Ta 1 一 Ta_2) fran) 
Or 
来 解 f(x)=0 的 ,收敛 速度 介 于 前 二 个 方法 之 间 , 一 种 基于 在 前 三 个 道 近 什 x0, rl, za 


ow 
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之 间 的 二 次 播 值 ,使 用 的 公式 为 

2C 
?7 Br/Bi-4AC 
关于 六 ,B,C 的 表达 式 将 在 题 25.8 中 给 出 . 


3 二 


, Bernoulli 方法 产生 一 个 实 多 项 式 


aor” + ar + 和 +Ter = 一 0 
的 最 大 根 ,假如 育 在 一 -个 单 的 最 大 根 的 话 ,通过 计算 差分 方程 的 -个 解 序列 
ao 二 Girl 十 … + arrs-n = 0, 
并 且 取 极限 lim( rs viAzs) .通常 使 用 初始 值 x -= 人 …= 工 -1=0,zro=1， 如 果 一 个 复 
共 辊 对 为 最 天 根 的 话 ,那么 解 序列 仍 可 计算 下 去 ,但 是 用 来 决定 根 , ri ra rtcos 和 二 
ising) 的 公式 是 


2 
TE R11 1 TETITE 2 7 Ta-1ik 
ri -2rcoos$ 2 . 


2 ' 2 
并 -1 一 工人 了 上 1 江上 生 开 下 -人 


. 降 阶 法 (Deflation) 指 的 是 从 多 项 式 方程 中 移出 一 个 已 知 根 的 过 程 , 从 而 导出 一 个 较 低 


次 的 新 方程, 它 与 Bernoulli 方法 联 在 一 起 , 便 允 许 一 个 接 -个 地 发 现下 一 个 主根 ,在 实 
正中 发 现 以 持续 降 阶 去 决定 较 小 的 根 精度 会 减 小 .然而 , 使 用 这 些 所 得 到 的 结果 , 在 每 
一 步 上 可 以 作为 Newton 方法 的 初始 道 近 值 往往 带 来 所 有 根 的 精确 计算 ， 


. 商 - 差 算法 (quotient-difference) 推 广 Bernoulli 的 方法 , 它 可 以 同时 地 产生 一 个 多 项 式 方 


程 包括 复 并 话 对 的 所 有 的 起 , 它 包含 计算 一 个 商 和 差分 的 表 ( 类 似 于 差分 表 ). 从 这 个 
表 中 推导 出 根 ,其 细节 多 少 有 点 复杂 , 可 在 题 25.25 到 题 25.32 中 找到 . 


. Sturm 序列 提供 对 一 个 方程 的 实 根 的 另 一 个 历史 性 的 巡 近 还 是 基本 上 间 时 地 产生 它 


们 .一 个 Sturm 序列 
Foltz), lr), fn) 
满足 题 25.33 中 所 列 出 的 5 个 条 件 , 这些 条 件 保 证 fo(x) 在 区 间 (a,5) 中 的 家 根 个 数 
精确 地 为 序列 fo(a), (Ga),…, 所 (4a) 的 变 寻 数 与 序列 f0(8), (5)， (5) 的 变 
号 数 之 差 ,通过 选择 不 同 的 区 间 (a ,5), 因 而 实 根 的 位 兽 可 以 被 确定 , 当 fo(z) 是 一 个 
多 项 式 , 一 个 适当 的 Sturm 序列 道 过 用 欧 几 里 得 (Euclide 算法 ) 求 得 , 令 方 (z) = 
f(x) 序列 的 余下 部 分 定义 为 
folx} 二 Pifz)LIz) 一 二 
f(x) = fxr)Lalr) — flr), 
fa i) = ft) Lex) — flr), 
像 隆 阶 法 与 商 -差分 法 , Sturm 序列 可 以 用 来 获得 Newton 法 的 好 的 出 发 近似 值 ， 
然后 Newion 法 再 以 高 速 产生 精确 度 高 的 恨 ， 


方程 组 与 最 优化 问题 
由 前 面 许多 方法 的 推广 , 以 及 其 他 的 算法 也 适用 于 方程 组 , 我 们 选择 其 中 的 三 个 方法 


1, 


迁居 法 , 例如 , 以 公式 
zn = Phra ds Yat) Y= (zol 
解 一 对 方程 
x = Fx,y), y= G(x,Yy), 
假设 rz 与 加 二 个 序列 均 收 化 .Newton 法 解 
f(r,y) = 0, g(xX,») = 0. 
通过 由 


+ 


[| 


数值 分 析 


Ta 二 Ta-1 二 上 1， Ys = Vn-l tt ,1 

所 定义 的 序列 ,其 中 的 h 1 及 有 -由 

Fr Yat hat t Flr Yan) kal = Fra Yn-1)s 

Br Cals Yi) hn + By Crnis yn-1) kal =— BUTa-ls Ya-1) 
所 确定 . 

更 一 般 地 , 对 于 方程 组 
Flr) = 0, 
其 中 ,FF,x 及 0 为 # 维 向 其 ,过 代 法 
9 GD) 

也 适用 于 它 , 它 通过 对 原始 方程 组 的 -个 重新 安排 , 加 上 一 个 适当 的 初始 向 量 x 外 而 
得 到 .或 基 Newton 方法 可 以 用 一 个 紧 半 的 向 量 -矩阵 形式 来 表示 ,从 Taylor 级 数 开始 
free 十 hy 二 Flr‘i" ly + J Cr) + 
忽略 更 高 阶 的 项 并 令 左 侧 为 零 向 量 , 其 结果 是 一 个 关于 的 线性 方程 组 

Tr DY) 二 F(x ty, 
甚至 可 以 将 它 写成 

和 二 Tir DF(r tn), 
了 称 作 下 的 Jacobian 矩阵 , 它 具 有 元 素 


3 
J 三 dz; 
其 中 与 x 为 F 与 x 的 分 量 .用 一 个 精确 的 初始 融 近 信 , 和 一 个 适当 的 下 ,误差 在 


[| | tn-ly | 


| zx = 壕 cIr-z 
的 意 广 下 下 降 , 称 作 平 方 地 下 降 , 但 是 必须 指出 这 个 平方 收 僵 可 以 是 难以 捉摸 的 .由 于 
寻找 充分 精确 的 初始 也 近 值 对 方程 组 而 言 不 总 是 那么 容易 的 , 因而 Newton 远近 有 时 
会 离开 正道 ,在 右 些 情 况 下 发 现 简化 的 步 又 

xD = x than, Ek<l 


工作 得 更 好 ,选择 上 保证 下 的 范 数 的 下 降 . 以 这 种 方法 在 每 一 步 上 情况 都 有 改进 .这 种 
方法 称 为 阻尼 的 Newton 法 . 


. 最 优化 方法 是 基于 这 样 的 息 想 , 邑 方程 组 =0 或 方 =0,7=1,2,…,2, 当 函数 


5= 有 + 月 + 和 + 下 
被 极 小 化 时 , 求 得 它 的 解 . 因为 极 小 明显 地 出 现在 当 所 有 天 为 零 时 .方程 组 就 算 被 解 
了 , 寻找 这 个 极 小 值 的 直接 法 或 是 下 降 法 部 是 曾经 被 推出 过 的 .例如 ,二 维 问题 (用 一 
个 问 悉 的 记号 变换 ) 


flr,y) = 0, g(r,»y)= 0 
等 你 于 将 和 
S(x,y) = +e 

极 小 化 .从 一 个 初始 通 近 值 (zu, yo) 开 始 , 我们 选择 下 一 个 通 近 值 其 形式 为 ;zl= 0 一 
1S = -tSy0: 其 中 Swo 及 Syo 为 S 在 (ro, ye) 处 梯度 向 基 的 分 二 .办 此, 按 最 速 下 
降 的 方向 前 进 ,而 该 算法 称 作 最 速 下 降 算 法 , 1 这 个 数 可 以 选 作 在 这 个 方向 上 将 S 极 
小 化 的 , 基 然 曾经 提出 过 各 种 方法 ,然而 接着 下 来 的 是 类 似 的 步 观 .这 个 方法 常 被 用 作 
对 Newton 法 提供 初始 授 这 . 

当然 ， 与 上 着 等 价 的 往往 是 按 相反 方 回 来 开发 的 .优化 一 个 函数 f(x1,…, za) 人 
们 寻找 f 的 梯度 为 零 的 地 方 

grad( f) = Cf1, far ns fi) = 《0.0， 0), 

此 处 六 表示 了 对 的 偏 导数 ， 最 优化 就 是 尝试 对 这 % 个 非 线性 方程 的 方程 组 求解 . 
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3. Bairstow 方法 是 通过 应 用 Newton 法 于 一 个 相关 的 方程 组 来 产生 一 个 实 多 项 式 方 称 
p(x) =0 的 复 根 .更 明确 地 ,以 一 个 二 次 多 项 式 除 p(xr), 得 出 一 个 恒等式 
pix} = Cr -ur — vax) + r(xz), 
其 中 r(x) 为 一 个 线 愉 余 项 
rir) = bu ox — a) + pntu, YY), 
这 个 二 次 的 除数 将 是 p tz) 的 一 个 因子 ,如 果 我 们 能 选择 u,v 满足 
bailurv) =0, blu,v)=0 
的 话 ,将 Newton 法 应 用 在 这 个 方程 组 上 ,一 是 ,vw 为 已 知 的 ， 一 对 复 根 可 以 通过 解 
Ti ur-v=0 


求 得 . 


题 解 
迭代 方法 


25.1 证 明 着 7 为 f(x)=0 的 一 个 根 且 若 该 方程 改写 为 形式 x = F(x), 而 且 F(x) 在 一 个 以 
工 =r 为 中 心 的 区 间 了 中 满足 | (zi 和 L<1, 取 xz 为 任意 的 ,但 是 在 区 间 工 中 , 则 序 
列 工 ,一 F(x, -1), 有 极限 limzx, = r， 
证 由 首先 我 们 得 到 
| Ffr) -下 | 下 1 
假设 x, y 都 接近 ，, 考 实 上 这 只 是 Tips chitz 条 件 , 而 不 需 在 我 们 所 要 的 F{x) 上 加 车 更 严格 的 限制 
条 件 . 
x r= Fr -Flr EL| rr,， 
上 是 ,由 于 工 必 1, 每 -个 通 近 至 少 像 它 的 前 任 那 么 好 ,这 就 保证 了 我 们 所 有 的 道 近 均 落 在 工 中 , 因而 
没有 什么 会 使 程序 中 斯 . 应 用 最 后 一 个 不 等 式 n 次 ,我 们 有 


1, -| 这 LY! ro-rl| 


以 攻 由 于 工 和 llimxzr = 成 站. 
这 个 收 仇 在 恤 25,1 中 得 到 说 明 . 注 意 选 择 Ptr。1) 作 为 下 一 个 ru, 相当 于 不 踪 一 个 水 平 直 线 到 
y= 线 *. 同 时 注意 在 图 25.2 中 1 产 (z)>1 的 情况 导致 发 散 . 


网 25.1 图 25.2 


25.2 在 1225 年 Pisa 的 Leonardc 研究 了 方程 
flr}= 7 +2r :+10r -20=0, 


， 译注 ,数学 家 华罗庚 形象 地 称 这 种 方法 为 蝶 丝 转 方 污 .并 可 推广 到 二 根 任意 的 砷 线 人 性 曲线 的 求解 上 ( 即 求 它们 的 公共 
零点 }, 任 一 个 初学 者 均 可 从 这 “思想 中 得 到 启 伟 . 


“了 7 名 


23 .3 


25.4 


数值 分 析 

并 且 得 到 x =1.368, 808,107. 没 有 人 知道 Leonardo 用 什么 方法 得 到 这 个 值 的 , 然而 在 
他 的 时 代 这 是 一 个 值得 注意 的 结果 .应 用 题 25.1 的 方法 来 得 到 这 个 结果 . 

和 解 ”上 这 个 方程 可 以 用 允 种 方法 改写 成 : = F{x) 的 形式 ,我 们 联 = Ftx)=20/{ ri -2zr+10) 
它 给 出 了 选 代 公式 


20 
Il + 23n-1 + 10" 


Tn 一 


取 .xo= 1 我们 得 到 zl = 的 1.538461538, 继续 这 一 选 代 产 生 表 25.1 的 序列 ,肯定 24 次 秋 代 就 是 况 


了 , 那 时 Leonardo 值 出 现 . 


囊 25.1 

nx Eo 访 正明 

1 一 1 ,S53846t538 13 1.3688172374 
2 1.295019157 14 1.368803773 
3 1.401825309 15 1.368810031 
4 1.354209390 1 1.368807254 
5 1,375298092 17 1.368808486 
看 3065925788 18 1.36880794f0 
7 1.370086003 19 1.368808181 
8 1.368244023 20 1. 368808075 
9 1.369059812 21 1.368808122 
i0 1.368696397 22 1.368808101 
11 1. 366857688 23 1.368808110 
12 1.368786102 24 1.368808107 


为 什么 前 题 中 的 算法 收 仇 得 如 巧 地 慢 ? 
解 EF 收敛 速度 可 以 从 关系 
es = r= Flr)- Flr) = F(A -an = PF (A) 
估 得 , 它 将 & 次 误差 e 与 前 一 个 误差 ww -: 相 比较 . 当 ”增加 时 我 们 可 以 取 严 (六 为 EC) 的 一 个 通 
近 , 乱 设 这 个 导数 是 存在 的 话 ,于 是 esF'(r)e -1 在 我 们 的 例子 中 ， 


、。 _ 40(r +1) 
Fr) = (Cr+ 2r tO 0.44 


使 每 一 个 误差 约 为 前 一 个 的 -0.44 倍 . 它 提示 了 对 每 一 个 新 的 准确 小 数位 要 求 2 一 3 次 选民 ,而 这 就 
是 算法 实际 能 完成 的 . 
应 用 外 推 到 极限 的 思想 来 加 速 前 面 的 算法 . 
解 SF 当 在 一 个 算法 中 有 误差 特征 的 信息 可 用 时 ,这 个 思想 可 以 被 使 用 .这 里 我 们 有 过 近 什 en 
FTr)ye 1 无 禹 FC7) 的 知识 我 们 还 是 可 以 写成 

rr Fr)tr rn), 

rz Frilr — zort). 
将 它们 相 除 我 们 得 到 


六 一 Tntl 六 Ty 
mr 


rT rT Trtl 


并 将 根 解 出 

(Tn-2 一 1 
Tnt+2 .Pa+l 十 Tn 
《Art 

Al7, 


rT nr2 一 


二 二 rr+2 一 
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“了 下， 


这 就 是 常 被 称 作 的 Aitken 和 过 程 . 
25.5 对 题 25.2 的 计算 应 用 外 推 到 极限 法 . 
解 [= 使 用 zi0,zD 受 ra 由 公式 可 得 


加 0.000071586)? 
r 1,368786102 — ~ 000232877 


a1.308808107, 

它 及 -次 为 Leonardo 值 ,用 这 种 外 推 ,内需 一 半 的 送 代 , 早 一 些 使 用 它 ,可 以 促成 收敛 方面 的 更 进 一 

步 的 节约 ， 
25.6 ”在 每 三 次 选 代 后 对 称 地 使 用 外 推 到 极限 法 就 尾 那 全 称 作 Steffensen 的 方法 ,将 它 应 用 

于 Leonardo 方程 . 

解 ” 钱 头 三 个 忆 近 值 xzo, ri 及 xz 可 以 向 题 25,2 借用 ,现在 用 Aitken 的 公式 来 产生 x3; 
{x2 x 
Ty — 2r1+ Xo 
原始 选 代 现 在 被 恢复 成 像 在 题 25,2 中 那样 来 得 到 zs 及 cs: 

了 4 = F(xa) = 1.367918090, zs = FIzr4) = 1.369203162. 

Aitken 公式 接着 提供 re: 


= 1.370813882. 


3 Ty 


TE 三 Xs Xs 2I4 + x = 1.368808169., 


下 个 循环 带 来 的 适 代 值 为 
I7 = 1.368808080, ra = 1.368808120. 
Aitken 公式 从 这 些 值得 出 x9 = 二 1.368808108. 
25.7 证 明 将 Leonardo 方程 作 其 他 的 重新 安排 不 一 定 产 生 收 钱 序列 . 
证 8 尖 作 为 例子 我 们 可 以 取 r={20-2zr?- z3)710 由 它 得 出 的 迁 代 公式 为 
= 20 一 2z35-1 -321 
n 10 ， 
再 :次 以 xe= 1 为 出 发 值 ,我 们 被 带 往 序列 
TI rw1.75 xx 1.79 rr= 1.83 
T2003 za 0.85 re 0.79 re 人 0O.72 
等 等 ,看 来 是 清楚 的 交 莹 的 逼近 朝 着 相反 的 方向 , 与 题 25.1 相 比 较 我 们 发 现 这 里 庆 (r)= (一 4r 一 
3r2y710< 一 1, 它 确认 了 计算 的 根据 . 


Newton 法 


25.8 导出 解 f(x)=0 的 Newton 适 代 公式 
上 fru-t) 
An nl fF {rt) 


解 ” 和 PP 从 Tayler 公式 开始 


f= fr) tr rf Cr D+ 0) f (8). 


我 们 保留 线性 部 分 ,回忆 Fr) =0, 并 通过 将 re 去 取代 还 剩 六 在 公式 中 的 去 得 到 
0 = flxrn-i)+ {zn — Ln) ral). 
将 它 硬 新 安排 立 得 rz = -1 了 Eee 
25.9 Newton 公式 的 几何 解释 是 什么 ? 


解 8 它 相 当 于 使 用 在 ex。 1 处 以 对 y= f(x) 的 切线 来 代替 曲线 .在 图 25.3 中 可 以 着 到 它 导出 


Flr)! 一 (1 


Tn-l Cn 


它 还 是 Newton 公式 , 接 下 米 的 类 似 步 骤 如 箭头 所 示 
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25.10 


25.11 


25.12 


图 25.3 


将 Newton 公式 用 于 Leonardo 方程 . 
船 85 取 Fr-rita2r+i07-20 我 们 得 到 广 (rl-3c+47+10, 而 千代 公式 就 变 成 


区 1 十 274-1 十 10， -1 - 20 
3z2 [+ drs-1+10 


Tn Tn 


再 一 次 选 ro= 1, 我 们 得 到 表 25.2 的 结果 ， 


1 


1 .411764706 1 .369336471 1.368808H 人 号 1.368808108 


收效 速度 是 显著 的 .在 四 次 选 代 中 基本 上 得 到 Leonardo 值 . 窑 实 上, 计算 证 明 
f{1.368808107) ==— 0,000000016， 
F1368808108) = -~ 6.000000005, 
它 提示 了 Newton 结果 是 覆 胜 一 筹 . 
通过 展示 收敛 是 “二 吹 的 "来 解释 Newton 选 代 的 快速 收 伊 ， 
解 (和 回 忆 题 25.8 的 方程 , 它 导出 Newton 公式 


Fr) = 天 nl 十 (r 一 Ti TFT -ly 十 pa 一 za1) FF(é), 
0O = Fx) + Cxn — Ts} (rs) 


相 减 得 到 0=(r-a)FrzriD+ 二 (ra 0D2(6， 或 者 令 0 ef (ra) + 
F 广 (6 假设 收敛 , 我们 将 x . 1 及 8 都 换 成 ,于 是 我 们 有 


a 

- 2F (ry "! 
因此 每 个 误差 粗略 地 与 前 一 误差 的 平方 成 正比 ,这 意 咪 着 每 穴 允 近 准确 的 小 数位 粗 申 地 增加 了 
一 倍 , 国 而 为 奸 么 称 之 为 平方 收效 . 它 可 以 与 在 题 25.3 中 的 较 悍 的 线性 收 仇 相 比 ,那里 每 个 误差 粗 
略 地 正比 于 前 … 误 差 .由 于 我 们 现在 的 zs 的 误差 约 为 0.00000008, 而 [ 产 (r)]/[2F(r)] 约 为 0,3， 
我 们 发 现 如 果 在 我 们 的 计算 中 能 用 更 多 位 小 数 进 行 工作 ,x 的 党 着 就 大 约 是 在 第 15 位 上 的 二 个 单 
位 ! 这 种 超速 度 提 示 了 Newton 算法 值得 启动 它 作 一 个 侣 理 精 码 的 首次 冲 近 , 耐 它 的 自然 角色 是 把 
这 样 “个 合理 的 还 近 转 为 一 个 极 好 的 . 串 实 上 , 其 他 出 现 的 算法 比 之 Newton 方法 更 适合 于 求 所 有 
根 的 首次 各 近 值 的 "全 局 " 阿 题 .然而 这 类 方法 通常 收 化 得 很 慢 . 看 来 只 能 白 然 地 使 用 它们 仅仅 作为 
一 个 合理 的 首次 导 近 , 然后 用 Newton 法 提供 修饰 ,这 类 方法 很 受 钦 迎 因而 我 们 在 进行 中 会 崩 -次 
提 到 它 . 但 是 偶尔 也 会 发 现 这 样 的 情况 , 即 给 出 的 是 -个 不 适当 的 首次 授 近 . Newton 法 将 以 一 次 速 
度 收 伍 , 但 并 不 是 到 所 希望 的 那个 根 ! 回忆 算法 背后 的 切线 几何 , 容易 绘 出 -条 会 发 生 这 种 情况 的 
曲线 , 简单 地 把 普 狄 逼近 安放 在 极 大 或 极 小 点 的 近 旁 就 是 如 此 . 
证 明 决 定 平 方 根 的 公式 


是 Newton 选 代 的 一 个 特殊 情况 . 
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证 入 取 包 x)=x?-Q, 习 然 使 f(x)=0 相当 十 找 昌 的 一 个 平方 根 ,由 二 了 (x) = 2r, Newton 
公式 变 成 
zy 
25.13 ”应 用 平方 根 达 代 取 Q=2. 
解 8 选 zo=l, 我 们 得 到 者 25,3 中 的 结果 ,再 一 次 看 到 收 伍 的 一次 性 质 - 每 一 个 结果 粗略 地 具 
有 二 倍 于 它 的 前 者 那么 多 的 准确 位 数 , 图 25.4 说 明 这 个 行为, 由 于 首次 过 近 是 在 y= x?-2 的 中 的 


那 一 全, 下 -个 则 是 在 根 的 另 - - 侧 . 在 这 以 后 序列 是 单调 前 . 滋 下 的 在 曲线 的 凸 的 一 侧 像 切线 通常 
所 做 的 那样 . 


表 25.3 


1 Tn 


1 1.5 


2 1.416 666 667 


3 1.414 215 685 
4 1.414 213 $62 
5 | 1 .414 2134 S02 
图 25.4 
Tn-l QW 


25.14 导出 找 Q@ 的 p 次 根 的 迭代 公 址 7 =x- 一- 


解 8 和 了 到 flx}- A 及 F(z)= prp 1 这 个 结果 谋 刻 成 为 Newtor 法 的 一 个 特殊 情况 . 
25.15 应 用 前 题 寻 找 2 的 一 个 三 次 根 ， 


解 6 取 QQ-3 及 p=3, 运 代 公式 简化 成 z= 子 (x。1+ 二 一) 选择 ze 一 我 们 得 到 zi 全 
以 吕 
52 = 1.263888889, x3 = 1,259933493， 
zx4 = 1.259921049, zs = 1.259921049. 
二 次 收敛 是 显 见 的 . 
插值 方法 


25.16 这 一 古老 的 方法 使 用 前 二 个 道 近 值 并 通过 它们 之 间 的 一 个 线性 播 值 构造 下 一 个 道 近 
值 ,导出 试 位 法 ( 见 图 25.5)， 


(a — Bb)f(a) 


Fa 
解 FP 线性 丙 数 


y= fla) + NAO a) 
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明显 地 在 a 与 a8 上 取 y= (x). 在 由 试 位 法 给 出 的 变 曙 c 处 它 为 泽 , 这 个 组 可 用 作 我 们 对 J(z) -0 
的 根 的 下 - -个 有 逼近 .在 根 的 邻 域 中 我 们 是 这 样 有 效 地 将 曲线 换 成 了 -个 线性 配置 多 项 式 ,还 要 注意 
的 是 两 个 已 知 的 避 近 值 a 与 5 是 在 精确 根 的 两 侧 的 .因此 Fa 及 70) 有 相反 的 符 叶 . 当 使 用 武 位 
法 时 被 假设 为 相 皮 的 符 导 . 据 此 ,已 找到 一 个 =, 再 次 应 用 试 位 法 时 我 们 在 使 用 这 全 < 时 或 当 作 新 的 
a 或 是 新 的 请 ,不 管 那 一 种 选择 均 维持 相反 的 符号 ,在 图 25.5 中 ,* 会 变 成 新 的 es, 以 这 种 方法 可 以 生 
成 一 个 遂 近 序列 TN TL Tl TO 与 zi 是 原始 的 a 眠 5. 

25.17 应 用 试 位 法 于 Leonardo 方程 . 


解 7 选择 ro=1 及 x1=1.5 公式 产生 


0.5(2.875) ，， 
X17 = 1.5- 9.875 2 1 ,35, 


{0.15)(- 0.3946) 
一 3.2696 


等 等 , 收 敏 速率 可 以 正明 比 在 题 25.2 中 的 速率 高 但 不 如 Newton 法 好 . 

25.18 一 个 自然 的 下 一 步 就 是 用 一 个 二 次 的 插值 多 项 式 而 不 是 “个 一 次 的 , 假如 手边 有 二 个 
盈 近 值 xn, ziy x2, 导出 一 个 关于 新 的 近 近 值 rs 的 公式 , 它 是 这 样 的 -个 二 次 式 的 零 
点 ( 根 ) 
解 “上 不 难 证 明 ,通过 这 一 点 (zny yoj, (zy (zay3ya) 的 二 次 式 ,其 中 3= f(z), 可 以 写成 


zxz3=1.35 a 1.368, 


了 Tl1 一 


p(T) = (ah? + Bh + C), 
n 


rr - 
其 中 =x 一 zy 及 及 ,B,C 是 


(zt - zojyat (ry Xa)y + (22 — ZI) yo 


总 王 
《73 — TIT 一 0 
B= {x 一 zo) {2x 一 工 ] 一 0 ys 一 (xa 一 zo yt + 《 工 3 二 1 yo 
【za — zy — zo ， 
C= 
x1 Tou 


就 好 求解 a(z)=0 我 们 得 
产 =- -一 2 一 ， 
B+ vB -4aAC 
选择 二 次 公式 的 这 种 形式 是 为 了 避免 在 作 减 法 时 避免 有 效 数字 的 损失. 这 里 的 符号 应 选择 得 使 分 
组 的 绝对 值 为 匀 大 的 , 然后 


3 二 下 了 十 和 
变 成 下 -个 远近 值 ,这 个 过 程 可 以 重复 通过 将 所 有 的 下 标 加 1 这 个 刚刚 措 述 过 的 方法 就 是 被 称 作 
Mauller 方法 的 , 人 们 发 现 它 收 襄 到 实 根 也 收 合 到 复 根 . 当然 ,对 后 者 而 言 ,以 算术 算法 进行 ， 然而 即使 
对 于 实 根 , 复 算法 世 不 失 为 -种 明智 的 选 泽 , 由 于 虚 P 的 踪迹 偶尔 也 会 进入 计算 . 


Bernoulli 方法 


25.19 ”证明 假如 = 次 多 项 式 

pr) = nz8 + dar” tet a 

有 一 个 单 重 的 最 大 零点 ,譬如 说 ri, 然 后 可 以 通过 计算 关于 = 阶 差分 方程 
Q0XA 十 人 1TE_L 十 + QnTk-n 一 0 

的 解 序列 ,并 取 lim( re， zt 而 得 到 . 

证 I 了 E 该 差分 方 召 有 plx) -0 必 为 它 的 特 检 方程 ,因而 它 的 解 可 以 写 或 

| i = C1 二 守 C2 夸 二 二 6a， 
假如 我 们 选择 初始 值 使 ci 去 9, 则 


TH+l 1 ~ (ef en) (raf ri 十 … 十 (cc) (tr /ri 
Tk 一 1 1+ {cafes) (rot ri)t 十 -十 (ed en) (Cr / ri)t 
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25.20 


25.21 


25,22 ”沿用 Bermoulli 方法 于 Leonardo 方程 . 


且 出 于 ” 为 最 大 的 根 


了 
jim 二 0 
了 


使 Bmf rer rr) 一 六 1 正 闻 卫 要 求 的 那样 .可 以 证 明 使 用 复 变 理论 初始 值 -n+l = 性 一 “二 工 -1 = 人， 
rn 1 将 侣 证 ci dD. 
应 用 Bernouli 方法] xx~5r +9r* 一 7r+2=0. 
解 EP 与 之 相关 联 的 差分 方程 为 

Te Srl 十 9 Fe 一 了 十 了 一 0, 
假如 我 们 取 x_-3=ya=z 1 一人 中 与 xo=1, 则 下 继 的 x; 在 表 25.4 中 纵 出 .同时 给 定 比 zo4g7zri, 它 收 
化 到 =2 是 悍 的 , Bernoull 方法 的 收 襄 速率 为 线性 的 ,这 个 方法 往往 是 用 来 为 Newtor 或 Steffensen 
方法 生成 一 个 好 的 出 发 避 近 值 , 这 -种 方法 均 为 二 次 的 


表 25.4 

站 4 Lark | 天 ET 
1 5 3.2000 9 4,017 2.0164 
2 16 2.6250 10 8,100 2.0096 
3 42 2,3571 11 16,278 2.0056 
4 99 ， 2.2121 12 32, 647 2.0032 
5 219 | 2.1279 13 65,309 2.0018 
6 | 466 | 2.0733 14 130, 918 2.0010 
了 368 i 2.U4053 15 261, 972 1 2.0008 
8 | 1981 2.0278 16 $24, 097 


为 了 适应 一 对 共 轰 复 根 为 主根 的 情况 , 将 Bernoulli 方法 加 以 改动 . 
解 和 令 -及 ra 为 复 共 斩 根 . 则 | ri< ril 当 ?= 3 …,a* 由 于 rr 对 是 最 大 的 ,用 实 的 出 发 
值 ,差分 方程 的 解 可 以 改写 为 


XT 一 ce 十 cans 十 … 十 er 
其 中 与 -也 是 复 共 辑 的 . 令 r= re 全 -了 yc=aes=cy 具 有 Yr>0,a>0 及 0<$<n, 故 ri 是 
住 上 六 平面 的 根 . 接 着 


ry =2artcost kp + 8) + Er 有 十， 十 


=2art| aas 好 + 8) + 二 | -| 二 二 也 | 2 | 


2Q pi! 站 好， Fr 
除 第 一 项 姑 所 有 的 项 有 极限 为 零 , 对 大 的 上 也 如 下 ,之 2artcos( 如 + 9), 我 们 现在 用 这 个 结果 来 岂 
定 r 上 太史 ,首先 我 们 考察 到 


3 — Zreoosgr, + rer 
正如 可 以 看 成 从 前 刘 程 来 替代 x 并 使 用 关于 余 荡 郴 数 的 和 与 差分 的 恒等式 .将 下 标 减 1, 我 们 同 样 
可 得 到 


-2rcosgrt 1 + rzax -2 ns 0. 


现在 同时 解 这 二 个 式 子 得 


ed 
1 Th TErlTk-l 
TT, 


La 


有 下 
一 3rrosg sz 了 T 
了 TE- Terk-2 


决定 ri 及 ra 的 必要 潍 备 现在 已 具备 . 


解 EF 相 其 联 的 差分 方程 为 Th 二 一 了 41 - 10 :十 20x -而 对 初始 值 为 Y-:= 工 -1=0， xo=1 


全 


译注 : 原 书 此 处 有 误 . 
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数 信 分 析 


的 解 序 列 出 现在 表 25.5 中 ,对 r? 改 - 2reosg 的 蘑 此 逼近 值 也 列 在 表 25.5 中 . 


家 25.5 
上 开 Th 了 — 2reos$ 
TT - 十 

1 -2 | 7 2.608 | 14.6026 3. 拓 和 2 
2 | 6 8 -32, 464 14 .£076 3.3696 
和 5 | 9 147, 488 14.6135 3.3692 
4 -84 | 10 22,496 | 14.6110 3.3686 
5 472 11 -2,079,168 14.6110 3.368B 
6 2, 824 12 7,333,056 | 


+ 符号 的 波动 是 有 大 复 根 出 现 的 象征 ,通过 回忆 xz; 的 在 题 25.21 中 给 出 的 形式 , 外 rtss2erecos( 录 
199 可 以 看 到 这 -点 , 当 上 增加 时 , 余 绢 函数 的 值 在 +1 之 间 以 依赖 于 #$ 值 的 大 小 以 有 点 不 规则 的 
方式 变化 . 
由 最 启 一 次 逼近 我 们 得 到 
ro a 1.6844， rsing =+ vr?— (rcosp)? se 士 3.4313， 

使 得 根 的 主 对 为 riryxs 一 ].6844 圭 3.4313i. 由 于 Leonardo 方 御 是 三 次 的 , 这 些 根 还 可 以 先 通 过 前 
面 所 获得 的 实 根 将 它 还 原 成 一 个 二 次 方程 而 得 到 .在 这 种 情况 下 并 不 真正 多 机 Bermoulli 方法 ,所 得 
结果 可 以 通过 所 有 根 的 总 和 为 -2, 涪 积 为 20 来 检验 ， 


降 阶 法 (Deflation) 


25.23 使 用 单个 方程 z+ 一 10r1+3572 一 50x +24=0 来 说 明 降 阶 法 思想 . 
解 8 汪 这 个 方程 的 主根 精确 地 为 4. 应 用 因子 定理 我 们 以 除法 移 掉 国 子 + 一 4 


4 -24 村 一 24 


1 -6 11 一 所 0 


商 为 3 次 的 -6z?+11x -6 于 是 我 们 说 原始 的 四 次 多 项 式 王 降 成 为 三 次 的 .三 次 方程 的 主根 为 
3. 将 这 个 因子 移 去 


我 们 完成 了 第 二 次 的 下 降 , 降 至 二 次 式 z2 - 3x + 2, 它 可 以 将 剩 不 的 二 个 根 2 履 1 解 出 .或 者 二 次 的 
还 可 以 下 噬 为 线性 的 x - 1. 下 降 的 思想 就 是 指 , 已 经 找到 『 一 个 根 , 原始 方程 可 以 用 低 一 次 的 来 苦 
代 . 理论 上 ,-- 个 寻找 方程 主根 的 方法 ,诸如 Bernoulli 方法 , 任 篆 逐次 地 降 阶 ， 它 移 掉 每 一 个 已 找到 的 
主根 ,并 假设 没有 二 个 根 是 相同 的 , 这 样 一 个 锐 . -个 地 找到 其 他 所 有 的 根 ,事实 上 有 误差 问题 , 它 限制 
了 这 个 方法 的 使 用 ,正如 下 题 所 提示 的 ， 
25.24 证 明 若 主根 的 位 置 不 是 精确 地 知道 ,那么 降 阶 法 可 能 会 产生 精确 度 还 要 差 一 些 的 下 一 
个 根 , 并 提出 一 种 获得 第 二 个 根 与 第 一 个 根 相 同 精确 的 方法 . 
证 岂 假设 ,为 简单 起 见 ,所 得 到 的 前 个 方程 的 主根 只 准确 到 二 位 为 4.005, 降 阶 带 来 
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"285， 


1 -10 35 30 24 4.005 


4.005 - 24.01 44.015 -23.97 


] -3.9935 10.99 — 5.983 D0.03 


因而 二 次 式 是 <-5.995rz+10.99z> 5.985. 这 个 三 次 式 的 主根 (准确 到 两 位 ] 是 2.98. 至 于 涉 上 及 
到 原始 的 四 次 方程 , 它 的 不 准确 在 最 后 一 位 上 .在 这 点 上 , 自然 的 步骤 是 倘 用 2.98 作为 Newron 这 
代 的 言 次 近似 ,很 快 地 它 便 会 产生 个 原始 方程 的 准确 到 两 位 的 要 .这 时 再 作 下 一 次 的 下 降 , 在 实 
瞻 中 发 现 较 小 的 “很 " 变 求 持续 地 校 让 , 以 及 巷 至 对 于 中 等 次 数 的 多 项 式 , 由 下 几 法 所 得 到 的 结果 对 
保证 Newton 迭代 收 黎 性 所 要 的 那个 根 而 言 也 可 能 不 是 足够 好 的 . 当 共 轮 复 根 a 土 5: 通过 以 二 次 因 
子 x2 -2ur+a2+t 去 除 而 移 去 时 同样 的 注释 成 立 


商 - 差 分 算法 


25.25 


25.26 


什么 是 -个 商 -差分 格式 ， 
解 BE 给 定 个 多 项 式 ut + aiz”!+…+w。 及 相关 联 的 差分 方程 
BO 十 GET 十 十 ~ 0, 


考 形 飞 人 -YL DD 及 0 ] 的 解 序列 . 令 = Tet 及 d=0. 然 后 定义 


i 
EA = (Sa py 吕 +1 一 [i 起 由 

其 中 -12 -1 下 天 =0,1,2,… 这 些 不 同 的 商 (4) 与 莽 分 (4) 可 以 如 在 表 25.5 中 那 栏 列 出 ， 

通过 考察 表 中 蓉 形 部 分 ,定义 容易 被 回忆 起 来 .在 一 个 (q) 列 为 中 心 的 萎 形 中 SW{ 南 西 ) 对 的 和 与 


NE( 北 东 ) 对 的 和 相等 ,在 一 个 (e ) 列 为 中 心 的 鞭 形 中 相应 的 乘积 是 四 等 的 ， 这 些 是 莱 形 法 则 . 


表 25.6 

ot 
站 dl 

91 Aan 
0 dl dt 

9 of gi 
0 dl d? Aad 

9 2 gi Er 
0 dl d3 地 

了 EE 有 1 
0 dl ds EB 

gs EE : 3 92 


计算 与 Fibonacci 序列 相关 连 的 多 项 式 的 商 -差分 格式 . 
解 上 本 结果 列 在 表 25.7 中. 


25.27 


25.28 


25.29 


286 . 数值 分 析 
绕 表 
史 A dl 人 at 人 dd 
| | 2.0000 - 工 .NO 
2 2 和 -0.5000 一 (00001 
1.5000 -0.5001 
3 3 | 0 0.1667 -0.0001 
| 1.6667 一 0.6669 
4 5 0 一 0.0667 0.0005 
1.6n00 一 全.5993 
5 8 0 0.0250 0.0007 
1.6250 -0.6240 
6 13 0 - D.N096 -0.0082 
| 1,6154 -0.5226 
?了 21 0 0.0037 
1.61%0 
8 EA 0 


什么 是 与 商 -差分 格式 相关 联 的 第 一 个 收 化 定 理 ? 
解 “t 假设 纵 定 的 多 项 式 没 有 二 个 零点 省 相同 的 绝对 值 . 于 是 当 趋向 无 窃 时 ， 
lma = 7 1 = 1,2, 

其 中 ,72,… sr 是 按 绝对 什 沽 少 的 顺序 排列 的 , 当 j= 1 时 它 是 Bernoulli 关于 主根 的 结果 .关于 ) 
的 其 他 值 ， 证 明 要 求 复 函数 理论 因而 将 被 消 略 , 这 里 也 兽人 很 设 过 和 包含 在 格式 中 没有 一 个 分 天 为 堆 .4 
的 收 襄 于 根 隐 含 着 4 的 收效 于 零 .这 可 以 在 < 面 看 到 :从 题 25.25 的 第 … 个 定义 方程 ， 

dy 。 喧 ， ， ma 

5 ” < 
因此 岂 几何 地 收 惫 到 零 .在 目前 的 这 个 问题 中 , 收获 的 开始 在 大 25.7 中 已 经 大 显然 的 ,除了 最 后 一 
列 将 要 简短 地 被 讨论 外 ,在 这 个 袁 中 !e ) 列 必须 , 筷 借 收效 定理 , 扑 于 根 {1 +Y5)72, 它 近 他 地 为 
1.61803 及 -0.61803, 明显 地 我 们 更 接近 六 第 一 个 而 不 是 第 二 个 ， 
一 个 商 -差分 格式 怎样 产生 一 对 复 共 镀 根 ”? 
解 证 这 种 根 附 存在 可 以 用 不 收 襄 于 零 的 tq} 列 来 说 明 , 假 设 如 表 值 的 列 并 不 如 此 ,那么 我 们 
就 构造 多 项 式 


p=r -Ar+B, 
其 中 当 & 趋 问 无 窃 时 有 
A = l(t+ 国人 ， B, = mgigi 
多 项 式 会 有 根 "> 及 r, ,1, 它 们 是 复 共 罗 的 .从 根本 上 来 说 , 可 以 得 到 原始 多项式 的 -个 二 次 因子 .这 
里 我 们 假设 改 - 1 及 改 民 表 信 的 列 正 是 收效 于 零 , 假 如 他 们 不 是 这 样 的 ,那么 就 有 二 个 以 上 的 很 有 相 
同 的 驶 对 值 .因而 带 要 .-- 个 更 为 复杂 的 过 程 ,细节 ,以 及 刚才 所 作 的 收 伍 性 ,在 国家 标准 局 应 用 数学 
序列 ,49 卷 中 给 出 
什么 是 生成 -- 个 商 - 差 分 格式 的 行 -对 - 行 (Crow-by-row)} 方 法 以 及 它 的 好 处 何在 ? 
解 ”t 徐 从 题 25.25 中 首先 引入 的 按 列 太 法 对 舍 入 误 基 十 分 敏感 .这 就 使 表 25.7 的 最 后 一 列 不 像 
-个 (4) 列 本 该 那 闪 地 收 化 于 零 ,而 代 之 以 展示 一 个 误差 爆炸 的 典型 开始 的 这 一 事实 得 到 解 闪 . 

下 面 的 深 行 (tow by row) 方 法 对 误 益 则 有 较 小 的 敏感 .虚构 表 但 是 用 来 填补 商 -差分 属 式 顶 映 
的 两 行 的 ,其 做 法 如 下 ,从 中 列 昌 发 并 以 中 结束 , 黎 边 的 两 列 对 所 有 的 二 均 由 零 组 成 .这 相当 于 强 
加 存 这 些 边 界 差 分 上 的 适当 性 窒 为 了 控制 合 入 误差 而 作 的 努力 ， 
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2287 ， 


一 0 0 


0 EE 2 da ns, 0 


然后 应 用 菱形 法 则 , 依次 填 每 个 新 行 , 可 以 证 明 在 题 25.25 中 已 得 到 的 相同 格式 将 被 这 个 方法 所 发 
展 , 假设 在 配种 方法 中 都 没有 误差 .在 出 现 误 莽 的 情况 下 亚 行 方法 更 为 稳定 , 注意 在 本 法 中 无 需 计 
算 xs. 

25,30 ”应 用 行 对 行 方法 于 Fibonacci 序列 的 多 项 式 一 工 …1， 
解 & 和 如 前 题 中 所 提示 的 那样 , 填 入 顶 行 其 他 的 用 蓉 形 法 则 进行 计算 . 表 25,8 展示 这 个 结果 .在 
最 后 (罗列 中 性 态 的 改进 是 显 见 的 . 


表 25.8 
中 d d d 
1 [0 
1 0 1 由 
: 2 l 
2 0 -0.5000 0 
1.5000 -0.5000 
3 0 0.1667 0 
1.6667 0.6667 
4 0 -0.0667 0 
1.6000 —0.8000 
5 0 0.0250 y 
1.6250 - D.6250 
和 0 —0.0096 0 
1.6154 — 人 0.6154 
7 0 0.0037 0 
1.6191 -0.6191 
有 0 0 


25.31 应 用 商 - 差 分 算法 来 寻找 
xz4-10r3+35r — SO0r +24=0 

的 所 有 的 根 . 

解 ” EF 这 个 方程 的 根 精确 地 为 1,2,3, 及 4. 然而 ,这 个 算法 并 不 要 求 事先 仙道 关于 这 些 根 锡 信 

息 .所 以 这 个 方程 当 作 一 个 简单 试验 例子 . 商 -差分 格式 , 它 由 题 25.29 的 方法 所 生成 的 列 在 表 25.9 
中 .明显 地 , 它 的 收 伍 是 慢 的 , 丛 是 形成 了 所 期 望 的 模式 .(z) 丽 看 来 是 走向 零 的 而 (9 ) 列 按 4,3,2, 1 
的 那 种 顺序 .或 许 在 这 时 转身 Newrten 法 是 明智 的 , 它 此 常 快 地 将 个 合理 铭 首 次 授 近 , 正 像 我 们 现 
在 有 的 ,转变 为 精确 结果 . 商 - 差 分 算法 正 是 为 了 给 Newton 法 作 准 备 的 这 个 目的 而 常 被 使 用 . 
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表 23.9 
* J 可 4 4 如 a 9 of 9 4 
| 1 0 0 0 | 

110 -3.5000 —1.4286 - 0.48n0 0 
.5000 2.0714 D0.9486 .4800 

210 -1.1154 -0.6542 -0.2439 0 
| 5.3846 2.5325 1.3599 .7229 

3|0 - 0.5246 -0,3513 (1.1291 0 
d4.8600 2.7059 1 .5821 0.8520 

4 0 .2921 — 0.2054 -0.0095 用 
| 4.5679 2.7926 1.7180 0.9215 

4 | —0.1786 -0.1264 一 口 .0373 0 
4.3893 2.8448 1.8071 0.9588 

6 | ,0.1158 -0.0803 -0.0198 0 
4.2735 2,8803 1 .8676 .9785 

7|0 - .0780 0.0521 -0.0104 
4.1955 2,9062 1.9093 0.9890 

8 0 一 由 .0540 — 0.03d2 - DO.A054 0 
4.1415 2.9260 1.9381 D.9944 


25.32 应 用 商 - 差 分 算法 于 Leonardo 方程 . 
解 。 吐 仍 是 使 用 之 行 方法 ,有 偶 们 生成 的 格式 陈列 在 表 25.10 中 ， 


表 25.10 

点 | 二 og 二 _ 9 a a 
一 之 0 0 

1 0 5 一 之 n 
3 -7 之 

2 0 11.6667 {1,5714 0 
—8.6667 5.2381 1.4286 

3 0 ?0513 155 0 
—1.6154 一 1.6574 1.2728 

4 0 7.2346 一 0.1196 0 
5.6192 -9.0116 1.3924 

5 n — 11.,6022 QU18S 0 
-5.9830 2.6091 1.3739 

五 0 5.0396 0.0097 0 
—0.9234 ~ 2.4408 1.3642 


收敛 是 慢 的 ,假设 我 们 在 此 地 打住 .第 二 个 (4) 列 着 来 简直 不 像 蚌 朝 珍 盏 的 方向 前 进 的 , 提 东 "1 与 
为 复 的 , 正 像 我 们 元 论 如 何 已 经 知道 的 那样 .下 一 个 (4) 列 出 现 了 向 零 的 趋势 ,提示 个 实 根 ,我 们 铸 
道 它 掌 近 1.369. Newton 法 会 决 速 地 从 我 们 这 儿 有 的 初 内 估计 值 1.3642 让 生 一 个 特 确 根 , 回 到 复 对 
上 ,我 们 应 用 题 25.28 的 方法 ,从 (Cg) 的 头 二 列 我 们 计算 

5,6192 -9.0116 = -3.3924, ( 1.6154){ 9.0116) 2 14.5573, 

-5.9830 + 2.6091 =— 3.3739, {5.6192)(2.6091) s 14.6611， 

-0.9234 - 2.4408 = - 3.3642, (— 5$,0830){ . 2.4408) < 14.6033, 


第 二 十 王 帝 不 线性 代 娄 


+ 2， 


于 是 41s* -3.3642 与 六 | ss14,6033. 国 此 复 根 近似 地 由 xz+3,3642r + 14.6033=0 纵 出 , 它 使 这 些 
概 汶 ri rass 一 了 ,682 二 3.4311， 

Newton 方法 使 用 复 算 术 可 以 用 来 改进 这 些 慎 ,然而 另 一 个 称 之 为 Bairsow 的 方法 在 这 里 将 被 简 
短 地 介绍 .在 这 个 题 电 我 们 又 一 次 地 使 用 了 商 莽 算法 来 提供 所 有 根 的 像样 的 估计 值 . 对 一 个 能 完成 这 
一 使 命 的 方法 不 应 指 盟 它 快速 地 收 敏 ,然后 在 适当 的 地 方 将 它 转向 一 个 二 次 收 侣 的 算法 是 自然 的 一 
步 . 


Sturm 序列 


325.33 ”定义 一 个 Sturm 序 询 . 


解 ”95 一 个 两 数 序 到 (x), 1(7),…, f(x) 它 在 实 堵 轴 的 一 个 区 间 (a, 6) 二 满 是 条 件 
1. 每 个 六 (xz) 是 连续 的 ， 

2. 广 (rz) 的 符号 不 变 ， 

3, 落 Frys=0 则 三 -区 门 及 天 sr) 天 0， 

4. 若 Fr)=0 则 六 -ifr) 及 大:1(r) 有 相反 的 符号 ， 

5. 著 万 frJ=0 则 当天 充分 小 时 满足 


. fo(r - h) 四 fr Rh) 
sgn rn) len pra 


就 称 为 一 个 Sturm 序列 ， 

25.34 证 明 函 数 fo(x) 企 区 间 (a,5) 上 根 的 个 数 等 于 序列 f(a), f1(a)… f(a) 的 变 号 数 与 
序列 f005), 1(5),…, (8) 的 变 号 数 之 差 ， 
证 团 当 zz 从 4 增加 到 5 时 在 Stirm 序列 中 的 变 导 数 只 能 受到 一 个 或 更 专 的 有 一 个 零点 的 函 
数 的 影响 , 由 于 所 有 的 冰 数 都 是 连续 的 , 事实 于 只 有 falz) 的 一 个 零点 会 影响 它 .因为 ,假设 当 i 
0, artr)=0 则 由 性 质 1,3 与 4 下 面 符号 模式 对 小 的 A 是 可 能 的 ， 


三 一 一 三 
| I fi | 无 -1 ff Fr 
-hl = =- rill + + 
ri+: 0 -=- -1 -0 + 
rih| =， rih| - + + 
在 所 有 的 情况 下 有 -个 符 导 改变 ， 因而 移动 经 过 这 样 一 个 根 并 不 影响 符号 改变 数 .由 条 件 2 函数 


所 {x} 不 可 能 有 一 个 零点 ,因而 我 们 最 次 来 到 fn(z). 由 条 忻 5, 当 我 们 移动 经 过 根 > 时 ,我 们 在 如 与 
入 之 间 , 失 去 -个 变 导 ,这 就 证 明了 谅 定理 .人 们 发 现 这 5 个 条 件 的 设计 是 考 给 到 了 根 -计数 的 性 质 ， 
25.35 若 有 (x+) 是 一 个 无 重 根 的 n 次 多 项 式 ,怎样 才能 构造 一 个 Sturm 序列 用 来 数 它 的 根 ? 
解 上 和 分 了 (zx) = 0(z) 热 后 应 用 Euclidean 算 法 来 移 造 余下 的 序列 如 下 : 
Folx) = fle)Ltz) - falz), 
有 人) = fatr)Ltz)— falx), 
Fat = Ft}L, 1(7) - flr), 
其 中 f(z) 是 nn 一 1 次 的 而 L(xz) 为 线性 的 . 
这 个 序列 fo(fz), f(z),…, (x) 将 是 一 个 Stumm 序列 .为 了 证 明 这 一 点 我 们 首先 指出 所 有 的 
上 的 为 连续 的 ,由 于 fo 及 fi 肯定 是 的 ,由 于 户 是 个 常数 条 件 2 成 立 , 相继 的 若 个 1,(z) 不 会 同 
时 为 零 ,由 三 不 然 的 话 所 有 的 包含 f4 与 f 揭 函 数 序 列 都 会 消失 而 这 将 隐 合 着 -个 重 恨 . 这 就 证 明 
了 条 件 3, 条 件 4 是 我 们 定 文 的 方程 的 一 个 直 搂 结论 ,而 5 被 满足 则 下 二 站 = 万. 
概 如 方法 被 应 用 十 有 重 根 的 多 项 式 ,那么 及 有 天 (x) 的 阮 时 消失 会 给 出 它们 存在 的 证 撕 . 嘱 项 
式 的 降 阶 法 可 以 移 掉 重 根 ,因而 允许 该 方法 应用 于 寻找 单 根 . 
25.36 ”应 用 Sturm 序列 方法 来 定 
4-2.4z3+1.03zz+0.6z -0. 了 = 人 1 


* 29 + 


数值 分 析 


25.37 


所 有 实 根 位 置 . 
解 ” 有 把 这 个 多 项 式 记 作 训 (xz), 我们 首先 计算 导数 ,由 于 我 们 关心 的 只 是 不 同 外 (zr) 的 符号 ， 
通常 用 一 个 正 的 乘 数 将 首 硕 系数 规范 化 尾 方 便 的 . 据 此 我 们 以 174 六 0tx) 并 取 

FH) = x .B81 0,51Sr +0.15. 
下 - 步 是 以 fi 除 如, 人 们 获得 线性 的 商 (7r) = 一 0.6, 次 刻 运用 不 上 上 它 ,以 及 一 个 余 项 
.565z2 二 0.7592 -0.23. 在 这 一 点 上 - ' 个 常见 的 错误 是 忘 了 我 们 机 的 是 负 的 这 个 余 项 - 同样 将 
它 规 范 化 ,我 们 得 到 


fr) = x .34347 + 0.4071. 
以 万 除 广 带 来 -个 线性 商工 =-0.4566 和 一 个 它 的 负 余 项 , 规范 后 为 
六 (= 了 0.6645， 
最 后 以 方 除 fs 我 们 得 到 余 项 为 - 0.0440. 取 其 负 的 并 规范 化 ,我 们 可 以 选 
ftx)}= 1. 
现在 我 们 有 Sturm 序列 并 准备 好 了 去 找 这 些 根 , 确认 在 表 25,11 中 陈列 的 记号 是 件 简 单 的 由 情 ， 
它们 说 明 有 一 根 在 区 间 ( - 1,0) 中 ,一 根 在 (1.2) 中 而 在 (0,1} 中 有 两 个 很 . 


表 25.11 
fn fi 六 f3 fs 恋 呈 次数 
一 me 十 - + - + 4 
1 + 一 1 + 4 
0 + + 一 + 3 
] _ 一 + 1 1 
2 + + + + + 0 
0 + + + + + 0 


车 这 此 区 间 内 挑选 更 多 的 点 , 所 有 的 根 可 以 更 加 精细 地 被 确定 .然而 , 在 用 商 差分 算法 时 存 某 个 时 
刻 后 将 它 移 到 -个 更 快 收 伍 的 过 程 ,诸如 Newton 法 是 明智 的 . -个 提供 所 有 实 根 所 在 位 置 的 首次 
央 计 的 方法 , 像 Sturm 方法 所 做 的, 对 精细 地 确定 任何 -个 根 是 不 经 济 的 . 在 这 个 例子 中 根 证 明 为 
一 0.5,0.5,0.8, 政 1.6. 

证 明 , 存 得 到 充分 好 的 初始 如 近 的 条 件 下 .Newton 法 将 产生 前 题 中 方程 的 所 有 根 . 

证 和 下 面 的 图 25.6 展示 了 名 项 式 的 定性 性 态 .明显 地 任何 -个 着 近 值 zo< -0.5 特 引 出 收 或 
于 这 个 根 的 序列 , 由 于 这 样 的 -个 xo 已 经 在 曲线 韵 吓 的 一 侧 . 类 似 是 任 何 zeo>1.6 区 带 来 应 着 最 
大 根 的 收 黎 . 对 原来 就 紧 挨 着 的 根 就 要 求 精确 的 出发 值 ,在 这 个 例子 中 ， 为 了 考察 怎样 将 模糊 不 清 
的 根 对 分 开 ,可 以 不 要 求 单 根 . 从 图 中 可 见 比 0.5 略 小 的 xo 悔 带 米 到 0.5 的 收 伍 , 而 一 个 比 9.8 略 
大 的 xo 将 带 来 到 0.8 的 收 合 ,由 于 在 这 两 种 情况 下 我 们 都 是 从 凸 的 - 侧 开 始 .注意 到 从 co 一 0.65 
出 洗 , 它 是 介 于 琴 根 之 间 的 .这 就 意味 状 将 跟随 根 水 平 的 切线 ,事实 上 它 导 出 xxe5 在 这 之 后 会 


od 


05 


图 25.6 
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出 现 收 癌 到 1.6 入 的 根 ,这 类 请 沉 章 Newtion 夺 代 法 中 是 会 出 更 的 . 


方程 组 的 Newton 法 


25.38 导出 解 f(x,y) =0,g(z,y)=0 的 公式 


25.39 


25.40 


Ty ni + h, 1s 


Nn Pn-l 十 ka, 1+ 
其 中 点 和 并 满足 
fl rn Yn hi + f lr 了 | 一 一 fxs yn1), 


Be rats Val) hal + Bol ral Ya)kal = — BCXaLs Yn-1), 
这 些 公式 被 称 作 解 两 个 联 立 方程 的 Newton 方法 . 
和 解 上 卫 以 fr 在 (zr，1,y-1) 邹 域 的 Taylor 级 数 的 线性 部 分 来 通 近 它 ， 
Fe 
+ wh ra yt), 
E{Toa) gl Tei Yt) + (x Tr BT Ye) 
一 《3 一 yn- 1) Ey Trt Yn 人 
它 倪 设 所 包含 的 导数 其 存在 的 .以 (zr,y) 表 精确 解 ,两 个 左 侧 项 者 为 零 .定义 z= rs 及 y = ys 它们 是 

使 得 右 侧 为 零 的 数 , 我 们 亚 得 所 求 的 方程. 将 Taylor 级 数 以 它 的 线性 部 分 米 普 代 的 思想 , 就 是 在 是 
25 必 中 导出 解 单 个 方程 的 Newton 方法 的 思想 . 

求 图 .c+ y* =2 与 双 曲 线 zz- 只 = 的 交点 ， 

解 g 这 个 特别 问题 可 以 用 消去 法 方便 地 解 出 .将 它们 模 加 得 到 2.c?=3, 村 是 有 xz 有 e+1.2247. 
相 减 后 得 到 2y*=1, 于 是 y= + 0.7071. 知道 准确 的 交点 使 该 问题 成 为 Newton 方法 的 一 个 简单 试 
验 合子 . 取 xo=1, yo=1. 决 定 五 与 志 的 公式 为 

Dh + Bos Rit = 2 TH al 
zz 1 — Da hat = 1 rs ty 


而 取 n=1 就 成 2h0+2k0=0,280 -2g0=1. 于 是 


1 
hu = — ko = 了 


使 rr， x+Po=1.25， y= yq+ ko 0.75. 
下 一 次 迁 代 带 玉 2.58 +1,581 二 -人 0.125,2.5&1 -1.5k1 一 0 使 hi= -0.025, 率 三 一 D0.04167 及 

rz = rf1 + hi = 1.2250. v2 yD .7083. 
第 三 次 渤 代 安排 了 2.45h2 + 1,416782 一 0.0024,2.45A 一 .4167k2=0.0011 使 ;= 一 0.0003， 
2= 一 0.0012 及 

T= ra+i12247， 一 + 业 二 站 .7071. 
收 禹 于 准确 铺 果 是 芋 见 的 ,可 以 证 明 对 于 充分 好 的 初始 和 逼 近 值 Newton 方法 的 收敛 是 二 次 的 ,这 个 
万 法 的 由 想 可 以 推广 到 尾 何 个 数 的 联 立 方程 . 
其 他 从 代 方 法 世 可 以 对 方程 组 进行 推广 . 例如, 若 我 们 的 基本 方程 f(x, yx} =0， 
ptr y)=0H] 以 改写 成 

T= Flr,y), y= G(r,y), 

出 在 对 下 太 G 作 适 当 的 假设 下 , 送 代 公式 

zy = Ply Yui1), yn = Grit Yn-1) 
对 充分 精确 的 初始 逼近 值 收 笋 .应 用 这 个 方法 于 方程 x sin(zx+y), y=cos(z 一 y)， 
解 8 这 些 方 程 已 经 是 所 要 求 的 形式 ,从 平 丘 的 初始 通 近 值 xo= yo =0 出 发 ,我们 得 到 的 结果 
在 下 而 给 出 .对 这 样 差 的 通 近 信和 不 能 把 收 侣 看 作 是 规律 狂 的 ,往往 是 对 个 己 知 方 达 和 好 的 初始 通 
近 值 为 了 去 寻找 -个 收 笋 的 重新 安排 , 人 们 必须 长 时 间 地 劳动 . 


数值 分 析 
和 0 1 2 3 4 5 6 7 
EE 0 站 D).84 .984 .932 NN.98 nN.935 D.935 
yn 0 1 0.55 O98 1000 098 -0.0998 NN.998 


下 降 法 与 优化 
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最 速 下 降 算法 的 思想 是 什么 ? 
解 ”B3F 各 种 极 小 化 方法 均 包含 了 一 个 以 这 样 ”种 方式 定义 的 一 个 函数 S{z,y), 它 的 极 小 值 精 
确 地 出 现在 {x,y)=0 及 gf,y)=0 的 地 方 ， 于 是 解 这 两 个 联 立 方程 的 问题 可 以 用 对 Sx, y}) 极 
小 化 的 问题 来 蔡 代 ,例如 

SC(riy) = [Fir yp + [g(xr,y)] 
肯定 在 庆 =g=0 处 达到 它 的 极 小 值 零 , 这 是 对 Stz,y) 的 通俗 的 选择 . 留 下 来 的 是 加 何 找 到 这 样 一 
个 极 小 的 问题 ,最 速 下 降 法 从 “个 初始 天 过 值 (zo,y0) 开 始 ,在 这 一 点 上 承 数 S(z,y) 在 向 其 

- gradient S(x,y) | oo [ SS;, — 3,] | 

的 方向 上 下 降 得 最 快 . 为 缩写 起 见 记 
- gradSy = [— Si0 — Syol. 
现在 以 丁 面 的 形式 得 到 -个 闽 的 近似 值 

xz1 ~ Tn- tr0: YLT Wo tos 
选 41 使 S(x,y1) 为 极 小 值 . 摸 言 之 ,我 们 从 (x0, yo) 
出 发 朝 着 - gradSo 的 方向 前 进 , 直 刘 S 开始 增长 ,这 
样 就 完成 了 - - 步 . 而 区 一 步 从 (zi, y1} 开 始 沿 着 
- eradSi 的 方向 前 进 ,过 程 充满 希望 地 -- 直 继续 下 去 
直到 找到 最 小 点 . 

这 个 过 程 草 与 滑 当 音 在 清寺 中 从 一 座 山上 加 到 
谷底 的 过 程 相 比 .他 不 可 能 看 到 自己 的 目标 , 他 开始 
以 最 速 下 堵 的 方向 十 滑 并 前 进 直 人 色 他 的 路 笃 又 开始 

图 25.7 门 坡 , 然后 选 一 个 新 的 最 速 下 落 方 向 .第 二 次 以 同样 
的 方式 走 . 在 - -个 硫 - 状 的 为 群 山 所 环绕 的 山谷 中 , 显 
然 这 个 方法 会 将 它 带 到 离 家 越 来 越 近 的 地方 图 25.7 说 明 这 个 行为 . 虚线 为 等 高 线 或 水 平 线 ,在 该 
绕 上 Slz, yy) 为 常数 ,在 每 - -点 上 梯度 方向 与 等 高 绕 方向 正 交 .因而 我 们 常 以 直角 离开 等 高 线 , 谨 着 
这 和 茶 线 前 进 至 S(z,y) 的 最 小 值 意味 着 来 到 -个 具有 更 低 等 高 线 的 切 点 ,事实 上 它 要 求 无 穷 多 的 这 
类 步子 到 达 这 个 最 小 值 并 限 随 着 一 个 多少 有 点 不 经 济 的 银 齿 路 程 . 
应 用 一 种 最 速 下 锋 的 方法 来 解 题 23.40 的 方程 : 


Tn 


r= sin(x + y), 9 一 cosftr - y). 
解 这 里 我 们 有 
S= +g [rer. sintr+ sy) +[y -cos(r-— y)] 
使 
$s -fiz sin(z + y)JL1- cos(r + y)] 


+ [vy -cos(r -yl[sin(r - y)], 


5, =[x -sintt + yl[— eost x = 3)] 


| 


+ Ey ~ em(z oy) [I - sint7 — »)]. 
假设 我 们 选 6 一 加 =0.5, 则 一 gradSe 一 [0.3.0.6] 由 村 一 个 常数 信 数 可 以 吸引 在 参数 :中 , 找 们 
可 以 职 


Tr1 ~ D.5+1, 31 — 0.3+2r. 


现在 要 去 导 找 S(0.5+ t+， .5+ 24) 的 极 小 .或 是 真 接 寻 查 , 或 是 通过 令 S'(1) 为 等， 我 们 很 快 发 现 极 


25.43 


25.44 
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小 值 在 1 :0.3 附近 ,使 ri =0.8 及 =1.1. 这 个 Seivyi) 值 约 为 0.04, 这 祥 我 们 前 进 到 第 二 步 
自 于 -gradSixs[0.5, -0.25]. 我 们 数 第 - .个 直角 转告, 选 

T2 = B+2t, y= 1.1—t, 
并 找 SC.e2, y2) 的 极 小 值 , 它 还 明 在 1:=0.07 的 附近 ,使 z=0.94 与 yz 一 1.03. 以 这 种 方法 持续 下 
去 我 们 得 到 逐次 近似 值 列 表 如 下 , 可 以 指出 这 个 慢 收 化 是 朝 着 题 25.40 的 结果 的 .这 个 方法 的 慢 收 
全 是 典型 的 , 它 常 被 用 着 对 Newton 法 提供 好 的 出 发 近似 值 . 


Tn .5 0.8 0.94 0.928 0.936 .934 


Yn 0.5 1.1 1.03 1.006 1.002 D.998 


Sh, 0. 恩 D0.04 .0017 0.00013 0.000025 0.000002 
下 降 法 的 进行 由 图 25.8 的 途径 4 所 提示 . 

证 明 -个 最 速 下 降 法 可 以 不 收 误 下 所 要 求 的 结果 . 

证 入 使 用 前 题 的 方程 ,假设 我 们 选 初始 表 近 xo= yo=0, 则 -gradSo= [0,2], 于 是 我 们 = = 
0 及 yi 一 +. St0,#) 的 检 小 值 证 明 是 在 1:=0.55= yi 处 ,以 S(ri, yi) =0.73. 计算 新 的 梯度 ,我 们 得 
到 -gradSiss[ .0.2,0]. 它 指点 我 们 离 所 期 望 的 在 = y=1 近 劣 的 解 朝 西 走 .接着 的 步 上 发 现 我 
们 顺 着 在 图 25.8 中 标 着 B 扩 路 径 前 进 . 找 们 这 星 的 困难 对 极 小 化 方法 是 典型 的 .在 了 = -0.75,y 
=0,25 附近 有 个 次 山谷 ,我 们 的 第 - 步 留 给 我 们 的 正 是 到 通道 的 西边 或 是 二 个 山谷 之 间 的 喜 点 , 因 
此 各 (0.0.553 处 的 下 降 方向 尾 向 西 的 ,接着 下 降 进 入 次 山谷 . 道 常 在 找到 一 条 成 功 的 路 需 可 观 次 的 
试验 . 


/LZ ~ 


图 25.8 


将 下 降 法 的 思想 推广 到 解 最 优化 问题 或 是 解 非 线性 方程 级 . 
解 #5 两 个 主要 的 问题 是 以 什么 方向 前 进 以 及 前 进 多 近 , 公 式 


"= 了 人 aa 人 


十 tH,l 

对 所 有 选择 都 开放 , zx"”4 表 当前 的 逼近 值 , 4 -1 是 在 寻 查 的 卜 个 方向 上 的 -个 单位 向 量 .而 上 就 是 
未 多 远 的 许 量 .对 最 速 下 降落 来 说 ,uv | 就 是 负 梯 诬 向 量 . 广泛 的 各 种 选择 都 曾 被 提出 过 .理想 地 ， 
或 者 人 们 应 跟 鉴 -一 条 曲线 , 它 是 等 高 面 的 一 条 上 自 交 轨 线 , 在 等 高 面 上 上 为 常数 ,其 中 /是 要 忧 化 的 
质数 .然而 , 这 说 导出 了 微分 方程 ,使 用 等 步 长 的 最 鞍 下 降 法 , 等 价 于 应 用 解 微 分 方程 的 Evler 方法 ， 
甚至 Newton 法 可 以 看 成 一 个 下 降 法 , 取 tx 等 了 擂 J17 DFCzW" 站), 以 在 引言 中 用 过 的 记 
号 
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数值 分 折 


二 次 因子 , Bairstow 方 法 


25.45 


25 ,46 


25.47 


25.48 


发 展 一 个 递 挫 公式 ,关于 
qx) = or” + + b,. 2 rr) = br — uw) +h, 
中 的 系数 .而 qtc) 及 r(xr) 由 
plx)} = aozr + r+ ar = (xi ur — vgtr)+r(r) 

解 ”& 将 右 侧 乘 出 米 并 比较 两 侧 x 的 睡 ,我 们 有 

0 = dt 

bi = alt who 

bi = dp + be + De? 点 = 2 
假如 我 们 人 为 地 令 5 1= ;=D. 最 后 一 个 递 推 式 对 上 =0,1,…, nn 成立. 这 些 球 当然 依赖 于 数 # 
及 vw. 
前 题 中 的 递 扒 公 式 可 以 怎样 地 使 用 于 计算 p(xz) 在 一 个 复 变 基 x = a + 如 上 的 值 ( 假 
设 as 为 实 的 }. 
解 5 取 w=2a 及 v= 一 a? -所 ,我 人 有 zi- wr 一 v=0 因 而 pr)=6 (x-2a)+6. 这 一 
方法 的 优点 是 用 实 算 来 得 到 下 ,所 以 直到 最 后 - 步 者 不 出 现 复 算术 .特别 ,车 5,-1= =0 则 我 们 
有 p(x)=0. 复 共 罗 a 土 5i 就 是 p(x} 的 零点 . 
发 展 Bairstow 方法 为 了 使 用 Newton 迭代 法 来 解 方程 组 5, _ (u,v)=0,b,(u,v)= 
0. 

解 g 使 用 Newton 选 代 法 ,正如 在 题 25.38 中 所 描述 的 那样 ,我们 需要 扣 -1 及 所 对 ww 及 w 的 
偏 导数 , 首先 取 对 wu 的 导数 ,并 令 cx = 35441/3u, 我 们 得 到 cc-2-c-41=0,co= bo c=b1+ ucas 接 着 
ch = bi Wca-t + wer-2 
最 后 的 这 个 结果 对 记 =0,1,…,n -1 是 实际 成 立 的 ,因此 cs 由 久 算 得 , 正 像 吕 从 as 求 得 .我 们 所 需 

的 两 个 结果 是 


35 1 dp 
3 
类 但 地 对 b 求 导数 并 令 .一 3641213w 我 们 得 到 4 _;= 4_1=0, 接 着 4 = 站 十 zelo, 之 后 
ds Det WARt + we 2 
后 者 对 肯 =0,1,… ,nn 一 2 成立. 由 于 c 此 di 因此 沫 足 相 同 的 递 推 公 式 具有 相同 的 初始 条 件 ,我 们 已 
既 证 明了 ,当头 =0,1,…,n 一 2, 时 c= 所 特别 ， 
ab 1 了 
dv Ca- a0 ~ C2 
我 们 已 作 好 了 Newton 选 代 的 准备 . 
假设 我 们 有 zfz) :0 的 近似 根 e+ 点, 以 及 与 (xz) 相 关联 的 二 次 因子 x? -uz ~ v. 这 意味 着 
我 们 有 6，1= Bb 一 0 的 近似 根 并 寻找 改进 的 近 伺 人 入 z + 上 ,w+ 二. 校正 基 关 及 下 征文 为 


tr 2 十 《3 二 二 一 Pu 1， 


Cn 由 十 er 中 一 一 百 . 
这 些 是 Newton 选 代 的 中 心 方 种 , 解 出 于 与 二， 


上 二 bacn 3 Orn-iCn-2 太一 


ca 一 fn-lfa-3 ， C2 2 Ca-itn 3 
应 用 Bairstow 方法 来 决定 Leonardo 方程 的 准确 到 9 位 的 复 根 . 
解 。gF 我 们 已 经 用 商 - 盖 分 算法 得 到 极 好 的 初始 遂 近 值 { 参 看 题 25.32}: wo 守 -3.3642， yn 
- 14.6033. 我 们 的 递 推 公式 现在 产生 下 面 的 及 : 


bo iC-!1 cn 2 
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25.49 


国 0 1 2 3 

Op ] 2 10 -20 
by 1 -1.3642 -0.07386 0.03155 
人 1 一 4,.7284 1.2901 


接着 题 25.47 产生 刻 = 一 0.004608,= 一 0.007930 使 得 
ul 一 20 二 一 一 3.368808， mL = wo+ 电 = 一 14.611230. 
重复 这 个 过 程 ,我 们 接着 寻 未 新 的 页 及 局; 


£ | 0 t 2 3 

dk | 1 2 10 -20 
i 1 -1.368808 0.000021341 -0.000103380 

o ;) 1 4,7376]6 1,34891034] 


天 =- 0.000000108， 一 -0.000021852, 
u2 二 一 3.368808108， ra = - 14.611251852. 
再 -次 黑 复 这 个 循环 得 到 和 =63=R= 天 =0 到 9 位 .现在 所 要 求 的 要 为 


十 | 一 下 一 Bu 
—— 1.684404054 + 3.4313313507, 
这 些 可 以 进 - 步 地 通过 计算 所 有 三 个 根 的 和 与 张 积 ,并 与 Leonardo 方程 的 系数 2 及 20 进行 比较 得 


到 检验 . 


一 2 
I+ TI 一 


补 充 题 


应 用 胡 25.1 的 方法 于 方程 x =。 “* 求 一 个 瑟 近 ec=0.5 的 根 . 证 明 从 co=0.5 出 发 , 通 近 值 4j6 及 1 
在 0.567 处 - 致 到 三 位 ， 

对 前 题 计算 出 来 的 前 面 的 通 近 值 进行 Aitken 加 速 . 阿 向 时 它 产生 二 停 精 确 值 ? 

将 方 种 r?= rz+ 了 +1 改 写成 =1+1r+l/z2 然后 使 用 如 题 25.1 中 那样 的 一 种 近代 法 来 求 -- 个 
正 根 . 

应 用 Newton 法 于 题 25.49 的 方程 .让 到 一 位 精确 需要 多 少 次 选 代 ? 达到 六 位 精确 又 常 要 多 少 次 渤 代 
了 呢 ? 

应 用 Newton 方法 于 题 25,51 的 方程 . 

求 3 的 平方 根 到 6 位 精确 ， 

求 3 的 5 次 根 到 6 位 精确 . 


正明 Newton 法 庶 用 于 f(z)= 二 一 QQ=0 导出 关于 产生 倒数 而 无 需 作 除 法 的 桨 代 公式 x = z，1(2 
一 xz- .应 用 这 个 迭代 取 @= ee2.7182818, 从 xo=0.3 开始 及 本 以 zo。=1 开始 .这 此 初始 逼近 中 
的 一 个 对 产生 一 个 收 语 序列 的 准确 结果 是 和 不够 挡 近 的 . 

对 十 25.49 的 方程 应 用 试 位 法 ,从 但 近 值 0 与 1 开始， 

应 用 航 25.18 的 方法 {二 次 揪 值 ) 于 池 25.49 的 方程 . 

应 用 二 次 插值 法 于 [eonardo 方程 . 

使 用 Bernoulli 方法 求 Fibonaec 方程 x? - + 一 1=0 的 主 ( 实 ) 根 . 

应 用 Bernoulli 方 活 于 题 25,31 的 方程 . 

应 用 Bernoulli 方 流 求 4z4+ 4x3+3zr- 了 -1=0 共 这 复 根 的 一 个 主 对 . 

使 用 商 - 莽 分 方法 米 求 是 25,35 中 方 挫 的 让 有 根 ， 

使 用 商 - 差 分 方法 来 确定 题 25.62 中 方程 的 所 有 根 的 位 置 . 
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使 用 “个 Sturm 序列 证 明 36.z5+367 十 2374 -13x1 -12x>?+.rc+1=0 只 有 4 个 实 根 并 确定 这 个 
根 的 位 置 ,然后 应 用 Newton 法 去 精 化 它 . 
使 用 一 个 Surm 序列 证 明 288xz5 - 720z4+ 69471 -321x*+7lr-6=0 有 5 个 紧 舍 的 实 要 .应 用 
Newton 法 岂 定 这 些 根 到 6 位. 
使 用 渤 代 法 求 
一 站 .ysinz + 0.2co8y ?一 .7cosr - 0O.2sny 
的 解 千 近 (0.5,0.5》 
应 用 Newton 法 于 前 题 的 方程 给 . 
应 用 Newtan 法 于 方程 组 c 一 二 ,yy -了 -y 求 -个 接近 (0.8,0.4) 的 一 个 解 . 
应 用 最 速 下 降 法 十 前 题 的 方程 组 . 
应 用 最 速 下降 法 于 是 25.67 的 古称 组. 
己 知 1 为 zi-2x2-Sr+6=0 的 精确 根 , 通 过 降 阶 法 俩 之 为 一 个 二 次 方程 , 求 它 的 另外 两 个 根 . 
求 zt+23ra+7r-il=n0 的 所 有 的 根 准确 到 人 位， 使 用 降 阶 法 以 Newtion 大 Bairstow 选 代 作 支撑 ， 
利用 Bairtew 方法 于 r+ - 3r3+20zr2+44z+54- 旦 求 一 个 种 近 xz 27+2 的 二 次 因子 . 
求 1 一 2.0379z3 -15.4245rz+15.6696xz + 35.4936=0 的 最 大 根 . 
求 211+]6x;+ 工 ?一 74x +56=0 侍 近 过 一 1 的 二 个 根 . 
求 r= xz+4 的 任何 实 根 . 
求 121352=5.217ix 一 2.1167 的 一 个 小 正和 根 ， 
求 x= 2sinz 的 在 x =2 附近 约 根 . 
水 4-3r3+20r2+44zr+54=0 的 一 个 具有 负 的 实 部 的 复 根 对 . 
求 方程 组 


工 sinrcashy, y = coszSin 月 y 
的 在 r =7, y=3 附近 的 解 ， 
在 z=2,y=3 附近 解 x++ y-67=0,x) -3zryw+35=0. 
对 正 工 寻找 y= {ianz)/x? 的 最 小 值 . 
曲线 y =。 *logx 在 何 处 有 一 个 弯 点 ? 
来 1- + 售 现 人 剖 0 的 最 小 正 要 
已 知 sin(xy) =y 一 xz. 求 y(x) 在 f=1 附近 的 极 大 值 . 
求 z4-xr=10 在 zx=2 附 近 的 -个 根 到 12 位 . 
求 e zz=sinz 的 最 小 实 根 . 
将 4 次 多项式 rz4+ 5z3+3r2 一 Sr-3 折 成 二 个 二 次 因子 . 
求 上 = 村 +sinz 在 1 附近 的 个 根 ， 
求 277-13z? 一 22x+3=0 的 所 有 有 根 . 
求 za=xz4+xrs+1l 在 1.5 附 近 的 -个 根 ， 
求 z* 一 5zx3 一 12z2+76z 一 79=0 在 z==2 附近 的 二 个 根 . 
证 明和 通过 平移 变换 c= y - a/3 将 二 次 项 从 一 个 “ 般 的 三 次 方程 


3 十 ars+art+r 二 站 


3 


中 移 去 .同时 参看 下 题 ， 
在 1545 年 Cardano 发 表 了 这 个 解 3 次 方程 x+ hr+e 一 0 的 公式 (注意 缺 二 次 项 ) 


2 和 3 


[VE 


应 用 它 求 zi+3r -4=0 的 至 必 - 一 个 实 根 z =1, 它 也 能 求 rz - 15zr -4= 必 的 实 根 一 4 吗 ? 
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线性 方程 组 的 解 


这 完全 能 有 理由 作为 数值 分 析 的 首要 问题 .许多 应 用 数学 问题 归结 为 一 组 线性 方程 ,或 一 

个 线性 方程 组 
Ar 三 此 

具有 已 知 的 短 阵 A 与 向 基 户 以 及 待定 的 向 盖 z. 为 解 它 大 量 的 算法 已 经 被 推出 , 其 中 的 若干 种 
算法 将 在 这 里 提出 来 .可 用 算法 的 多 样 性 表明 这 问题 表面 上 的 初等 特征 是 迷惑 人 的 , 存在 着 数 
不 清 的 陷 围 . 

Gauss 消去 法 是 最 古老 的 算法 之 一 并 且 依 然 是 最 流行 的 算法 之 一 . 它 包 含 以 方程 某 种 方 
式 的 组 合 来 替代 原 方 程 使 得 得 到 一 个 三 角形 方程 组 . 


HT 十 WI2T2 + inn C1 


区 222 Wanin = C2, 


ami Ce 
在 这 之 后 , x 的 分 其 容易 被 求 得 ,一 个 分 量 跟 在 另 一 个 之 后 ,通过 称 作 回 代 的 过 程 ,最 后 一 个 方 
程 确定 x,, 把 它 代入 次 后 一 个 方程 而 得 x -1 等 等 ， 

Gauss 算法 还 提供 对 和 矩阵 A 的 因子 分 解 , 其 形式 为 A = LU, 其 中 UU 为 一 个 正三 角 阵 如 上 
无 所 示 , 而 工 为 一 个 对 前 元 均 为 1 的 下 三 角 阵 .这 个 算法 可 以 用 来 证 明代 数学 的 基本 定理 , 它 
处 理 方程 组 是 否 有 一 个 解 存在 的 问题 . 当 相 应 的 齐 次 方程 组 Az =0 只 有 和 解 x = 0 时 定理 保证 
了 azr= 确切 地 有 惟一 的 解 .方程 组 以 及 系数 矩阵 A 这 时 被 称 作 非 奇异 的 . 当 Ar =0 有 其 
他 的 不 阿 于 x =0 的 解 , 则 称 方 程 组 与 矩阵 4 为 奇异 的 ,在 这 种 情况 下 Arz = 65 不 是 根本 没有 
解 ,就 是 有 无 究 多 个 解 .奇异 方程 组 出 现在 特征 值 问题 中 .假若 本 童 的 方法 漫不经心 地 用 在 一 
个 奇异 方程 组 中 ,就 有 令 人 惊讶 的 可 能 性 出 现 , 即 不 可 洲 免 的 会 入 误差 将 把 它 变 成 一 个 “几乎 
等 同 ” 的 非 奇 异 方 程 组 ,这 时 可 能 产生 一 个 计算 “人 解 ", 而 其 实 根本 是 不 存在 的 . 

因子 分 解法 将 4 转化 为 LU 或 LDU 形式 的 乘积 ,其 中 工 是 一 个 其 主 对 角 线 上 方 的 元 素 
为 零 的 矩阵 , U 则 在 主 对 前 线 下 方 的 为 零 ,而 万 只 有 对 角 线 上 的 元 素 不 为 零 .矩阵 工 称 为 下 
三 角 阵 而 U 则 为 上 二 角 阵 . 若 工 或 二 的 折 有 对 和 角 元 索 均 为 二 它 就 征 称 为 单位 三 角 阵 . 
Doolittle, Crout, Cholesky 等 方法 以 及 像 已 经 担 到 的 Gauss 法 都 产生 因子 分 解 . 当 A 已 以 这 种 
方式 分 解 成 因子 时 , 解 就 容易 得 到 子 .由 于 

Ar= LUrz = LL{Ur)}y= Ly = 站， 
所 以 我 们 先 就 Ly= 5 解 出 y, 然后 就 Ur =y 解 出 xr. 这 二 个 三 角 方 程 组 中 的 第 一 个 应 对 和 癌 前 
回民 ,而 第 二 个 则 应 对 向 后 回民 ， 

近代 法 生成 对 解 向 量 x 的 逐次 道 过 序列 . 这 种 奖 型 的 典型 代表 是 Gauss Seidel 方法 , 它 赋 
予 方程 组 Ax = 5 以 如 下 新 形式 


b 
中 


让 zx 从 第 ; 个 方程 中 解 出 . 一 个 对 所 有 z; 的 初始 授 近 允许 每 个 分 量 依次 得 到 校正 , 当 一 轮 特 
环 完成 后 就 开始 另 一 轮 . 一 系列 收 全 性 定理 已 得 到 证 明 , 这 个 方法 常用 于 稀 酌 矩阵 , 在 那里 许 
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数值 全 本 
多 元 素 均 为 鹤 . 
使 用 出 
r=6— A 
定义 的 残 世 向 量 > 作 选 代 改 进 是 种 常用 的 算法 . 今 。 为 误 关 
e=r- rl!), 
并 观察 


Ae = Ar — Axr'D=p-(p-r)=r, 
解 4e = 产生 一 个 的 还 近 值 , 称 它 为 e 中 ,由 此 


rl) (1) 


tr 
成 为 一 个 对 真 解 x 的 新 的 通 近 值 -只 要 看 来 是 有 成 效 的 这 个 过 程 就 证 以 持续 下 去 . 

有 广泛 的 一 类 更 为 精细 的 达 代 方法 . 
在 一 个 计算 解 z( 扫 中 误差 的 出 现 其 诛 困 是 多 方面 的 .输入 数据 可 能 昆 不 完美 的 , 也 就 是 
说 ,A 及 5 的 元 素 可 能 会 有 误差 . 在 求解 算法 的 执行 过 程 中 由 乎 肯定 地 会 造成 舍 人 误差 ,在 一 
个 大 型 问题 中 它们 也 许 基 数 以 百 万 计 的 . 当 一 个 收 钱 的 迭代 过 程 终止 时 ,手边 的 过 近 值 未 必 就 
是 真 解 ,这 类 来 源 的 最 后 误差 可 以 作出 估计 , 虽然 常常 是 十 分 保守 的 , 然而 它们 是 重要 的 .向 后 
误 莽 分 析 在 考察 内 部 舍 人 问题 时 是 -个 有 用 的 工具 ， 

系数 短 阵 A 的 特性 严重 地 影响 党 莽 性 态 . 接 近 奇 异 的 方程 组 对 A 与 8 中 的 即使 是 小 误 
差 以 及 对 内 部 的 合 入 都 极其 敏感 . A 的 条 件 可 以 使 用 乍 阵 范 数 的 概念 数值 地 描述 ,大 的 条 件 
数 意味 着 一 个 接近 奇异 的 矩阵 与 相对 差 的 误差 控制 .这 类 矩阵 也 称 为 病态 的 (十 conditioned,， 
或 称 坏 条 件 的 }. 有 了 时 坏 条 件 将 被 算法 的 怪异 举止 而 揭示 出 来 不幸 的 是 ,这 并 不 总 是 如 此 . 


矩阵 求 北 


当然 ,知道 矩阵 的 道 ,将 会 允许 Ax = 作为 一 个 额外 的 结果 被 解 出 ,因为 
r= A 15， 
然而 对 线性 方程 组 的 求解 而 言 它 通常 是 一 个 不 经 济 的 过 程 . A ”的 元 素 的 完全 的 知识 只 是 在 
少数 几 类 应 用 中 被 要 求 , 首 推 统计 分 析 .刚才 讨论 过 的 解 Ax = 的 方法 可 以 被 采用 来 求 道 . 消 
元 ,分 解 , 达 代 以 及 一 个 变换 法 将 在 问题 中 加 以 说 明 . 


特征 值 问题 


特征 值 间 题 要 求 决定 数 4 使 线性 方程 组 Ar = Xr 有 除了 xz =0 外 的 其 他 的 解 ,这 些 数 称 作 
特征 值 .相应 的 解 , 或 特征 向 其 , 同样 是 令 人 感 兴趣 的 . 列 出 二 种 一 般 性 的 处 理 方 法 . 

1. 一 个 矩阵 4 的 特征 密 项 式 奇 4 的 特征 信和 作为 它 的 零点 .为 寻求 这 个 多 顾 式 类 似 于 
Gauss 消去 法 的 一 种 直接 方法 将 被 包括 在 内 .可 以 用 25 章 的 方法 来 求 它 的 零点 ,以 得 
到 的 特征 值 代入 Ar = Xx 便 产 生 一 个 奇异 方程 组 , x 的 某 些 分 景 值 可 以 被 指定 , 而 简 
化 的 方程 组 可 以 用 我 们 关于 线性 方程 组 的 方法 来 求解 . 

, 宕 方法 生成 向 量 , 以 一 个 和 多少 有 点 任意 的 初始 同 廿 V， 

rtP) 二 和 
并 产生 主 特征 值 与 它 的 特征 向 县. 对 于 大 的 产值 它 证 明 z( 六 接近 于 一 个 特征 向 旺 , 它 
对 应 于 


[we 


bliArtp) 
{Pty(p, ’ 
一 个 称 作 Rayleigh 商 的 公式 . 通过 修正 引出 绝对 地 最 小 的 与 菜 个 次 大 的 {next 
dominant) 特 征 问 量 
一 个 有 意义 的 变 招 是 使 用 特征 值 移 位 的 息 想 来 加 速 赛 法 的 收敛 , 道 苇 法 及 道 选 代 
法 部 是 这 种 思想 的 发 展 . 
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3. 还 原 到 正则 形式 (简化 后 的 形式 诸如 对 和 角 乍 阵 , 三 对 和 角 阵 , 三 角 阵 , Hessenberg 阵 } 能 用 
客 种 方式 来 进行 . 当 采 用 相似 变换 来 完成 时 特征 值 不 变 . Jacobi 方法 针对 一 个 实 对 称 抵 
阵 进行 基于 子 矩 阵 
be 一 | 
sing cos 


的 旋转 , 并 导出 一 个 几乎 对 角 和 矩阵 . Givens 方法 使 用 类 似 的 旋转 并 以 有 限 的 几 步 达到 
一 个 三 对 角 阵 . QR 方法 , 在 其 种 环境 下 产生 一 个 三 角 失 阵 , 所 有 这 些 方法 的 根本 息 攀 
是 正则 形 邱 阵 的 特征 值 更 容易 被 求 得 . 


复方 程 组 


假如 -一 个 计算 机 具有 复 算术 功能 可 用 , 则 许多 用 来 解 实 方程 组 的 方法 可 以 取 来 用 于 复 的 . 
假如 不 然 , 复方 程 组 可 以 改变 成 等 价 的 .但 是 更 大 的 实 方程 组 ,因此 比较 
(A+ iB)(r+iy)=a+ 届 


[sab 
对 它 应 由 我 们 的 实 算法 . 求 道 问 题 
(A+iB)(C+iD)=1 


可 以 类 似 的 处 理 . 特征 值 也 可 用 这 种 方式 来 处 理 . 


的 实 部 和 虚 部 , 导出 


题 解 
Gauss 消去 法 
26.1 用 Gauss 消去 法 解 


解 ”上 时 我 们 从 在 第 1 列 中 找 绝对 值 最 大 的 系数 开始 .这 里 它 在 顶部 .车 不 然 ,需要 作 一 个 行 交 换 来 
安排 它 . 这 个 最 大 的 元 素 称 为 第 一 主 元 .现在 定义 


oa _ 1 _2a_ 1 
2 fn 3 
并 将 第 1 列 的 下 面 二 个 元 素 以 一 种 熟悉 的 方法 化 为 零 , 即 从 第 i 个 方程 减 去 第 一 个 方程 磋 忆 141, i = 


2,3. 其 结果 如 下 : 


1 十 证 zs+ 广 z =1， 


2 


1 1 1 
1272+ 12z3 二 ”2， 
1 4 1 
12*2 + 4573 7 3 


这 及 第 一 次 改变 过 的 方程 组 .同样 的 方法 现在 诺 用 于 由 下 二 个 方程 华 成 的 较 小 的 方程 给 . 又 一 次 地 钨 
对 值 景 大 的 系数 已 经 在 首 列 的 页 部 ,所 以 不 适 要 进行 行 交 换 . 我们 找到 
i1y 
tf32 = a =1, 


于 是 从 第 三 个 方程 减 去 第 二 个 方程 梁 以 4132.1 上 标 (1) 指 第 一 次 变换 过 的 方程 组 . ] 于 是 我 们 有 


"400 . 


26.3 


数值 分析 
Ai + Dts =1 
1 i 1 
12*2 + 1273 = 2 1 
1 1 
18073 6 


并 显 央 是 二 角 方 各 组 . 接 下 来 通过 回 代 来 进行 求解 , 它 以 道 序 由 底 向 上 或 出 溃 分 基 xz; 
34 = 30,72 二 一 36， .1 = 9., 

为 什么 主 元 重要 ? 

解 本 考 虚 极端 的 例子 ; 


10 izri + zz =1, 
TIT1+ XT2 =2. 
这 个 非常 小 的 系数 使 得 解 显 然 应 该 十 分 地 接近 xi = zz = 1. 假 设 我 们 不 取 主 元 并 且 只 能 用 4 位 小 数 
进行 计算 , 精确 相 碱 会 产生 方程 
(1 -10)zz = 2— 10°.. 
但 是 以 小 数位 数 的 限制 我 们 必须 整理 成 
105x = 105, 
它 还 是 以 zz=1 提供 纵 我 们 , 然而 ,继续 回 代 我 们 就 面 对 
10 35z,+1=1 
造成 x1 0 而 不 是 期 待 的 1 
但 是 现在 交换 这 二 个 方程 ,将 第 1 列 的 最 大 系数 带 至 主 元 的 位 置 ; 


了 1 十 x2 一 2， 


10 Sxi+ za =1. 


辕 确 的 减法 现在 会 带 来 
(1 - 10 5x, = 1-2(010 3)， 
对 寸 它 相 同 的 限制 会 省 入 到 rz= 1. 这 时 回 代 成 为 
X71+1= 2, 
因而 x， =1. 选 主 元 造成 元 意义 与 完美 结果 之 间 的 差别 ,从 许 包 不 是 那么 极端 的 方程 组 的 经 验 已 经 表 
明 选 主 元 是 消去 法 算法 的 一 个 重要 部 分 .所 描述 的 技巧 称 为 部 分 选 主 元 , 因为 对 最 大 系数 的 寻 查 只 限 
于 在 当前 的 那 列 中 ,进入 其 他 列 广泛 的 寻 查 将 导致 列 的 交换 , 它 的 价值 尚 待 讨论 . 
手边 的 例子 可 以 用 来 作 进 : 步 的 说 明 .第 一 个 方程 滋 以 10° 可 以 得 到 


ri + 10° x = i0, 


£1 十 x2 二 2， 
它 使 选 主 元 变 得 没有 必要 .通常 的 减法 当 精 确 地 完成 后 便 得 到 

{1 103) x2 = 2— 105. 
但 在 舍 人 后 叉 变 成 

- 105zy = - 105， 
所 以 rz = 了 .但 是 这 么 一 来 zi = 1 一 105=0, 四 而 我 们 得 到 前 而 的“ 解 ”. 这 要 点 是 , 当 在 某 处 出 现 非 
党 大 的 系数 时 甚至 连 选 主 元 都 可 能 无 济 于 事 .-- 个 走出 这 个 国境 的 途径 可 能 是 列 交换 ,然而 将 代 的 办 
法 蚌 将 每 个 方程 规格 化 , 使 绝对 值 最 大 的 系数 在 每 个 方程 中 天 约 相同 ， 做 这 件 事 的 一 个 流行 的 办 法 是 
将 每 个 方程 均 以 它 的 尺 十 绝对 值 为 最 大 的 系数 来 队 . 鲜 个 方程 的 " 范 数 "将 是 1. 当然 在 我 们 的 竹子 中 
我 们 会 回 到 藉 来 的 方程 组 . 它 告 诉 我 们 的 是 ,规格 化 与 部 分 选 主 元 相 结 合 是 产生 好 结果 的 好 机 会 
对 xp 线性 方程 级 综述 Gauss 算法 . 
解 “ 本 假设 在 题 26.1 中 描述 过 的 类 型 已 进行 了 到 步 ,将 方程 组 带 到 形式 
HTL TT Bi 


， 
UAT2I 十 二 所 2 


v 
TT 


26.5 


26.6 
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a De t+ a rs 一 5, 
六 从 二 
顶端 的 天 个 方程 是 它们 的 最 终 形式 ,及 wg,…, wit 表 涉 上 个 主 元 ,在 利 下 的 n 一 六 个 方程 中 系数 加 以 
这 改变 后 的 方程 的 上 标 仆 ) .我们 干 - 步 是 在 底 王 的 nn -上 个 方程 中 的 x41 之 系数 间 找 第 (+ 1) 个 
主 元 . 它 将 是 绝对 值 最 大 的 并 且 它 的 方程 将 与 第 &+ 1 个 方程 交换 .以 这 个 在 应 放 的 位 加 十 称 其 为 
ws-1.411 的 新 主 元 , 得 到 -: 蚀 新 的 磁 数 为 


【有 
k+l 
WR+ 1 
通过 方程 相 减 , 在 新 的 主 元 下 方 就 被 化 成 零 . 系数 按 以 下 规则 改变 : 

是 和 ,和 


lok4l = 1 三 大 寺 2,…',n， 


t+ Ly 二 ck) 
Ry 一 a tktl ss 


了 = 十 
BD = 6 hanbe, 


以 二 =0 指 原 方 程 .算法 的 回 代 部 分 由 


to 韦 + 2 ,ens 


表示 . 

什么 是 Gauss-Jordan 变种 ” 

解 EF 这 里 通过 进 - 步 相 减 在 每 个 主 元 的 上 方 及 下 方 均 生成 零 .因此 最 后 的 矩阵 是 对 角 的 而 不 是 
二 第 的 , 所 以 回 代 就 被 取消 .这 个 思想 是 吸引 人 的 ,然而 它 包 售 了 比 原 来 的 算法 更 亏 的 计算 量 因而 绢 
少 有 合用 它 . 

估计 对 nn x x 方程 组 执行 Gauss 算法 所 才 的 计算 量 . 

解 EF 考虑 系数 证 阵 4 约 化 成 一 个 三 角形 式 ,这 是 工作 基 占 最 大 份额 的 地 方 .在 第 一 步 上 , 要 得 


到 (n -13): 个 修改 后 的 系数 .我们 进步 将 我 们 的 注意 力 限制 到 这 类 系数 的 数量 上 .在 相继 的 步 中 ， 
这 个 数 日 在 减少 但 大 的 总 数 将 是 


(+ 一 22++l 
个 系数 . 据 代 数学 的 :个 知名 缚 果 它 等 于 (2nm3 :32+a)76, 从 它 里 面 抽出 主 项 *373 作为 … 个 计算 
量 大 小 的 简单 度量 . 若 n=100, 这 个 数 就 往 6 位 数 前 进 . 
应 用 Gauss 消去 法 于 下 面 方程 组 , 假设 计算 机 只 能 用 二 位 泽 点 数 进 行 计算 . 
rx1+677x1 + 0.33r;3= 2, 
0.4Sr1 t+ ro + 0.5373= 2, 
0.67.rl1+0.33r2 + zi3= 2. 


解 以 140.45 及 151=0.67, 下 面 左 柚 的 数组 概括 了 过 程 的 第 一 阶段 ,然后 以 13s= -0.17 在 
右 盆 的 数组 表示 最 后 药 三 角 化 . 

1 0.67 0.33;2.0 1 0.67 0.33;， 2.0 

0 0.70 O40111 0 O70 0.40; 1.1 

0 -0.12 0.78 .70.7 0 0 0.85 0.89 
回民 现在 从 


89 
“3 0,85 


开始 , 这 里 假定 我 们 用 双 信 精度 的 累加 器 , 但 无 论 如 何 要 舍 入 到 1.0. 于 是 


2 -| 十 | {1.1 -0.4) = 1.0, 


= 1.047 


71=2-0.67 -0.3 = 1.0. 
不 项 计算 机 的 严格 限制 , 还 是 得 到 精确 解 (1,1.1) ,这 是 因为 我 们 有 一 个 非常 如 人 意 的 拭 阵 【同时 参 
看 是 256.20.) 
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26.7 Gauss 消去 法 与 系数 矩阵 的 因子 之 间 有 什么 联系 ? 
解 E5 使 用 题 26.1 的 结业 ,形成 算 阵 与 U 如 下 ， 


1 0 0 
1 0 0 1 
L=|lis 1 0|= 2 1 9 
i ta 1 1 
3 1 1 
1 1 
1 一 -一 -一 
ul Hl2 HI 2 3 
i 1 
| ， u22 #23!1= 10 17 五 | 
0 0 对 1 
0 0 180 
于 是 
1 1 
1 2 3 
1 1 1 
LU = 7 3 4 = 六. 
1 1 i 
要 4 5 


关 三 这 个 因子 分 解 的 一 般 证 明 参 看 下 一 题 ， 
26.8 证 明 若 为 一 个 下 三 角 阵 具有 元 素 志 以 及 ls =1, 并 且 若 U 是 一 个 上 三 角 手 隆基 有 元 


素 w,; 则 LU= A. 
证 “天 证 明 包 含 了 三 角 算 阵 的 某 些 容易 的 练习 ,简要 地 回 列 开放 的 例子 ,定义 


ri 00 

1 1 0 0 
-1 

Si = | 2 ， sh 1 中 

1 -1 1 


L 3 0 | 
当 它 应 用 到 方程 的 左 侧 时 ,考察 到 乘积 S14A 实现 Gauss 算法 的 第 一 步 ,而 S2S44 接着 实现 第 二 步 . 


这 意味 着 
SSI4 = TD A= Si'SiU= LU, 
其 中 上 = S51 1S71!. 同 时 注意 到 


1 0 0 
1 100 
sui=|2 10|， sii= |o 1 4|, 
1 1 1 
> 01 
因而 求 首 通 过 改变 i 元 的 符号 而 实现 . 
对 于 - - 般 的 问题 先 假 没 无 需 变换 .定义 征 阵 
， _ 
' 1 
L; = -ho ， i= 1,.…,n ， 
= fa, 1 


所 有 其 他 元 素 为 零 .正如 在 钢 子 中 那 祥 ,这 些 了， 中 的 每 -- 个 实现 消 元 过 程 的 一 步 ,使 
La-1Ln 2 上 1 六 = U, 
A= LU = LU, 
昌 十 其 有 对 角 元 为 1 的 下 三 角 阵 的 乘积 本 身 为 同类 型 的 ， 故我 们 得 到 因子 分 解 .此 外 , 由 于 每 一 个 道 
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是 通过 改变 避 元 的 符号 来 实现 的 , 所 以 这 些 都 是 容 易 做 到 的 并 可 以 通过 相 乘 来 再 现 


1 0 ~ 0 

dal 1 机 0 
L= 

Enl 上 tn,n 1 1 


丙 在 假设 要 作 某 些 行 交 换 . 引进 交换 算 阵 


1 
1 列 了 列 
乘积 1,A 会 将 4 的 i 和 j 行 变换 ,而 A1, 会 将 相应 列 交 换 , 消去 法 现在 使 用 了 “ 连 串 的 了 交换 和 工 ， 
运算 ,导出 了 表达 式 


Ls-iln Lod iLL nA 一 U, 


其 中 r 为 合 有 被 选 主 元 的 行 . 它 可 以 重新 整理 成 
(LED 
或 
工 -1P4 = U, PA = LU. 
以 卫 表 包括 an - 1 个 变换 的 置换 抢 阵 .假设 A 非 奇 异 ,这 意味 着 存在 着 一 个 行 奸 控 使 PA 有 LU 因子 
分 解 .这 个 分 解 的 惟一 性 由 题 26.14 看 将 是 显然 的 ， 


假设 LU 因子 分 解 已 经 完成 求解 方程 组 Ar = e， 
解 4 由 于 工 ,U 及 P 均 在 所 ,我 们 有 
Ar = LUr = PAxr = Pb, 
并 令 y= Uz, 首先 从 Ly = Py 来 解 y. 它 可 用 向 前 四 代 方 便 地 完成 .然后 以 向 后 区 代 解 Uz = y. 更 加 
明确 , 取 ,家 Pb 的 个 元 素 ,方程 组 Ly= P8 为 
Th = pl; 


ta21¥1 + £22¥2 = pz, 


aly + ny tr +t my = pn, 
其 中 所 有 4 = 1 .通过 向 前 回 代 解 显然 为 mm = pi1, y2 = 加 一 Lai 或 更 为 一 般 地 有 、 
Yr = Pr A rr Yr ls 
对 r=1,…, .然后 以 题 26.3 的 公式 完成 们 后 回 代 ,变化 的 只 是 将 声 换 成 y: 
1 
Hn 


以 i ==n,…,4, 如 果 方 程 组 必须 有 不 止 _- 个 5 要 解 时 ,分 解 因子 与 向 前 -向 后 回民 的 组 合 特别 有 用 ， 


Tz! 二 | Cy, Ht airtn ) 


26.10 什么 是 一 个 紧 致 的 算法 ? 


解 EF 当 Gauss 消去 法 用 手 算 来 完成 , A 的 许多 元 素 被 重复 多 次 .在 计算 机 中 这 会 等 价 于 车 成 存 
情 空 间 的 无 节制 使 用 .对 于 用 大 型 方程 组 可 取 的 是 存 久 空间 及 计算 机 叶 间 两 方面 都 要 经 济 . 为 此 ， 
设计 了 紧 事 算法 .例如 , 消 元 过 程 ,年 阵 4 的 下 三 角 被 零 所 置换 .这 些 存 储 的 位 置 可 以 更 好 地 用 来 记 
录 逐 次 的 j< 的 局 值 .在 执行 结束 时 和 的 工 三 角 将 被 U 所 取代 .而 下 三 第 为 少 了 单位 对 角 元 的 
工 .没有 必要 储存 所 有 的 交换 矩阵 .一 开始 时 定义 -个 向 量 v 具有 元 来 (1,2,3,…,n) 就 足够 了 ， 
而 在 每 一 步 上 简单 地 对 调适 当 的 元 素 . 例 如, 车 第 一 个 主 元 在 第 三 行 中 , 则 (3,2,1,4,…, nn) 可 以 记 
录 这 一 点 .没有 必要 具体 地 将 行 交换 , 因此 在 这 个 调动 中 节约 了 时 间 . 如 果 需 要 的 话 可 以 从 最 后 的 
来 构造 只 换算 阵 已. 或 着 就 用 w 本 上 身 来 进行 向 量 5 之 元 素 的 交换 ， 


数值 分 析 


26.11 将 题 26.10 的 方法 应 用 于 和 窍 阵 


0 2 3 
3 1 2 
2 0 1| 
1 


fb tl 和 王 


3 0 
解 FP 基本 计算 际 济 在 图 26.1 中 .在 三 步 之 内 原始 矩阵 就 被 置换 成 “个 4x4 的 数组 包含 了 阶 
跟踪 交换 的 向 其 % 外 所 有 需要 的 信息 . 

在 这 时 矩阵 A 去 横 为 在 PA 的 LU 盆 解 中 的 一 个 三 角 矩 阵 向 最 "告诉 我 们 二 角形 是 吕 然 的 ， 
如 果 我 们 以 2,3,4,1 的 顺序 来 观察 行 的 话 .事实 上 没有 标 星 呈 的 元 素 是 属 十 因子 U 的 ,7 因子 也 可 
以 通过 以 同样 的 行 顺 序 取 标 有 星 号 的 元 素来 讯 出 . 帮 为 置 接 抵 阵 己 , 可 出 在 其 他 地 方 全 为 零 而 在 2， 
3,4,1 区 各 放 一 个 工 的 方式 来 构成 恕 下 : 


0 10 0 
lo00o10 
0 0 1! 
1000 
0 123 
3 0 1 2| 已 知 的 得 阵 4， 1.2.34.4 
2 3 0 1| 确 访 第 -个 主 元 3， 
1 2 .30 
0* |1 2 3 
田 0 1 2 | 将 它 的 行 号 避 到 "中 的 第 一 个 位 置 上 
2*  ， 7 1 v= 2 3; 3,47 
3 “3 “3 “3 | 计算 并 铺 存 态 ( 囊 时 号 的 )- 
通过 减法 计算 9 个 新 元 素 〈 实 线 的 右 侧 )， 
1 |， 8 _2 
了 3 3 
， 1*| 20 28 
mV 3 5 
确认 第 个 诗 元 2 列 以 及 实 线 的 右 侧 ) 
3 0 1 2 将 它 的 行 号 带 和 至 一 的 第 二 个 位 置 
了 3 2 1 Y= 2 3, 1， 才 ) ， 
2 -< -= | 计算 i 并 储存 它们 ( 带 星 号 的 ). 
3 3 3 | 计算 4 个 新 元 素 . 
1 ?| 到 _4 
3 3 9 9 
1* 5* |24 
0 3 7 |7 
确 兴 最 后 一 个 主 元 3 列 以 及 实 线 的 右 侧 》 
3 0 1 2 将 它 的 行 号 带 至 中 第 三 个 位 置 
， 一 2,3 由 1) 
2” 3 _2 _1 | 计算 并 储存 它们 ， 
3 ~ 3 3 计算 一 个 新 元 素 . 
1 2 /BN_4 
3 3 ~\9 9 
图 26.1 
入 们 现在 可 让 计算 
3 0 1 
2 301 
PA=1U-— ， 
12 3 人 
1123 


第 . 直 六 章 ” 线 性 方程 组 “305 ， 


并 以 此 来 检验 采取 的 所 有 步骤 ， 
26.12 使 用 上 题 的 结果 并 给 出 5 向量 的 分 其 为 (0,1,2,3), 解 Ax =5. 


解 EE 我 们 使 用 题 26.9 中 的 提示 .首先 不 是 Ps 就 是 向 量 w 量 新 安排 5 的 分 量 成 序 几 (1,2,3， 
0) .虽然 这 是 不 必要 的 ,但 还 是 想象 我 们 直接 地 把 方程 组 Ly = PP 列 出 来 . 

[0 0 mB na 

23 1 0 0 

VY3 1 ofly 3 

0 3 57 1 Ly, 


向 前 回 代 则 得 出 x= | 1 他， 


十 ，- 基 | .转向 Uz =y 我 们 而 对 
3 0 1 2 i 上 | 

0 3 -2/3 -11/31|72| 14/3 
看 


0 28/9 -49| [zl | 
0 0 247 | — 1277 


由 此 就 来 到 了 z= | 十 ,十 ,十 ， -二 ) ， 它 可 以 在 Ar = 6 中 直接 好 得到 验 汪 
26.13 证 明 线 性 代数 基本 定理 ， 


证 FP 我 们 使 用 Gauss 算法 .假如 它 可 以 继续 下 去 到 最 后 ,就 产生 一 个 三 角形 方程 组 , 然后 通过 


回 代 将 产生 惟一 的 解 , 若 所 有 &, 为 零 .这 个 解 有 全 为 零 的 分 量 .这 已 是 定理 的 首要 部 分 .然而 假设 这 
个 算法 不 可 能 继续 到 预期 的 三 角 短 阵 结束 , 这 种 情况 仅 当 在 其 一 时 刻 在 菜根 水 平 线 以 下 的 所 有 每 
数 均 为 零 时 才 会 发 生 . 为 明确 起 见 ,比如 说 该 算法 已 经 到 达 了 这 一 时 刻 . 


型 上 二] 十 三 pls 
um tt = by, 
HE + = bh, 

0 = bi 

i 

0 = 6 


于 是 在 齐 次 的 情况 下 ,那里 所 有 的 » 均 为 零 我 们 可 以 随 我 们 及 繁 选 zi 1 至 xn, 接着 决定 其 他 的 x， 
但 是 在 一 般 情况 下 ,除非 5 全 ,至 5p 愉 ' 都 是 零 ,没有 解 是 可 能 的 , 若 这 些 六 确实 发 生 窜 的 情况 , 则 我 
们 还 可 以 自由 地 选取 zy1 至 zw, 之 后 其 他 x, 被 确定 .这 就 是 基本 定理 节 内 容 . 

因子 分 解 

26.14 通过 对 对 应 元 素 的 直接 比较 , 确定 使 得 A = 工 U 成 立 的 工 各 [的 元 素 . 
解 EF 假定 无 需 作 交换 .这 时 我 们 将 从 让 


! 0 人 
ta 1 0 Oo nu Wa 2 21 Gan 
ist 83 1 0 0 0 于 说 Han | 3 Hn 
da din ta 1 0 0 D 机 nn [an i 好 


两 侧 的 对 应 元 素 相等 ,这 相当 于 za 个 未 知 量 4 及 wj 的 a 个 方程 .行列 式 的 运行 如 下 .首先 以 I 的 
横行 乘 0 的 所 有 列 来 得 到 


Hi = RL! 了 了 = 1， 
接着 以 上 的 行 ( 略 去 第 一 行 ) 冬 U 的 第 一 询 , 得 到 iu, =an 和 tl 随 之 而 得 
= 1 一 了 


， 
Hl 


接 下 来 转 到 工 的 第 二 行 乘 U 的 名 列 { 略 去 第 一 列 ), 于 是 U 的 第 二 行 是 


"6 烙 秆 分析 


Wa) = a bal,, 1 -2,7, 
项 在 以 工 的 各 行 { 略 去 第 - -二 行 ) 莱 口 的 第 - 列 .涉及 的 所 有 元 素 除 了 242 外 已 是 现成 的 ,所 以 我 们 
对 它 求 解 . 


1 ,= 43i2 一 li 
i2 » 
71 


以 这 种 递 推 方式 进行 下 去 ,我 们 交 赫 地 每 到 U 的 各 行为 


Hr Rp Dm 了 二 在 
鲜 一 行 后 接着 就 是 上 相应 的 列 


这 个 方法 称 为 Doolitde 算法 . 
26.15 什么 是 Crout 算法 ? 
解 Crout 算法 也 能 产生 4 的 因子 分 解 ,具有 形式 LU ,其 中 三 的 对 角 元 为 1, 工 有 - 般 的 
克 和 角 元 .关于 求 这 些 因子 的 元 素 , 其 公式 的 获得 十 分 类 似 于 题 26.14 中 的 ,但 是 有 意义 的 是 指出 , 以 
D 表示 -个 对 前 元 辆 风 UU 的 相同 ， We 便 有 
= LU= LIDD DU = (LDIID-IU) = LU.. 
于 是 一 本 了 分解 是 和 全 相关 联 的 
26.16 推出 Choleski 方法 用 于 分 解 一 个 实 对 称 正 定 第 阵 ， 


解 路 这 里 我 们 将 找到 形 如 


让 = 工 L7 
的 因子 , T 表示 转 置 .该 过 程 几乎 等 同 于 题 26.14 的 那些 ,由 于 有 对 称 性 允许 我 们 只 考虑 A 的 下 三 
角 .三 阶 的 Hilbert 矩 阵 可 以 再 一 次 充当 小 讽 的 导 引 . 


i 0 0 ty la ia 1 172 173 
ly ta OD 0 fy ta|= [172 1/3 1/41. 
a tn Iolo 0 ly 173 1/4 1/5 


上 的 元 家 将 依照 从 项 到 底 利 从 左 到 右 的 顺序 得 到 . 
tut = 一 1 ， tl 一 ] ， 


lait11 = 六， zl = 广 ， 
5 + i = 村， i 一 市 : 
tai = 二， tal 二 了 
pt+tam = i = 市 : 
训 + 庙 + 全 = 计 ， im= 攻击 


计算 仍 是 递 推 的 ,每 “ 行 只 有 一 个 术 知 量 ， 
因为 算法 按 这 种 方式 展开 ,我 们 现在 应 该 有 望 将 我 们 的 努力 扩大 到 对 四 阶 的 Hilbert 矩阵 , 只 需 
将 工 加 边 ,添上 新 的 底 行 及 第 四 列 . 


rl 0 0 0 
1 1 1 12 453 174 
全 0 全 
2 V2 112 113 114 175 
LL? = L7 = . 
1 _ 1 1 0 173 174 175 176 
3 V2 vi180 1/4 175 1/6 177- 
[Diy i ta dd 


于 是 我 们 得 到 


fatil = 于 fa 二 二 
zad1tal 十 Lalaz = 1 ， tt = 3 
等 等 ,直至 4 一 /5120 及 144 = 7/140. 
算法 可 以 用 下 面 的 方程 来 概括 
De En 一 ps i= 1,…,r-l1, 
Tat- 
依次 地 用 于 > =1,…，,#. 
误差 和 范 数 
26.17 什么 是 矩阵 4 的 条 件数 ? 
能 ”WP 它 是 在 计算 中 矩阵 可 情 程 庶 的 一 个 度量 .对 于 一 个 给 定 的 范 数 ,我 们 定义 条 件数 为 
CA)= HA .HA TH, 
并 看 到 , 使 用 题 1.34, 有 C(I)=1, 其 中 【是 恒 等 矩 隆 .此 外 ,使 用 题 1.38， 
CCA)= TATA I = 1 
所 以 慎 等 御 隆 有 最 小 的 条 件数 . 
26.18 假设 方程 组 Ax = 5 中 的 向 其 5 含有 输入 误差 .估计 此 类 误差 对 解 铅 量 x 的 影响 . 


算 二 十 大 章 ”线性 方程 组 


解 《将 方程 组 改写 为 
Ar 二 下 十 站 
与 Ax = 所 联合 在 一 起 得 到 
Afre -了 = e， Te- I=Al, 


由 它 并 且 使 用 题 1.60, 得 出 


Jr-zl 人 lA lel. 
为 把 它 转变 成 -个 相对 误差 入 计 , 从 Ax = 我 们 有 
Hat lztzlel 11 人 于 
最 后 
Lee ial. al det - ct) 中， 
在 这 个 式 子 中 出 现 条 件数 . 
类 他 地 从 

el 和 AY- 及 1411zl， 

我 们 得 到 
Heal 十 ze 一 工 | 
GOT 和 fi 


给 我 们 关于 相对 误差 的 一 个 下 界 和 上 界 . 
假设 方程 组 4z = 6 的 矩阵 A 含有 输入 误差 ,估计 此 类 误差 对 解 向 其 x 的 影响 ， 
解 8 将 方程 组 写成 

(A+E)r, =& 


并 与 Ar =5 联合 在 一 起 得 到 
Alr.— Tx) =— Er,, 


导出 
jx rl A El: Ia, 
Nz -x - IEL ,. [El 
Foi SA laAl-. yaT = CA) AT 


407 * 


“308 


26 .20 


26.21 


数值 分 析 


它 估计 了 相对 于 解 的 瀑 差 .这 里 又 出 现 4 的 条 件数 . 
这 里 以 及 在 上 题 中 它 度 晤 输入 误差 被 放大 了 多 少 ， 
还 可 以 得 到 相对 于 解 + 的 估计 . 些 奖 估计 之 一 为 : 


Ir -zl -ea ELZ LA | 
rz -AYE ALY) 


在 计算 机 只 以 二 位 泽 点 数 进行 计算 的 假设 下 , 重新 对 开局 的 例子 ( 题 26.1) 进 行 上 作 . 
解 EF 现在 方程 组 取 形 式 
1.0zl +0.50x2 +0.33z4 = 1.0, 
OQ.50r +0.33r +0.25zy = 由， 
0.33r1 +0.25cr3 +0.20zr = 0 
并 当 zi =0.5 太 1i=0.33 时 它 很 快 就 转化 为 
0.08x3 + 0.09x3 = — 0.50, 
0.09zra + 0.09x3 = 一 0,33. 
同时 第 一 个 方程 保持 原样 .这 里 我 们 通过 篇 单 的 减法 计算 闵 可 以 完成 我 们 所 要 的 三 角 化 ， 
0,.01x = 0.17 
现在 向 后 回 代 得 到 r,= 17, x3 一 -21,zi= “0.6 和 一 个 “ 解 "向 量 ( ~0.6,17，- 21). 与 准确 解 (9， 
- 36, 30} 相 比 , 我 们 看 到 根本 没有 任何 类 似 之 处 . 要害 是 ,这 方程 组 的 年 阵 是 声名 狼 基 区 Hilbert 息 
阵 家 族 的 一 个 低 等 级 的 或 员 . 将 记 与 我 们 计算 机 的 严格 限制 连 在 一 起 就 导出 了 -~ 个 荒唐 的 结果 . 
在 题 26,42 中 将 要 得 到 的 送 矩 阵 为 
9 -36 30 
-36 192 - | 
0 -180 180 
在 这 里 的 大 元 素 应 该 受到 注意 .最 大 范 数 是 36 + 192+ 180= 408, 使 条 件数 为 


Ca)y= Al .1A'l = 时 (408) = 748. 


操 题 26.19 我 们 现在 有 估计 式 


' 9.005 1 


过 748| 11 | = 2.04， 
‖ 2 | 


提示 了 一 个 200 折 的 相对 肖 差 .很 明显 , 前 面 的 计算 是 幼稚 的 .至 少 需要 4 位 数字 . 
作为 对 比 , 回顾 题 26.6 中 如 人 意 的 各 阵 , 它 人 允许 即 使 用 - -个 两 位 的 计算 宙 也 能 获得 精确 解 ， 对 
王 那 兴隆 其 最 大 范 数 是 和 而 逆 拨 阵 也 有 接近 于 2 的 范 数 .于 是 条 件数 接近 4 而 我 们 估计 为 


| ze 一 并 | 
| ze 


| 一 站 中 


< 4 = 0.02, 


~ 


或 者 说 2% 的 最 大 误差 . 
什么 是 “最 接近 的 奇异 矩阵 "( “nearest singular matrix" 和 定理 ? 
解 # 假设 4 是 非 奇异 的 而 召 是 奇异 的 .这 时 ， 由 线 代数 基本 定理 ,存在 着 一 个 向 量 = 天 0 满足 
Br =0. 对 这 个 > 
ach = Ar-Br| = 114-B)zls1A- 吾 |， lr, 
并 出 于 上 = 4 1 Ar, 我 们 还 可 得 


Trl 和 TATl :lArlh. 
由 于 4 是 非 奇 异 的 , 消 挤 因子 Ar | 便 得 到 


TA BT < 上 证 ， 


芝 就 是 所 要求 的 定理 . 

它 提供 的 信息 是 A 的 道 答 阵 之 大 小 至 少 是 A 到 最 接近 的 奇 皇 征 阵 如 之 " 环 离 "的 倒数 . 

车 4A 近 平 奇异 , 则 4 -会 有 一 个 大 的 范 数 . 若 和 是 在 140 =1 的 意义 下 规格 化 的 ,条 件数 还 
是 上 的 . 

作为 -个 推论 我 们 有 下 面 的 直观 的 结果 . 


26.22 


26.23 


26.24 


26.25 


26.2606 


" 309 + 


若 B 大 “ 足 句 党 过 "于 非 奇 葵 阵 A 的 ,在 47 及 一 Bt 比 趾 A! 中 大 的 意义 下 , 则 BB 也 是 非 志 
异 的 . 


使 用 题 26.21 的 定理 来 估计 在 以 前 的 题 1.13 中 列 出 的 方程 组 之 矩阵 的 条 件 . 

Tl] + 3a 一 1 ， 

1l.lr1it+ zx» = 2. 
解 #5 关键 是 条 件数 所 突 要 的 4 (并 大 总 是 容易 具有 精度 地 获得 .虽然 这 里 不 是 这 种 情况 ,我 
们 观察 到 系数 害 阵 接近 上 奇异 矩阵 
rt 1 

83° L 中 

并 且 得 到 (使 用 最 大 范 数 ) 1 A 1 =2.1， | 有 一 站 上 =0.1, 所 以 


上 43 > 站 = 10， (4) 之 人 .110) = 21. 


估计 由 于 在 题 26.22 的 第 二 个 方程 中 用 1.01x; 来 代替 x; 所 造成 的 误差 . 


0 
解 8 民 关 生 阵 为 下 = | 。 ，， | 具 志 最 大 范 数 0.01. 因 此, 我们 的 估计 是 
| x -zl JE 0.01 
ja Caial <al 2.1 | 0.1. 


对 一 个 1% 的 输入 误差 我 们 预期 一 个 10% 的 输出 误差 .这 种 放大 是 来 自 4 的 坏 条 件 . 正 像 由 CA4) 
所 度量 的 那样 . 

直接 解 方 程 组 , 我 们 得 贸 工 = 010, 一切 及 xz,= (11, 一 10). 对 于 0.09 约 相 对 谋 益 这 使 得 x, - 
z=1 而 | z= 二 11. 赦 一 个 10% 的 放 太 差 不 难 被 实现 . 
解 一 个 线性 方程 组 的 许多 中 间 计 算 使 得 会 入 误差 成 为 一 个 重要 因素 . 泽 翌 才能 估计 这 
个 误差 ? 
解 ” 有 EF 向 后 误 羡 分 析 曾 径 造 就 了 在 这 个 图 难 依 域 中 的 惟一 实 实在 在 的 成 功 . 它 展示 了 伟人 误差 
的 累积 效应 可 以 通过 壮 增 赫 代 方程 组 (4 + 开 )Jzr= 右 来 加 以 估计 ,其 中 忆 是 4 的 -个 摄 动 矩阵 . 接 
着 找寻 天 的 元 内 的 界 . 在 x 中 的 误差 就 可 以 用 题 25.19 的 公式 如 以 估计 .细节 远 不 是 那么 显然 的 ， 
然而 对 大 多 数 解 的 算法 已 经 进行 到 底 .完整 的 历史 必须 在 文献 中 去 寻找 , 但 是 一 种 简 灶 了 的 处 理 导 
出 部 分 满意 的 办 


max | es | nA[Lmax | ay 1 二 《3 十 放生)max b, | 
提供 在 题 26.113 至 26.117 中 .这 里 的 AA 依 束 于 单位 会 入 误差 而 号 依赖 下 已 知 扎 阵 4 的 由 计算 得 
到 的 因子 工 及 UU. 
稍微 深刻 -- 些 的 估计 
| 王 ‖ (1.06max | wy 1)(3m 一 3)2 

可 能 应 用 起 米 较 为 方 材 , 秽 如 ,车 态 为 0 阶 的 (x =100). 而 执行 计算 的 位 数 相 当 于 用 8 位 小 数 (2 z 
一 10“), 同 时 对 第 一 个 因子 我 们 作 了 等 J- 10 的 粗 估 , 则 我 们 得 到 

TEN S01.3)10 *, 
这 提示 了 成 许 用 来 计算 的 小 数位 的 一 半 已 不 由 有 意义 .当然 ,这 个 估计 是 保守 的 ,因为 它 洪 有 考 虚 
到 谋 差 常常 会 有 一 定 程度 的 相互 枢 消 . 
系数 矩阵 A 的 条 件数 怎样 加 入 舍 人 误差 估计 过 程 ? 
解 EE 千 回顾 题 26.19. 解 的 相对 误 益 的 界 为 


| x x 


| CA) 二 人 

其 中 ,下 天 在 是 日 内 部 舍 人 误 益 引起 的 对 A 的 拉动 第 阵 .对 于 一 个 规格 化 的 4, .re 的 相对 误差 因而 
是 两 个 尖子 (A 的 条 件数 和 王 的 范 数 ) 之 乘积 . 

若 有 双人 入 位 精度 算术 可 用 ,全 入 误差 的 情况 能 有 多 少 收 进 ? 

解 上 据 题 26.24 中 的 公式 ,车 因子 2 ?可 以 从 10-5 减 办 至 10 .会 获得 外 加 的 8 位 小 数 无 疑 
是 一 个 重要 的 改进 ,然而 有 一 个 副作用 .对 太 型 方程 组 而 言 , 即使 在 单 倍 位 时 , 要 用 大 其 的 存 博 空 


" $10， 
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间 . 双 信和 精 认可 能 正 处 十 两 难 境 地 .有 一 个 折衷 的 办 法 , 类似 于 人 们 在 题 19.8 中 描述 过 的 那样 ,在 
那里 其 着 眼 点 是 在 计算 时 间 上 而 不 是 存 情 空 间 . 不 是 在 每 个 计算 与 仓 储 时 都 以 双 倍 位 进行 ,而 是 把 
这 高 层次 的 活动 仅 限 于 在 算法 中 随处 可 匈 为 数 众多 的 内 积 计算 .一 县 计算 完成 ,它们 的 值 可 以 单 倍 
位 鱼 存 , 所 造成 的 舍 和 误差 只 是 - -次 而 不 是 本 该 有 的 n 次 .人 在 编程 时 无 喜 加 什么 力气 就 能 把 这 个 特 
性 结合 进去 ,而 其 回报 能 够 是 可 观 的 . 


26.27 近似 解 xz, 的 残 基 由 向量 
r=p— Ar, 
来 定义 , 它 给 出 线性 方程 组 中 每 个 方程 不 满足 的 晤 , 残 其 与 re 的 误差 之 间 有 何 关系 ? 
解 0 由 于 对 精确 解 有 4r = 65, 我 们 有 
r = Atr— zy), -z= A lr. 
而 生 使 用 上 肿 1.37 有 
Telrad TA ri 
出 Ar =6 类 似 弛 我 们 有 
aa 站 
这 样 除 相应 的 元 素 导出 所 要 求 的 结果 ， 
1 | r 上 -x 1 | 
cm el < Ta CA Ts 

， 的 相对 误差 以 相对 残 量 的 倍数 为 其 上 下 界 ,在 这 个 倍数 中 包含 了 4 的 条 件数 ,车 C(4 ) 接 近 1， 

中 相对 误差 接近 相对 残 量 , 它 当然 是 总 无 困难 地 适用 的 .然而 ,假如 C(A) 是 个 大 数 .即使 也 许 是 

水 的 数 . 也 有 充分 理由 去 怀疑 在 z. 中 的 不 精确 性 .换言之 ,假若 A 是 坏 条 件 的 , 方 各 组 可 能 被 一 个 

含有 大 误差 的 ,近似 地 满足 .从 乐观 方面 来 看, 主要 看 上 述 不 等 式 的 左边 , 当 C(A) 为 大 数 时 ,即使 

葡 量 天 还 是 允许 误差 为 小 最, 虽然 发 生 这 种 情况 的 概率 似乎 是 十 分 小 的 . 
26.28 什么 是 迭代 改进 的 方法 ? 

解 I 汪 今 产 =- 并 将 上 题 的 方程 Al 一式,)=r 改写 为 

Ah 一 六) 
这 个 方程 组 有 与 原 站 方程 相同 的 系数 矩阵 . 若 A 已 被 分 解 ,或 是 Gauss 消去 法 的 步骤 以 其 种 方式 被 
保留 , 它 就 以 相对 小 的 代价 把 它 解 了 .手边 有 了 ,人们 计算 
r= Xt+h. 

于 是 得 到 一 个 新 的 并 可 以 推测 为 更 好 的 对 真 解 的 通 近 值 . 现 在 可 以 计算 新 的 残 量 ,而 只 要 看 来 有 效 

果 过 程 就 重复 下 去 .这 就 是 过 代 改 进 的 思想 .假如 可 以 用 双人 悦 位 算术 , 这 是 用 它 的 -个 极 好 的 机 会 . 
近代 方法 
26.29 ”使 用 下 面 的 熟知 的 例子 说 明 解 线性 方程 组 的 Gauss-Seidel 迁 代 .一 条 竹 跟 内 在 一 个 方 


形 的 多 通道 迷宫 中 (图 26.2) ,在 每 一 个 交叉 点 处 
它 随 机 地 选择 一 个 方向 并 前 进 至 下 一 个 变 受 点 ,在 
那儿 它 又 随机 地 选 一 个 方向 等 等 .一 条 狗 从 交叉 点 
i 处 出 发 最 终 出 现在 南面 迎 界 上 的 地 率 是 什么 ? 

解 8 假定 恰好 有 9 个 内 部 交叉 点 ,如 图 所 示 . 令 Pi 代 
表 狗 反 第 】 个 交叉 点 出 发 最 八 出 现在 南边 上 的 概率 , 令 
也 2 Py 类 伏地 被 定 文 . 假设 在 它 到 达 的 每 个 交 关 点 ,一 
条 多 很 可 能 随意 地 选 一 个 方向 , 并 假设 只 要 它 到 达 了 任何 
-个 出 口 它 的 游 动 就 算 结束 .概率 论 于 是 为 P 提出 下 面 
的 9 个 方程 ， 


图 26.2 
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*“ 311， 


26 ,30 


1 

Pl = 4 0+O+P2 + P,), Ps 一 0+ Pi+ Pst Ps), 
1 

Py= 二 (00+ Pi+0+P， Pe: (P+0+ P+ Pp), 

Pe 本 (P: + Pat Por Pe) Ps -本 (Ps + Ps+0+ Po)， 
工 1 

P = 吉 (P4 +O+PPs+ 二 Ps = (P+ P+ Post 1), 


Ps = Per PestQ+1). 


保留 方程 的 这 种 形式 , 我 们 选择 P; 的 初始 台 近 值 . 这 旦 有 可 能 作出 明智 的 猜想 , 亿 是 仍 假 定 对 所 有 
的 天 我 们 取 的 是 平 几 的 初始 值 已 = 4, 按 列 出 的 顺序 取 方 程 ,我 们 逐个 地 计算 第 二 次 的 过 近 人 以, 首先 
P| 算出 来 为 零 .接着 P,,…, Ps 也 如 此 .但 是 这 之 后 我 们 得 划 


P= 十 (0+0+0+D = 二， Ps = 二 [0+ 寺 +0+1|= 训 ， 
i 5 | 21 
Po= (0+it tO0+1)= G4 


这 样 每 个 已 的 第 :次 这 近 值 就 有 了 .注意 在 计算 Ps 和 Ps 时 分 别 用 到 P 和 Ps 的 最 新 着 近 值 .看 
来 使用 早 些 时 的 退 近 信 意 义 不 太 . 这 个 (使 用 最 新 值 的 } 过 程 更 快 地 导出 正 硝 结 果 . 现在 以 同 翌 的 方 
式 逐 次 得 到 通 近 值 , 迁 代 持续 到 在 所 要 求 的 小 数位 不 出 现 进一步 的 变化 为 止 .工作 到 3 位 ,得 到 表 
26.1 中 的 结果 .注意 前 出 的 P; 为 0.250, 这 意味 着 从 中 心 出 发 的 狗 之 中 有 1/4 会 出 现在 南面 的 边界 
上 .从 对 称 性 的 角 度 , 这 是 合理 的 .可 以 将 所 有 的 9 个 值 回 代 人 原始 方程 作 进一步 检验 , 来 看 请 残 量 
是 桔 蛙 小 基 . 


表 26.1 
迹 代 P, Pz 了 3 了 3 ps Ps Pp Pa Py 
他 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 i 0 0 0 0 0 0.250 0.312 -0.328 
2 0 0 0 0.062 0.078 0.082 0.328 0.394 0.328 
3 0.016 0.024 O027 0.106 0.132 0.127 0.375 0.464 0.398 
0.032 0.053 O045 0.10 0D.196 0.160 0491 0.499 0,415 
5 Qu48 0.072 0.038 Ol6l 0.223 0.174 0.415 0.513 0.422 
6 0.058 0.085 0O.065 0.174 0.236 CD.18i 0.422 0.520 -0.425 
7 0.065 0.092 O068 0.181 0.244 0.184 0.425 0.524 0.427 
8 0.068 0.095 OM0 0!84 0.247 0.186 0.427 0.525 0.428 
9 oD 0.097 0071 0.186 0.249 0187 0.428 0.526 0.428 
10 0.071 0.098 0.071 0.187 0.250 0387 0.428 0.526 0.428 


在 Gauss-Seidel 方法 的 这 一 例子 里 9 个 方程 中 的 每 一 个 者 以 下 面 的 撕 式 出 现 ， 
P = 

并 且 以 此 形式 来 校 止 对 P; 的 逼近 , 甲 到 的 是 其 好 分 量 的 景 新 值 .值得 注意 的 是 在 得 个 方程 里 态 边 
的 那个 未 知 量 有 最 大 的 系数 . 
对 一 个 一 般 的 线性 方程 组 推出 Gauss-Seidel 方法 . 
解 ti 本 该 算法 最 经 营 的 是 庶 用 于 具有 对 角 占 优 的 第 阵 A 的 方程 组 Ar =5. 在 任何 情况 下 , 人 们 
应 该 道 过 行 和 列 的 对 调 进行 整理 , 尽 可 能 地 使 较 大 的 元 素 落 在 对 角 线 上 ,方程 组 的 第 i 个 方程 将 z 
用 其 他 的 去 知 量 来 表示 而 解 与 它 , 俱 如 我 们 使 用 记号 zt 天 对 zx 的 第 次 通 近 , 则 算法 的 进行 外 
例子 中 那样 . 


0 i 
(ty az 多 一 … -aaza 
TI 二 

#11 


| 0 eo 
1 一 bo 一 2 
22 ' 
一 11) 一 人 1》 站 0 
了 工时) = 03 0317 R32 一 一 
” 是 


上 标 {0) 表 初始 通 近 更 一 般 地 我 们 对 z, 的 次 避 近 有 


上 
一 【时 出 {hl1} 
bo- Doar Da 
ky) = 1=1 r=-+] 

1 了 


在 这 电 面 第 一 个 和 使 用 了 对 其 有 ji<i 的 z 的 第 k 次 通 近 ,而 第 二 项 和 使 用 了 具有 j> i 的 zz 的 第 
(天 一 1 次 通 近 .此 处 主 = Ta 各 有 二 【 
26.31 表示 Gauss-Seidel 算法 为 奸 阵 形式 . 
解 ”EF 首先 矩阵 A 窗 分 末 成 
A-L+iD+U, 
其 中 上 及 U 是 对 角 线 上 元 素 为 零 的 下 三 衣 与 上 三 角 阵 .于 是 题 26.30 的 一 般 公 式 可 以 写成 
ris) 一 Ditep 也 Te 
它 可 以 就 x*' 解 出 .首先 
(+rD IL = Dig- DUr* 0, 
它 导 出 
了 0U 0), 
或 是 
了 
26,32 什么 是 一 个 定常 的 算 阵 迁 代 ? 
和 解 ”# -个 具有 形式 
rik = Merce 十 [BR 
的 矩 位 近代 称 为 定常 的 , 若 Mi 与 Ci 不 依赖 于 上 .于 是 选 代 变 成 
0 Mr + 人. 
Gauss Seidel 方法 是 定常 的 , 它 具 有 这 种 M 及 CC. 
M=-(tD+L IU C= (D+L)!. 
26.33 讨论 矩阵 迭代 的 收敛 性 . 
解 0 首先 我 们 要 求 Ar =5 的 精确 解 是 送 代 法 的 一 个 不 动 点 . 即 ,我 们 将 x = 各 15 来 替代 
rl 一 Mctt-1) + Ch 
中 的 输入 巡 近 值 与 输出 遂 近 值 ,内 而 有 
x MAbp+ Ch = Mr + Cw 
它 对 所 有 向 量 5 均 成 立 ,所 以 我 们 令 系数 相等 . 
下- 一 Ri4 十 人 
T= ad + Ca. 
现在 我 们 定义 e 的 为 天 次 遂 近 逢 的 误差 ， 
a 
于 是 
ef = 了 一 Mree Cw 
二 Milx _ 工作 -1 = ATett 1 
这 吉明 控制 误差 性 态 的 就 是 Ms .重复 使 用 这 个 结果 ， 
ett) 一 MU Maieto， 
其 中 ce 中 是 初始 误差 ,对 -- 个 定常 的 千代 而 吾 它 就 成 了 


tk} = Mgt). 
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26.34 证 明 ; 候 如 矩阵 A 是 正定 .对称 的 , 则 Gauss-Seidel 近代 对 任意 的 -一 个 初始 向 量 x 四 下 

全. 
证 和 因为 对 称 性 ,A 二 L+ 记 +L", 它 使 

MD+L)iLi. 
若 4 上 及 是 M 的 - -个 特征 值 和 特征 向 量 , 则 

(D+ LY = Mt 

Liv =— A(tD+L}y. 
以 vw 的 共 声 转 管 (以 w* 来 表示 }) 米 预 束 ,得 

DEL -vA(D+L)v, 
然后 将 wu* (D+ 上)w 加 到 两 边 
vAv = (1 -Ajv (D+ LL)v, 
朱 为 4&= 工 + 万 +L7. 然 箱 w"Av 的 失 绝 转 置 为 w Av， 所 以 对 于 上 个 方程 的 右边 同样 必定 如 此 . 因 
此 以 1 表 大 的 共生 , 有 
(1_2ostDP+L)ro -Ao (Dri)v = (1 -tv Do+z Lo) 
={1 Av Do A (D+ LL)T). 
将 项 进行 合并 ， 
(1 -1 Do D+L)Tm= (1- Au Do. 
再 将 两 边 乘 以 (1 一}, 并 作 少量 代数 运算 最 后 我 们 有 
(1 la lv Av =| EA lv Dr. 
但 是 v* Av 及 vw* Dw 都 是 非 负 的 央 而 4 不 可 能 等 于 1( 因 为 这 会 带 四 到 Au = 站 ,所 以 
1a2<1. 
扬 有 特征 慎 都 位 于 一 个 单位 加 内 并 哥 证 lmM* =0. 因 此 对 任何 z 中 来 说 e 的 极限 为 零 ， 
26.35 ”怎样 才能 将 一 个 加 速 方法 应 用 于 Gauss-Seidel 迭代 ? 


解 06F 由 于 co = Met 0, 我 们 预计 误差 可 以 按 一 个 常数 速率 下 降 ,十 分 像 在 题 25.4 那样 .外 


推 到 极限 的 思想 也 就 使 人 联想 起 它 本 身 .这 里 它 滚 取 的 形式 为 
Artttl 


(42 _ 
zr-' 一 
人 了? 


一 


对 i=],…, 太 .上 标 表 示 相 继 的 三 个 逼近 值 . 
例如 ,使 用 表 26.1 的 中 心 列 , 在 该 列 中 我 们 知道 校正 值 为 0.250, 在 第 4 行 至 第 8 行 的 误差 为 
在 第 三 位 小 数 上 的 54, 27, 14,6, 与 3. 这 非常 接近 于 稳定 地 减 六 .假设 我 们 尝试 外 推 到 极限 使 用 的 其 
下 面 的 三 个 元 素 , 与 它们 连同 对 应 的 差分 一 起 如 下 所 给 出 ， 
0.196 
0.027 
0.223 .0i4 
0.013 
0.236 
我 们 得 到 


_ _ (0.01372 _ 
Ps = 0.236- bh O14 = 0.248 


它 是 在 正确 的 方向 上 ,假如 不 是 特别 戏剧 性 的 话 ， 
26.36 什么 是 松弛 法 与 趣 松 弛 法? 
解 ME 中 心思 想 是 使 用 残 量 作为 如 何 校正 已 经 得 烈 的 般 近 值 的 指示 器 , 例如 过 代 公 式 
x 二 rl + {四 _ Ar‘e-1)) 
有 松弛 法 的 特征 . 已 既 发 现 给 也 残 量 一 个 外 加 的 权 可 以 加 速 收 敏 ， 由 此 导出 超 松 弛 公式 诸如 
了 (有 一 rt) + tf 一 Ar't-!)), 


取 ze>1. 这 个 思想 的 其 他 变化 也 已 经 被 使 用 过 
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26.37 改编 超 松弛 法 来 加 速 Gauss Seidel 收复, 
解 ” GF 自然 的 改编 为 
rt 一 TD 十 wlp Lx 人 tt) 一 {D+ Ur ], 
具有 译 = 上 + 亡 + 如 如 前 .我 们 中 如 =1.2, xz 中 =0, 并 再 -次 尝试 去 解 狗 在 迷 官 中 的 问题 .我 们 发 
现 生成 的 零 如 前 直至 
1 


pi = pI + 1.2| 0.250 + tp - PY + P|) = 0.300, 


1 
4 


PH = PH + 1.2| 0.250 + Ph + Tp — PEO + 


pg | = 人 0.390， 


PiD = ph + 1.2| 0.250 + Ph + PD - PY) = 0.418， 


以 同样 的 方式 得 到 逐次 遂 近 值 并 列 在 表 26.2 中 .注意 现在 所 需 选 代 次 数 约 为 一 半 ， 


表 26.2 
Eterafinn P, P; Pi Ps Ps P, Py Ps Pa 
0 0 0 0 0 站 0 0 0 0 
i 0 D 0 让 0 心 0.300 0.3%0 0.418 
2 0 0 0 O090 0.144 0.169 0,384 0.506 0.419 
3 D028 O052 O056 0149 0.234 0.182 0.420 0.520 -0.427 
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矩阵 求 首 


26.38 推广 Gauss 消去 法 来 产生 系数 矩阵 A 的 逆 和 矩阵 . 即 , 求 4 使 A4 := 工 
解 “ 再 一 次 用 古 26.1 的 方程 组 , 我 们 简单 地 同时 处 理 三 个 5 向 其 .从 数组 


1 1 
1 二 100 
1 1 1 
7 3 4 011 
1 1 1 
3 50001 
出 发, 左 半 边 是 4 而 右 半 按 是 [现在 第 一 个 Gauss 大 导 出 的 新 数组 为 
1 1 
1 二 1 00 
1 1 上 
0 2 7210° 
1 4 1 
017 5 3°01 
这 里 让 第 二 个 主 元 还 原 为 1 将 方法 稍 加 改变 , 通过 将 第 二 行 滋 以 12 来 执行 这 一 措施 ， 
1 1 
1 二 1 00 
o 1 1 -6 120 
1 1 _- 
0 0 ji86 6 1 


第 二 步 还 完成 了 方程 组 的 三 角 化 .此 时 可 以 使 用 向 后 回民 来 解 三 个 不 同 的 方程 组 ， 每 -- 组 包 人 省 晤 后 
三 列 向 量 中 的 一 列 .然而 ,我 们 不 去 回 代 而 是 扩充 第 二 Gauss 步 .继续 以 第 二 行为 主 元 行 , 我们 从 第 
一 行 中 诚 去 它 的 一半 为 了 过 生成 一 个 零 ， 
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20.39 


26 .4 


10 16 4 6 0 
D 1 1 6 12 0 
0 0 17180 1/6 -1 1 
将 大 后 一 个 主 元 玉 郊 为 1 后 ,接着 第 二 Gauss 步 .这 - 步 的 日 的 是 将 新 的 主 元 上 方 生 成 二 .于 是 就 出 
磺 慨 后 的 数组 . 
1 0 0 9 - 引 加 
0 1 0 -3 192 -180 
01 30 -180 180 
;天 们 宰 杯 上 已 经 解 了 二 个 形 如 4r 一 如 的 方 检 组 ,依次 带 有 向 晤 67 了 = 《110.0).《0,1,0) 及 (0,0， 
1), 很 消 楚 ,最 后 一齐 现 在 包含 及 -1. 碌 始 的 数组 是 {A,1). 最 后 的 数组 是 ‘J, 4 1). 对 其 他 的 短 阵 
生 也 可 以 应 用 问 样 的 过 程 ,倘若 需要 的 话 可 作 行 或 列 的 交换 .假如 作 了 这 种 交手 ,在 算法 完成 时 必 
锦 了 以 恢复. 
假设 矩阵 A 已 让 因子 分 解 成 4 = 工 D, 怎样 能 从 因 了 中 求 得 1? 
解 千 由 A 1=U !1.71, 就 化成 7 了 三角 引 阵 求 逆 的 问题 . 考 虞 了 并 寻找 一个 局 样 形式 的 逆 
第 阵 . 


1 0 0 Ti 0 0 0 ]] 
Iy 1 0 0 1 0 0 
I Oe ra 1 0|= LL =1, 
要 
当 我 们 在 进行 时 便 可 清楚 这个 假设 的 合法 性 .现在 令 二 边 柑 诺 的 元 素 相等 ,十 分 像 在 Cholessi 因子 
分 解 算法 中 的 那 伴 , 从 上 到 下 从 左 到 右 .我 位 得 到 


fat ca 有， cu da: 
la + dwnat ra ~ 1, en = (a+ ft). 
int ca — 0, i in. 


Far aca facat ea 0 ea lat ara +t dacan). 


ar acm tra = 0, ca=- Cat tacn). 


lt cs = 0 ce- ts 


元 素 递 推 地 人 确定.-- 般 的 公式 是 


i = 了 


1-1] 
li， j= bl. 
所 有 对 和 角 元 均 光 1 
f 的 求 道 类 似 , 假设 道 矩 阵 是 上 三 角 阵 , 共有 元 素 qd,; 我们 从 下 到 上 从 右 到 左 ， 得 到 . 
a 一 二 二 天 ,1 
硫 


| 


应 用 上 题 的 方法 十 题 26,11 的 全 阵 . 
解 等 在 那个 问题 中 分 解 的 因子 为 


1 0 0 0][3 0 1 2 
pA LD 2/3 1 0 0li0 3 -2/3 -1/3 . 
/3 23 1 000 28/9 -4/9 
0 1/3 $7 1 0 0 2477 


应 用 上 面 的 递 蕉 公式, 我 们 现在 有 


21 .41 


数值 分 析 
63 1 nD 0 
1 上 和 63 n 0 
63| 7 -4 63 0 
9 9 -45 63 


由 它们 最 后 得 出 


(paAy -UL 工 | ”> 7 
24|1 -5 7 1 
1 1 -5 7 
为 了 产生 最 禾 的 六 ,我们 合用 及 -一 PA) 1P 并 国 忆 以 - -个 庄 换 失 阵 记 后 乘 就 等 十 将 列 重 新 安 
排 . 返回 去 参看 前 面 的 问题 ,发现 上 述 诸 列 应 取 成 4,1,2,3 的 洲 序 . 
推导 关于 在 一 个 线性 方程 组 中 作 一 个 变换 步 的 公式 ， 


解 ”GF 令 线 福 方 程 组 为 Ar = 六 ,或 是 


让 


和 - 
和 aas 一 Db,, 上 二 下 


+-1 
它 基本 的 组 成 可 以 用 :个 =3 的 数组 加 以 说 明 ， 


了 之 工 3 
五 上 | D12 13 
by 位 21 27 73 


b3 | Ul 对 拉 93 


我 们 进行 将 - :个 * 困 "fdlependetr 7 变 黄 (譬如 ， 32) 与 -个 由 {independem) 变 最 ( 壁 如 , xi 的 交换 .从 
第 二 个 方 竹中 解 出 7, 743= (82 anz1 -4z2.72)/an, 这 要 求 主 元 系数 a3s 不 为 零 ,将 x 的 这 个 表 
达 式 代 到 余下 的 二 个 方 得 中 去 便 带 来 
| CE 2171 一 Q22721 

423 


站 | 一 苹 1 二 下 1 


am(bz -QTL 一 以 22 了 2 


ha 一 3T1 +t dT 十 


23 
在 对 换 之 后 ,新 方程 组 的 数组 如 下 : 
Tl To bs 
Di 42 13022 EE 
Lr 一 这 一 
1 ly Ee [a 3 3 
中 2 Ep i 
Ta -= 一 
23 2 23 
2 33421 a Cp 33 
1 要 
ba : 23 2 213 1 


蕊 可 以 总 结 成 四 菜 规 则 : 

1. 主 天 系数 置换 成 它 的 倒数 . 

2， 主 元 列 的 剩余 部 分 用 主 元 系数 去 除 ， 

3. 主 匹 列 剩余 部 分 以 变 导 的 主 元 系数 去 除 ， 


4. 任何 其 他 系数 (比如 a ) 被 置换 成 em - “关公 其 中 a 为 主 元 系数 
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26.43 


26.44 


以 例子 说 明 用 于 寻找 道 完 阵 的 交换 尘 . 
和 解 BF 我 们 青 一 次 地 外 是 26.1 的 军 阵 


为 控制 误差 , 习惯 的 做 法 是 ,选择 最 大 系数 来 作 主 元 ,在 日 前 情况 下 选 开 将 5 与 xl 对 调 ,我 们 得 到 


新 的 数组 

hi TI1 了 

i 1 

Tl -一 一 一 

1 2 3 

1 1 1 

mI 1 1 

1 1 4 

0b31 3 12 45 


二 个 美 似 的 对 换 :5 与 ri, 3 与 xz 导出 T 面 所 示 的 二 个 数组 .在 每 种 情况 下 在 -- 5 行 与 x 列 中 的 


最 大 系数 用 作 主 元 . 
ph] 2 五 3 bl1 hb? by 
ri /4 -3/16 ~15/4 a { 9 -36 30 
b> | 3/16 17192 15/16 2 "36 192 — 180 
T3| -41574 -13/16 45/4 T3 30 ~ 180 180 


由 于 我 们 所 化 的 是 将 方程 组 5 = Ax 换 成 方程 组 z= 4 15, 所 以 最 后 的 矩阵 就 是 A . 
导出 公式 上 = (TI+ 及 + 及 2 +…) 吾 ,其 中 
R=1- BA. 
解 ge 本 这 里 的 想法 是 8 为 A 的 一 个 近似 道 ,所 以 残 量 R 有 小 的 元 素 . 因 而 级 数 中 取 少 数 几 项 可 
能 足以 庆生 一 个 好 得 多 的 对 二- :近似 .为 了 导出 这 个 公式 ,首先 指出 ( 工 - R}(I+ R+ Ri+:…)=1 
是 以 短 阵 级 数 收 化 为 条 件 的 .这 时 1 玉 + 及 2+…=( 人 一 只 ) 着 因此 
([+R+RIt.)B={1- RIB = (BA)'B 
-=A1B!B, 
它 还 原 到 A 1, 
应 用 上 题 的 公式 于 矩阵 


假设 只 有 一 个 3 -位 计算 机 可 用 .由 于 任何 计算 机 都 只 能 进行 有 限 位 数 的 计算 ,所 以 这 
将 再 一 次 说 明 逐 次 校正 方法 的 能 力 . 

解 # 千 首先 我 们 应 用 Gauss 消去 法 得 到 这 个 逆 逢 陈 的 首次 近似 下面 列 出 了 消去 法 的 三 步 , 在 每 
-- 步 都 使 用 恰当 的 最 大 主 元 ,近似 着 矩阵 B 也 一 起 列 出 , 它 是 经 过 两 次 行 交换 把 底 行 移 到 项 行 而 得 
来 的 


8 | 数值 分 本 


0 101 01 0 0 0 1 0.037 .1il 0 一 在 ,0371 
2.0 0 ].f 0 1 和 0 0 0 一 0,260 站 ,222 1 - D.742 
2.7 0 1.7 -03 0 1 1 和 N60 -0 0 0.371 


第 - 步 第 二 步 
0 1 0 0.143 .143 一 .143 .427 .43 一 了 .43 
on 1 D854 — 3.85 2.85 jin 们 ,上 43 -oa| 
1 0 0 0.427 之 .本 一 上 .43 D.8Sd 3.85 2.8S 1! 
第 = 上 秒 所 阵 月 
接 下 来 我 们 方便 地 计算 


0.003 0.020 0.003 
R-1i1-Bi= 0 - 0.001 六 . 


.004 — 0,010 0.004 
在 这 之 后 按 下 面 的 顺序 求 RB, B+ RB, RiB- RC(RB), 及 B+ RB+ 了 RB (生意 由 于 RB 是 如 此 
小 ,为 了 直 示 的 简单 起 见 引 进 了 -个 10,000 的 内 子 .) 
0.001580 -0.00140D en [0.428579 2.428600 ot 


- 0,000143 -0.000143 0.000143 0 .142857 .142857 一 0.142857 
-0.603140 -0.007110 0.007110 一 日 .857138 - 3.857110 2.857110 


RB B+ RB 
-0.07540 一 0.28400 0.28400 了 0.4285715 2.4285716 -1.4285716 
D.00143 0.00143 - tm 0,1428571 0.1428571 -~- 0.1428571 
-0.04810 -0.32600 0.32500 — 0D.8571428 —3.8571426 2.8571426 


10::. RECRB) B+ RST RB 


注意 除了 在 加 法 过 程 中 ,都 是 以 3 位 有 效 数字 进行 计算 . 白 填 精 缠 北 息 阵 为 
"3 317 -10 


一 了 | 1 1 -1 

-6 -27 20 
可 以 验证 吾 + RB + R?B 只 在 第 7 了 位 小 数 上 有 误差 . 取 级 数 公式 的 更 多 项 将 会 再 来 还 要 进一步 的 精 
度 .此 法 常用 于 改进 由 Gauss 消去 法 求 赣 的 铺 果 , 因为 Giauss 方法 对 售 信 误差 的 积累 过 于 敏感 . 


行列 式 


26.45 行列 式 不 再 广泛 地 使 用 于 解 线 性 方程 ,但 继续 有 其 他 方面 的 应 用 , 直接 计算 一 个 阶 
行列 式 会 要 求 xn! 器 的 计算 , 它 是 禁用 的 ,除非 对 小 的 . 别 的 选择 是 什么 ? 
解 ”期 从 行列 式 的 性 质 , Ganss 消去 法 中 没有 哪 “ 步 能 改变 所 阵 的 行列 式 的 值 ,规格 化 及 对 换 除 
外 .假如 没有 执行 这 些 运 角 ,行列 式 值 可 借助 三 角 化 后 诸 对 角 元 相 乘 而 得 .因此 ,对 了 题 26.1 的 得 


阵 其 行列 式 信 可 作 奖 速 计算 :| 十 || | =155- 这 值 之 小 是 系 阵 的 麻烦 特 福 的 另外 一 个 象征 ， 
行列 式 人 还 可 以 从 因子 分 解 PA = LU 得 到 ， 
由 于 不 = 了 -1ILU 我 们 用 
det( AY) = det{ Pi iYdett TL de DD) = (- 1)?der( L), 
其 中 p 是 由 冒 换 害 阵 P 或 P-! 所 表示 的 交换 之 次 数 .对 二 题 26.11 的 全 阵 


aet(U) -3(3)| 私 | 全 | = 9%6 


而 detE) 易 见 其 值 为 - 1.( 或 者 加 顾 在 分 解 因 了 于 时 作 了 三 次 对 换 , 使 p…3.) 因 此 
detAa) = 96， 


特征 值 问题 ,特征 多 项 式 
26.46 什么 是 矩阵 A 的 特征 值 与 特征 向 量 ? 
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"3419: 


解 ”上 旺 一 个 数 ;, 对 它 来 说 方程 组 A -ir 或 者 (A -A1).c=0 有 个 间 零 解 自 其 工 , 该 数 就 称 为 
方程 组 的 特征 值 ,任何 对 应 的 非 零 解 咎 量 x 称 为 一 个 特征 向 最 .显然 ,着 7 是 :个 特征 问 基 则 对 全 
何 数 C, Gr 也 是 . 
寻找 方程 组 
(2— A}rl | = 0， 
— xi+ (2-A)r2- 2Z3 = 0D, 
— rz+ {2 -4) r= 0. 
的 特 自 值 与 特征 向 基 . 在 包括 由 三 质点 以 阁 答 连结 在 一 起 组 成 的 系统 之 振动 在 内 的 各 
种 物理 装 迪 中 会 出 现 这 类 方程 给 . 
解 ” 时 我 们 以 柯 说 骨 , 直接 地 寻找 特征 多 项 式 并 接着 获得 后 作为 这 个 多 项 式 之 替 点 的 特征 值 的 
方法 ,最 后 得 到 特征 癌 量 .这 第 一 步 是 取 方 仍 的 线性 组 全 ,很 像 在 Gauss 消去 法 中 那样 ,直到 只 有 zs 
列 的 系数 中 包含 1. 例如 若 以 EF1, Fz Ei 表示 这 三 个 方程 , 则 -Es + FE3 是 方程 
一 2x3+fL+22 - 42)x; -0 
称 它 为 E,, 组 台 下; 一 2 十 AEs 变 成 
471 一 Sr 二 (2+A+212-》 Jras= 小 ， 
这 最 后 的 两 个 方 枉 与 E3 -起 ,现在 只 有 +; 的 系数 中 包间 和. 
过 程 的 第 二 止 是 将 方程 给 以 Gauss 消去 法 或 者 等 价 的 方法 进行 三 角 化 .以 这 个 小 方 积 组 对 竺 主 
天 我 们 可 以 有 少许 的 白 由 ,保留 
T1272+ (tl+24 -A rs -0, 


-2+ {2 -A)ri=0 
作为 我 们 的 前 一 个 方程 并 立刻 实现 
{4- 10A + 622 和)za= 0 

来 完成 三 角 化 为 了 满足 这 最 后 一 个 方程 我 们 必须 避免 个 *3 = 0 因为 它 立刻 过 使 z= x = 从 而 
我 们 就 没有 -一 个 撞 零 解 向 量 . 据 此 我 们 必须 要 求 
4 -104+6A2 一 = 
这 不 三 次 式 是 特征 党 项 式 ,而 特征 值 必定 是 它 的 零点 ,因为 没有 其 他 的 方法 可 以 得 到 一 个 非 零 解 向 
基 据 早 前 音节 中 的 方法 我 们 得 到 这 些 特征 值 按 递增 的 顺序 为 41 一 2 2,1 =2,49=2+v2. 

好 后 一 步 是 拷 特 征 向 量 , 然而 ,对 于 已 经 二 和 角 化 了 的 方程 组 ， 只 要 用 向 后 回 代 就 行 了 .首先 取 
1 ,并 记 住 特征 向 基 只 要 被 决定 到 含有 任意 的 乘 数 ， 所 以 我 们 可 以 选 xy = 十 ,我们 得 到 ra =v2 接 着 
xi=1 .其 他 的 特征 向 量 使 用 Xz 与 hx 以 同样 的 方法 得 到 ， 


最 后 的 结果 足 
一 一 一 
A Tl ra Ty 
-| 
2 -v2 1 vv 1 
2 -1 0 1 
2+v2 1 v2 | 1 


vv” 一 -一 一 


在 本 题 情况 下 三 个 方 查 的 原始 方程 组 有 三 个 不 同 的 特征 依 ， 对 于 它们 中 的 每 一 个 都 对 应 了 一 个 独 
立 的 特征 向 量 .这 是 最 痪 单 的 , 然而 并 不 是 惟一 可 能 出 现 的 特征 值 问题 .应 该 指出 ， 现在 的 这 个 矩阵 
既是 空 的 还 是 对 钠 :的 .对 于 - -个 实 对 称 的 nx 矩阵 ,代数 学 的 一 个 重要 定理 陈述 了 

(a) 所 有 特征 值 均 为 实 的 , 虽然 或 许 不 是 不 同 的 ， 

(pb) 总 存在 用 个 独立 的 特征 向 其 . 
这 并 不 是 对 所 有 和 阵 都 成 立 的 . 李 运 的 是 计算 机 目前 面临 的 许多 记 阵 问题 是 既 实 又 对 称 的 ， 


数值 分 析 


26.48 为 了 使 青 接 计算 特征 多 项 式 算法 更 为 清楚 ,将 它 应 用 到 这 个 更 大 的 方程 组 ; 


El: 《1 — A).rit+t X23 3 十 4 = 0, 
FE: TXT (2 A}r;+ 33 十 4zx4 = 0, 
Es: zi+ 3r2+ (6 Ar3+ 10x4 = 0, 
Esa: r+ 4x2 十 lOrs+ (20— 4)x4 = 0. 


解 本 记 这 些 方 程 为 |, Es, Es, 玉 ,组 合 Ei 十 4Ez 十 10E3+XE4 为 
15ri+ 39r2 + Txs + C117 + 204 -ar = 0, 


得 到 
Es: —21x2— T7733+(— 183+354— X21) r=0. 
组 会 一 21E; 一 77Es+ JE5 亚 成 
— 98x1 - 273x2 — S2573 + (- 854— 183X + 3547 — 41)x4 = 小 
它 是 我 们 的 第 三 个 方程 ,在 它 里 面 所 有 项 除 x 项 外 均 与 4 无关. 继续 = 角 化 通过 联结 这 最 后 的 方 
程 与 已 帮 E; 得 到 
Es: 39273+ {1449— 1736X +61642 — 21X3})xa7 0. 
现在 形成 392E3 + XEs 的 组 合 ， 
392x1 + 1176z， + 235273 + (3920 + 14494 — 173642 + 61643 — 2144) x = 0. 
而 三 角 化 的 完成 靠 联 结 这 个 方程 与 六 4, 卫 5 上 王 k 得 到 
Es: (1 294+7247— 29047 + 4) r=0. 
现在 方程 组 EF;, Es, BE。, FE; 就 是 我 们 所 瞄准 的 三 角 方程 组 , 为 了 各 免 零 解 向 量 , 1 必须 是 作为 特征 
包 项 式 的 1 一 294 +724? .2913+ X44 的 一 个 零点 , 它 就 如 找 这 些 零点 及 相应 的 特征 问 量 留 作 一 个 练 
习 . 蜀 二 所 使 用 的 程序 可 以 枞 广 到 更 大 的 方程 组 . 
26.49 ”以 例 说 明 在 寻找 矩阵 的 特征 方程 时 Cayiey-Hamilton 定理 的 用 途 . 
解 4 将 方程 写成 


FJ = + 
Cayley-Hamilton 定理 曾 明 矩阵 4 本 身 也 满足 这 个 方程 . 即 
FAY = hr+ecian1+ toiAt cd = 0, 
其 中 在 右 侧 的 现在 是 零 算 阵 ,这 就 出 现 关于 n 个 系数 c; 的 2 个 方 穆 , 因 而 有 实质 性 的 宛 余 . 
1 1 , [2 1 
例如 , 取 Fibonacei 入 隆 P= | ，]. 由 于 ?= | 1] 我 们 有 


21] rl 1 0 ro 
Eo oolo sd 
1 1 0 0 1J Lo 0 


2+ritrz= 0, 
1=~ ec = 0, 1+ra = 0, 
它们 中 的 第 二 个 应 重复 - ' 遍 .、 熟 炙 的 方程 4? = 1 + 就 又 在 于 边 .( 参 看 题 18.24 及 26.128.) 
或 者 考 遂 置换 算 阵 了 P 具有 


D 0 0 1 0 1 0 5 
PiIl00 P= 001， P= |0 1 0 
) 1 0 1 0 0 1 


它 很 快 地 引出 方程 组 
1+r:s= 0, ci = 0, ta = 0, 
重复 二 次 .特征 方程 为 4* -上 =， 
好 几 种 方案 曾经 被 提出 用 来 在 这 nx? 个 可 用 的 方程 中 选取 -个 适当 的 子 梨 .方案 之 - -需要 计算 
TAYv = 0. 


对 一 "个 适当 的 向 量 v, 并 解 这 个 方程 组 . 
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20 .5 小 


26.51 


26.52 


各 方法 


26.,53 


26 .54 


“321 


证 明 Gerschgorin 定理 , 它 阐明 此 阵 A 的 每 一 个 特征 值 都 落 人 在 一 个 复 加 内 ,它们 分 别 


以 a 为 中 心 ， 以 ， 
RR 一 > ai 为 半径 ， 


Ir 


证 和 5 令 z 为 点 的 特征 向 量 之 一 , 大 小 为 最 太 的 那个 分 量 .从 方程 组 (4 -47)r = 的 第 1 个 方 
程 ,我 们 有 


i 


《au - hz = 一 asrh， 
Pat] 
r 
as 一》 回忆 | an 1， 
1 - + EE 


它 就 是 这 个 定理 . 

置换 矩阵 在 每 一 行 和 每 一 列 上 只 有 一 个 1, 其 他 的 部 为 零 , 关于 它 的 特征 什 
Gerschgorin 定理 告诉 我 们 什么 ? 

解 435 这 些 图 或 是 以 0 为 中 心 半 和 为 二, 或 是 中 心 在 1 半径 为 零 .所 以 特征 值 位 了 离 原点 的 一 个 


单位 范围 内 .例如 ， 
0 0 1 
| 
1 0 


的 特征 值 为 1 的 立方 根 .特别 , 恒 等 窍 阵 的 特征 值 必 定 在 中 心 为 1 半 和 从 为 等 的 圆 中 ， 
Gerschgorin 定理 对 于 具有 优 对 角 线 的 矩阵 特别 有 用 . 将 它 应 用 于 短 阵 
4 -1 -1 710 
-1 4 -1 -1 
-1 -1 4 一 1 
0 -1 -1 4 
解 E 琵 所 有 的 特征 值 必定 落 在 一 个 中 心 在 4 半径 为 3 的 圆 中 ， 1 对 称 枉 ,它们 也 必须 为 实 的 . 


什么 是 产生 一 个 矩阵 的 最 大 特征 值 和 特征 向 基 的 蝴 方 法 
解 # 假设 入 阵 A 是 nxn 的 共有 个 独立 癌 量 Vy V3,… Yn 及 一 个 真正 的 景 大 特征 导 2411 
[> Ta4| 宇 一 宇 |2,|. 则 一 个 任意 向 量 Y 可 以 表示 为 特征 向 基 的 组 合 ， 
V= aV+taa Vr +aV,. 
由 此 得 
AV = alAVi +t arAVi te + anAV, = amVit a Vt + Gn 
连续 乘 以 上 我 们 到 达 
= 和 IT 人 wa + + kV 
-a VI+ ol | yy, 十 + 十 a l 忆 | 也 | 
概 设 aj 关 0. 由 于 1 为 最 大 的 , 方 括号 中 的 所 有 除 第 -项 外 的 项 均 有 零 极限 .假如 我 们 取 任 何 AP'! 
V 及 AsV 对 应 分 量 的 比 ,因此 这 个 比 应 该 有 极限 11. 此 外 ,TAI 将 收 伸 于 特征 向 最 a1 V1 
对 题 26.47 中 使 用 过 的 第 阵 应 用 客 法 来 寻找 它 的 最 大 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 
2 -一 1 了 
站 = |-1 2 一 ,| 


-0 


| 


解 ” 0 选择 初始 向 量 了 = (1,1,1). 于 是 AV= (10,1) 用 B21Y= {2, 


方便 的 ,而 在 未 来 , 为 了 保持 数字 合理 我 们 继续 以 某 些 适当 的 内 子 去 除 ， 
A'V = c{99, -- 140,99), 


2,2). 这 虹 以 2 来 队 它 是 


这 个 方法 我 们 得 到 


8 = cl(339, — 478,338), 


数 代 学 析 


26.55 


26.56 


26.57 


26 ,38 


其 中 " 是 某 个 因子 ,分 世 的 比 为 


338 478 
ge 二 3.41414， 4 3.41429, 


因而 我 们 已 经 接近 准确 值 1 一 2+2x3.414214. 我 们 最 后 的 输出 向 基 除 以 338, 它 近似 地 并 成 出 ， 
- 1.41420,1), 它 接近 在 是 26.47 中 得 到 的 淮 确 值 (1， v2,1). 
什么 是 Rayleigh 商 以 及 它 可 以 怎样 地 使 用 于 寻找 主 特征 值 ? 
解放 Rayleigh 商 足 xiAz/rTr, 其 中 械 表 示 转 置 .假如 Ar=Xr, 它 就 与 4 相 重 ,假如 Ac 和 
那么 可 以 想象 Raylegh 商 近 似 于 X. 在 - 定 的 环境 下 , 关于 内 寄 方 法 挛 生 的 逐次 癌 量 的 Rayleigh 商 
收 货 上 4 .例如 , 令 > 为 上 题 最 终 和 输出 的 向 量 .(1, -1.41420, 1) .这 时 

Ar _ {3.41420, - 4.82840,3.,41420), 

ziAr 一 13.65672， rir — 3.99996, 
而 Raylsigh 商 是 近似 地 为 3,414214. 它 准确 到 6 位 小 数 , 扣 和 不 这 电 收 倒 到 4， 比分 量 比 来 得 更 快 . 
假设 所 有 特征 俏 都 是 实 的 ,其 他 极 特 征 值 怎样 才能 找到 ? 
解 gp 若 Ar=27, 则 (A 一 gx 一 (2 -gq)x, 这 意味 着 和 4-g 是 入 [的 一 个 特征 信 . 通 过 省 当 
地 选择 gq, 比方 说 g = ,我 们 使 其 他 极 特征 值 占 优 并 且 短 方法 可 以 被 眠 .对 于 是 26.55 中 的 矩阵 


我 们 可 以 选 gq=4 并 考虑 
-2 -1 0 
| 1 -2 1 
-0 -1 -2 


远 是 取 WV- {1,1,1), 我 们 立 得 关于 向 景 (1 ,1.41421,1) 的 Raylcigh 商 一 3.414214, 这 向 量 基 本 上 是 
CA 47)3V. 加 上 4 我 们 有 0,585786, 它 是 另 -- 个 要 特征 值 2-v2, 准确 人 到 6 位 ,该 向 最 也 接近 十 堆 
确 的 特征 向 量 (1,w2,1). 

如何 庄 容 法 求 绝对 值 最 小 的 特征 值 ? 

解 和 若 Ar-4r, 则 有 A 17=X-17, 这 意味 着 4 的 绝对 值 最 小 的 特征 值 可 以 作为 A 的 最 大 
特征 值 4 的 倒数 求 得 .关于 题 26.55 的 怎 阵 我 们 首先 求 得 


仿 选 取 = (1 1), 但 是 现在 使 用 太 ! 代 蔡 4, 交 得 关于 滞 量 (1 1.41418， 1) 的 Raylcigh 商 
1 707107 倒数 商 为 0.585786, 所 沁 我 们 仍 有 这 个 存 是 26.47 员 26.56 中 得 到 的 特征 值 与 特征 向 
量 . 寻 找 上 -1 原水 不 是 简单 的 任务 ,但 是 这 个 方法 有 时 是 对 求 绝对 全 最 小 之 特征 俩 的 域 好 方法 . 
怎样 才 可 以 通过 对 出 发 向量 允 的 一 个 适当 选择 来 得 到 下 一 个 最 大 特 社 值 ? 
和 钾 # 瑟 已 经 提出 过 各 种 算法 , 及 有 不 同 得 麻 的 或 功 .困难 在 于 把 主 特征 信 本 身 降 到 次 要 地 人世 并 保 
持 它 的 次 要 地 位 .伟人 误差 损害 了 若干 理论 上 合理 的 方法 , 它 使 主 特定 值 回 到 计算 的 主线 | 而 车 德 
了 次 主 值 , 或 者 它 限 制 了 用 于 确定 次 主 值 的 精度 .例如 ,假设 在 题 26.53 航 讨 论 中 ,能 安排 出 发 向 量 
T 使 ui 为 零 .于 是 访 虐 Yi 实际 上 水 还 不 会 出 城 , 而 且 假 车 4 优 了 余下 节 那 些 特征 位, 它 就 担任 
以 逆 由 | 挫 滨 的 萌 色 ,内 而 相同 的 理由 证 明 对 X23 到 Y; 移 收 总 .用 我 们 在 题 25.54 中 的 窍 阵 , 这 - 
点 可 以 很 好 地 得 到 说 明 . 由 于 它 是 实 的 与 对 称 的 , 故 这 知 阵 就 .有 诺 和 将 征 向 量 彼 此 正 交 的 性 质 .{ 题 
26.47 可 以 快捷 她 验证 它 .) 这 意味 着 YTV = alVTV， 医 而 假如 Y 于 女 于 Yal 将 为 零 . 假 设 我 
们 取 Y=( -1,0, 扫 , 它 正 变 ,我 们 立刻 得 到 AV=( -2,0,2) 一 2V .于 是 我 们 有 精确 的 43-2 用 
Vy 一 {1,0,1). 然 而 ,这 里 我 们 对 出 发 身 量 的 选择 基 磁 巧 的 ， 

规 察 一 下 骨 一 个 合理 但 下 是 这 么 巧合 的 VY 会 发 生 什 么 情况 ,几乎 基 件 有 趣 的 求 . 比 所 说 取 VW 
= (0,1.1,4142), 它 也 像 所 要 求 的 那样 与 Y 正 交 ,接着 我 们 发 现 AsVYxs4,8[ -1.0.04,1.20), 它 才 
少 有 些 类 俱 寺 VV, 并 从 它 出 发 Rayleigh 商 提 供 令 大 满意 的 1z 呈 1.996 ,然而 ， 在 这 之 后 计算 澡 化 了 
而 且 最 后 我 们 得 到 A2Vseefl, -1.419,1.007), 它 提供 给 找 们 的 区 -次 县 对 及 Vi 的 好 的 近 
世 舍 人 误差 俩 主 特征 值 又 活动 起 来 ,不 怕 麻 需 , 稍稍 政变 每 个 向 量 48V, 使 它 正 交 于 Vi 可 以 造就 

-个 较 好 的 结果 .其 他 使 用 此 个 出 发 此 基 的 办 法 也 被 尝试 过 的 . 
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26,.59 ” 推 山道 大 法 . 


2Z6 .0 


26.61 


解 8 这 是 用 十 题 26.56 中 的 特征 值 移 倍 的 个 拓 r" .车 4 有 特征 值 入 则 A 王莽 (和 一 


:1) 分别 地 有 特征 值 -与 (%, 一 1) !, 像 在 题 26,53 中 那 举 应用 稳 法 ,但 是 使 用 (A 一 z7) 来 代 
雹 A, 我 们 有 


CA PV a PV tatAy PV, 
昔 ,和 茹 近 一 个 特征 从 ,并 假设 ay 关 0 县 十 一 个 手 立 的 特征 值 . 网 ss 1 ?这 -项 将 看 这 
个 利 中 起 决定 作用 .要 计算 的 等 就 将 引 向 一 个 A 的 特征 值 . 困 为 所 有 这 些 矩阵 都 有 机 辐 的 特征 癌 
其 .这 就 是 逆 曙 方 法 的 基础 ， 
这 个 思想 的 个 有 起 的 变化 是 使 用 值 i, 的 一个 序列 .给 出 -个 特 人 古 向 量 的 初始 近似 ,比方 说 
rt ,逐次 计算 


Cyl 1 
二 -1} -1 
i re 1 一 0 区 有 一 7 0, 


1 ,是 Raylsigh 向 ,作为 各 的 估计 值 ,而 451 是 村 Vi 的 遂 近 . 收 策 性 曾 在 不 同 的 假说 下 得 到 证 
明 .因子 .1 选 得 使 1z '' | =1 对 菜 种 范 数 成 

实际 上 没 必 要 去 计算 道 答 阵 .所 需要 的 荐 由 
a tl) 一 {六 一 tT) el 
定 这 的 问 量 ww 所以, 道 过 解放 纹 组 

{六 £0 Trl 一 ri 
来 得 到 它 是 更 为 经 济 的 ,于 是 有 z=c 41mw '. 当 序列 发 展 时 知 隆 4 一 411 将 趋 问 奇异 , 提 
示 这 证 法 也 许 用 一 个 苑 险 持 征 , 但 是 注意 规格 化 及 选 宇 元 ,能 能 得 到 精确 结业 . 
什么 是 反选 代 ? 
解 E 给 出 -个 对 和 的 - .个 特征 值 的 精确 近 近 , 把 夫 代 是 一 个 得 到 相应 特征 向 量 的 快速 方法 . 
令 为 的 一 个 近 候 值 ,是 从 特征 多 项 式 或 其 他 只 产生 特征 值 的 方法 得 到 的 . 于 是 4- 红 接近 奇 
异 ,但 像 在 器 26.8 中 那样 还 是 有 - -个 因 了 了 分解， 
PIA #1}— LU, A PILU. 
卡 乙 在 上 是 中 事 样 ,我 们 以 送 代 公式 
(A- tz = 了 i 下 

开始 ,使 用 x 中 , 它 在 对 应 于 % 之 特征 向 量 x 的 方向 有 一 个 北 零 分量. 选择 AM pIL(l,l, 
1)7 有 时 为 适当 的 ,或 是 问 一 回 末 


DD ,1 
应 用 反选 代 于 是 26.47 的 矩阵 , 使 用 0.586 作为 对 特征 值 2 -v2 的 - 个 近似 .由 于 将 
征 向 量 x = (1,y2,1) 已 经 获得 ， 这 将 充当 对 方法 的 涝 能 的 一 个 小 规模 的 物证 . 

解 8 洁 作 为 开始 找 们 需要 二 个 因子 工 及 0D, 它们 证 明 就 是 下 面包 


-1 D 0 1.414 -1 0 
L — |- 0.70721 1 UI, UU= 0 0.7068 -1 | 
- 0 -1.4148 42 0 0 -0.000% 
在 这 个 例 生 中 一 了 Ux 中 =《1,1,…,1) 7 的 解 ,由 向 后 轩 代 可 以 获得 为 7) 一 《1250, 1767， 
-1250)7 .接着 


LUr'2! 一 了 
产生 五 位 数字 的 cx = (31.319, 44, 273, 31, 265J7. 规格 化 也 就 带 来 近似 特征 岂 量 (1 1.414， 
0.998)". 


转化 为 正则 形式 
26.62 ” 线 代 数 的 -个 基本 定理 阐明 :一 个 实 对 称 香 阵 4 只 有 实 特 征 信 并 且 存 在 着 一 个 实 正 


交 鲁 阵 晶 ,使 Q-1AQ 为 一 个 对 角 阵 , 二 是 对 和 角 元 素 就 是 特征 值 ,而 QQ 的 列 就 是 特征 
问 量 .推导 产生 这 个 止 交 矩阵 Q 的 Jacobi 公式 . 
解 ” 在 Jarobi 方法 中 昆 作为 形 如 


"323. 


324 


26.63 


26.64 


[0 


的 "旋转 " 汗 阵 的 于 窃 彝 程 而 得 到 的 , Q, 的 所 有 其 他 元 束 与 单位 矩阵 的 那些 相同 .假如 所 表示 的 4 
个 元 素 是 生 位 置 (i 让， (7 站) (ii) 及 (大 ) 上 的 ,那么 相应 的 Q71AQ 的 元 素 可 以 方便 地 计算 为 
所 = ascor$ + Zausingcosg + aasinzg， | 
by, = ba = (aw — du)singeusg + wtcos$ — sin:$), 
bi = ausin sg - 2ausingcosg + amcos, 
选择 由 让 tan2$ =2aud{a, - eu) ,从 而 使 得 b= 5 =0.Jacobi 算 法 的 每 一 步 合 一 对 非 对 角 元 素 为 
零 .不 幸 的 是 下 一 步 , 当 它 制造 出 “对 新 的 堆 时 , 在 先前 零 的 位 置 上 引进 子 非 零 页 献 .尽管 如 此 , 逐 
次 的 形 如 Q2!Q71AQ1Qs 的 所 达 ,等 等 ,将 趋向 所 要 求 的 对 角形 式 而 且 Q = Qi1Q;…. 
| 2 -1 0 
—1 2 一 | . 
0 -1 227 
解 8 取 i=1,4=2 我 们 有 tan2#$ = -2/0 对 它 的 解释 是 表示 28 = x/2. 于 是 cos$ = sing =1AM2 
以 及 


应 用 Jacobi 方法 于 A= 


1 Lp 1 _liL0 
2 v2 2 -1 O01 2 
六 1 = Q1 AQL = 1 1 ,| 2 了 1 
2 v2 0 -1 2 2 v2 
0 0 1 0 0 1 
1 
1 0 -万 
-lo 3 - 方 |- 
.1 _l1 ， 
人 
接 下 来 我 们 取 i=1, 上 一 3 使 tan2#$ = -V2/( 一 1)=v2, 于 是 sings<0.45969, cosgs“0.88808 并 且 我 
们 计算 
TO0,88808 0 0.45969 0.88808 0 -0.45969 
六 1 = @QiAiQ: = 0 1 0 0 1 0 | 
0.45969 (} 0.85808 .45969 0 0.88808 
「『 0.63398 ”一 0.32505 0 
= | - 0,32505 3 | 
L 0 -0.62797 2.36603 


非 对 角 线 并 未 开始 收效 于 零 ,但 是 至 少 已 开始 减 小 .在 9 次 这 类 旋转 后 我 们 达到 
0.58578 0.000000 人 .0000001 
4s = aa 2.00000 0.00000 
.00000 0.00000 3.41421 
在 这 里 早 些 时 得 到 的 特征 值 重 又 出 现 .我 们 还 有 
0.50000 0.70710 0.50009 
a oor,= rm 0.00000 -eol 


,50000 一 0.70710 0.50000 


在 这 里 特征 向 其 也 是 明显 的 . 

关 士 一 个 实 对 称 矩 阵 的 Jacobi 旋转 算法 的 Givens 的 变更 的 三 个 主要 部 分 是 什么 ? 

解 0 魏 在 算法 的 第 一 部 分 中 使 用 旋转 将 逢 阵 转 化 为 三 对 角形 式 , 只 有 主 对 角 线 和 它 的 二 条 邻 对 
角 线 不 同 证 零 . 第 - -次 旋转 是 在 (2,3}) 半 而 中 , 包含 元 率 uveia2 此 23: 容易 验证 ,这 样 -个 旋转 
使 用 由 tang = aj3/a 决定 的 多 元 素 at( 及 ai) 换 成 了 零 , 在 (2， 站 平面 中 的 相 此 旋转 将 ab 及 an 
措 成 0, 对 =4,…,n.$ 值 由 tan$ =aj,7a 生 所 决定 ,其 中 a1 表示 当前 位 于 1 行 ,2 列 上 的 元 素 . 搂 
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26.65 


下 米 必 转 变 元 素 as4, ,az 它们 将 被 在 (3,4)…{3, oz) 平面 中 的 旋转 变换 成 0. 以 这 种 方式 继续 下 
去 ,一 个 三 对 角形 式 的 入 阵 将 被 得 到 , 因为 经 我 们 操作 所 制造 的 零 在 以 后 的 旋转 中 不 会 丢失 .这 可 
以 出 -个 直接 计算 来 证 明 并 且 使 得 Givens 转化 为 有 限 过 程 ,而 Jacobi 对 角 化 是 一 个 苑 限 过 程 . 
第 二 步 包 舍 撒 成 序列 
FA) = 1， FA) = A ft) -fA), 


其 中 诸 a 及 8 为 我 们 新 第 阵 B 的 元 素 
a AB 0 0 
AB ea 请 0 
B= |0 BP a3 0 
Bl 


0 0 0 BL a 
与 矶 =0. 这 些 拓 (4A)? 证 明 汶 第 阵 X41 一 B 之 主子 所 阵 的 行列 式 , 正 如 可 以 从 


A-a: 一声 0 a 0 

-Bn A-a -A 人 0 

£(2) 一 0 -Ba A-a 0 
一 让 -1 
-Br 和 一 时 


看 到 的 那 祥 , 通过 冤 着 最 后 一 列 展开 , 有 
FY = fd) + PD, 
其 中 品 太 它 的 底 行 中 只 有 元 素 - 尺 -内 而 等 于 口 = 一 和 -1 -2%). 因 此 当 i= 我们 在 f.(2) 中 
有 8B 的 特征 多 项 式 .由 于 我 们 的 旋转 并 不 改变 这 个 多 项 式 , 故 这 也 是 A 的 特征 多 项 式 . 
现在 , 若 某 些 启 为 零 ,行列 式 分 裂 为 两 个 较 小 的 行列 式 , 它 可 以 分 开 来 处 理 .假如 没有 为 零 ， 
函数 序列 £(4) 证 明 为 Sturm 序列 (编导 与 题 25.53 给 出 的 顺序 相反 ) .其 结果 是 在 -个 给 定 的 区 间 
中 特征 和 值 的 个 数 可 以 用 统计 符号 的 变化 次 数 来 决定 . 
最 后 ,第 三 步 包 含 寻 找 特 征 向 量 . 这 里 B 的 对 角 性 质 使 Gauss 消去 法 为 直接 地 得 到 它 的 特征 向 
是 Ui, 的 一 个 合理 的 过 程 ( 删 去 一 个 方程 并 赋予 某 个 分 量 以 任意 什 1) ,于 是 A 的 相应 的 特征 商量 是 
V,= QU,, 其 中 己 再 一 次 为 我 们 旋转 什 阵 的 乘积 . 
应 用 Givens 方法 于 三 阶 的 Hilbert 矩阵 
1 12 1/3 
H = 区 1/3 Wl 
1/3 1/4 1/5 
希 “对 于 这 个 小 的 矩阵 只 需 - -次 旋转 . 取 tan$ =2/3, 我 们 有 cosg =3/ V13 及 sing=2/ V13, 于 


是 
v13 
__l 
Q -7 0 
0 
1 V 13A6 


B=0"HQ = a 34165 ”97260 |， 
0 97260 2/195 


ho 之 

Le | Le 
bm 

-一 上 


和 是 我 们 有 了 二 对 角 纸 阵 .Sturm 序列 由 
faa} = 1 fF{r)- A- P0D = [2- 妾 | 二 


l 2 ， 81 
fata} = a - 诸 } 02) 仙人 


组 成 _ 它 导出 的 二 号 如 表 26.3 所 示 . 在 0 与 1 中 有 两 个 根 及 第 三 个 根 在 1 与 1.5 之 间 . 选 代 将 这 些 
位 署 更 精 化 在 0.002688,0.122327, 及 1.408319. 特 征 值 这 样 党 近 零 是 该 拒 阵 接近 奇异 的 另外 个 
指标 ， 


20 .600 


2Z6 .67 


26.68 


26.69 


数 信 分 析 
表 26.3 
i EE 六 fa 变化 
0 + 一 + 3 
1 | 0 一 一 1 
1.5 十 十 + 1 


为 寻找 基于 的 特征 向 量 , 我 们 解 BUj = 1 Di 很 快 就 发 现 a 一 1, ws 一 ”1.6596, 43 一 7.5906 是 
一 种 可 能 性 .最后 

Vi = QU = (1，- 5.591,5.395)T， 
它 可 以 像 所 希望 的 那样 被 规格 化 . 关于 其 他 两 个 特征 值 的 特征 向 量 , 帕 同 的 过 程 凡 送 应 于 它 科 . 
A 的 一 个 相似 变换 定 文 为 M-!1AM ,对 任何 非 奇 异 算 阵 M .证 明 , 这样 的 一 种 变换 保 
持 特征 值 不 变 . 
证 了 由 于 Ar=jzr 隐 含 了 


MAM ‘(Mxr) = AUOMr) 

我 们 立 刘 有》 是 MAM 1 能 一 个 特征 值 具有 对 应 的 特征 向 量 Me. 用 于 Jacepi 及 Givens 方法 中 的 下 
交 变 换 是 相 伺 变 换 的 特殊 情况 . 
证 明 -- 个 矩阵 具有 互 不 相同 的 特征 值 , 与 相应 的 独立 特征 向 量 时 ,可 以 通过 一 个 相信 
变换 将 它 转 化 为 对 角形 式 . 
证 和 稚 通 过 使 用 4 的 特征 向 量 作 为 列 来 格 车 矩阵 M, 由 此 得 

AM = MD, 
其 中 了 是 对 龟 阵 并 以 特征 导 为 它 的 对 角 元 .因为 特征 向 量 均 为 线性 独立 的 , M1' 存 在 并 且 

MlIAM=D 
正如 所 求 .将 矩阵 转化 为 特殊 的 ,正则 的 形式 的 这 个 古典 定理 具有 可 散 的 计算 价值 ,因为 寻找 M 看 
米 要 以 整个 问题 的 解 攻 注 先 决 条 件 . 
什么 是 Hessenberg 怎 阵 ? 
解 LEE 它 是 这 样 一 种 处 阵 , 除了 邻近 主 对 角 线 的 元 素 不 为 零 外 不 是 上 一 有 为 零 就 是 下 三 角 为 零 ， 
假如 上 三 钊 有 有 堆 , 该 拭 阵 就 十 一 个 下 Hessenberg 阵 , 芭 之 亦 然 ,这 里 有 二 个 小 Hessenberg 咋 , 第 二 个 
出 下 它 的 对 称 性 还 是 一 个 三 对 前 阵 . 


1 1 1 1 
1 1 0 
1 1 11 
» 1*71 1|. 
1 1 1 1 
1 ] 
0 1 1 


证 明 -个 矩阵 4 可 以 道 过 Guass 消 去 法 加 上 - -个 相似 变换 转化 为 Hessenberg 形式 . 
证 时 假定 我 们 以 一 个 上 Hessenberg 阵 作为 找 们 的 日 标 . 所 雪 求 的 下 三 角 中 的 零 呈 以 乏 州 地 在 
,2 个 步骤 中 生成 .假设 上 -1 个 这 种 步 又 已 经 完成 ,并 以 s 来 表示 新 元 素 -然后 上 列 中 的 零 被 安 
排 如 下 ; 
{0) 从 天 素 ub ri eo…a 委 中 我 出 绝对 全 和 最 大 的 并 将 它 所 在 行 与 + 1 行进 行 交换 .这 是 部 分 主 
元 步 插 日 可 以 通过 在 当前 的 这 个 矩阵 A' 上 左 蔷 - -个 如 题 26.8 中 所 介绍 过 的 交 搞 扎 阵 
T x+1 来 完成 
(b) 让 算 乘 数 


i 
_ 一 . 
Ck 二 一 国 了 肯 十 有 2 
ksl,k 


( 带 双 搬 号 的 代表 交换 后 的 元 素 ) .将 cx 情 &+1 行 下 与 j 行 相 加 .这 可 以 对 所 有 的 j 同时 来 完 
成 ,通过 将 当前 的 这 个 4" 预 乘 凡 一 个 类 似 于 是 26.8 中 工 的 扼 阵 Ca. 
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Gi = 下 二 2 行 ， 


中 列 
这 是 一 个 Gauss 紫 ， 
{0) 将 当前 的 第 阵 后 局 六 1 及 G4 的 逆 和 矩阵. 这 是 相似 变换 的 -… 步 . 扫 然 ,1,141 就 是 它 本 里 的 
遂 , 而 G4 的 逆 可 道 过 政变 c 元 束 的 符号 而 得 到 . 它 完成 了 归纳 读 的 第 大 个 步 要, 它 可 以 概括 
为 


Gd TG 
以 及 表示 来 白 上 -- 步 的 输入 阵 , 或 者 当 训 = 1 时 就 是 4 本 号 . 
对 必 -1, mn 2 执行 aoc 三 步 ,容易 发 现任 何 步 上 出 标 鹤 被 保留 . 
26.70 ”应 用 上 题 的 算法 于 这 个 牛 阵 ， 


[ee 
二 一 
一 


3 
] 
» |- 
性 


解 EE 所 有 的 要 点 芷 现在 图 26.3 中 ,这 两 个 步 又 左右 排 开 . 记 住 ,作为 -个 预 乘 矩阵 , [4 +1 


11 
0 1 3 
0 1123 5 
3 0 1 2 . 3 30 2 
J 和 134 总 
2 301 0 4 -2 
9 2 3 
1 2 30 
11 1 
0 9 3 
1 
0 1 2 3 0 3 1 ’ 
3 0 1 2 3 0 2 
Gl -2 二 了 CT 
了 1 23 03 本 3 了 34 34 -2 
0 2 
gs 2 9 3 
?3 3 0 0 得 =2 
17 17 
11 
9 2 1 3 03 3 1! 
3 1 0 2 3 2 0 
Ca U 子 3 3 GalaAd Ta 34 -2 
0 2 
9 3 
0 3 3 0 0 二 2 生 
17 17 
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26.72 


一 
一 
请 
请 
一 
[| 


0 六 1 1 3 
3 3 3 号 呈 1 
5. 
Ch 3 39 ?7 
， GT Js 
9 3 9 本 
34 二 之 186 40 
0 0 2 0 4 389 17 
1000 1000 
， 0010 | 0100 
3 01000 ”00001 
0001 0010 
1 0 00 | 0 0 0 
0 1 00 01 0 0 
Gl 0310 c 00 1 0 
-11 
0 3 01 00 3 |! 
图 26.3 


交换 行 但 是 作为 它 自 己 的 道 , 而 后 磁 它 就 交 摘 列 . 给 定 的 失 阵 A 是 非 对 称 的 所 以 其 结果 是 Hessenberg 
矩阵 而 不 是 三 对 攻 的 .相似 杰 换 MAM - ! 的 矩阵 M 是 如 JuGuT23- 
什么 是 寻找 特征 值 的 QR 方法 ? 
解 上 假设 我 们 有 - -个 上 Hessenberg 矩阵 态 并 有 旦 可 以 将 它 分 解 为 
H= QR, 
具有 局 为 正 交 阵 而 R 为 上 (或 是 右 ?1 三 角 阵 .在 这 个 算法 中 归结 为 我 们 实际 上 首先 要 授 的 是 
QH = R, 
通过 逐次 旋转 将 互 转化 为 -一 个 二 角形 式 .定义 
HY = RQ = QHQ, 
并 注音 到 万 人 因为 有 题 26.66 中 的 定理 将 与 有 H 有 相同 的 特征 值 . (由 于 Q 是 正 交 节 , 故 Qi = 
眉 -1.) 闭 果 为 万 名 也 是 Hessenberg 降 , 所 以 这 个 过 程 可 以 重复 到 由 五 的 生成 HW*0 ,以 HH 作为 
HGD 以 及 =1…, 收 仇 图 是 十 分 复杂 的 ,但 是 在 不 同 的 很 设 下 对 角 元 赵 于 特征 值 骨 时 下 三 角 趋 于 
零 .《 当 然 , R 因子 在 每 个 步骤 上 都 是 上 三 角 , 但 在 形成 敢 积 RQ 时 , 为 重新 恢复 原来 的 特征 值 ,次 对 
和 角 元 素 再 一 次 变 或 非 零 . ) 这 是 QR 方法 的 基本 思想 ,下 二 角 最 后 消失 . 


QR 方法 第 上 步 上 所 要 求 的 只 折纸 阵 是 怎样 得 到 的 ? 即 找 和 (使 
H+ 二 QWTHHQ) 
对 由 =1, | 上 
解 。 是 完成 它 的 一 种 方法 是 使 用 旋转 , 非常 像 在 题 26.64 中 提供 的 Givens 方法 . 由 于 我 们 假设 
万 为- 个 上 Hessenberg 上阵, 我 们 只 需 注意 元 素 请 + 对 i 三 1,… ,nn -1 但 是 i ,可 以 使 用 旋转 
和 | 
sr - ros sin» i 行 
四 -sins cos 多 :+ 了 行 
| i 到 i+1 列 人 


将 它 变 成 零 ,并 且 计 算 SI 假设 tan$ = ht, sd Ri,s. 【更 为 容易 的 是 令 sing = chir1 ss cos$ 二 二 ，， 许 


旦 选择 c 使 它 的 平方 和 为 1.) 于 是 这 些 旋转 的 乘积 
QT 二 ST ST 
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便 是 我 们 所 要 的 .同样 的 论证 可 用 于 任何 步 双 于, 所 以 上 标 (&) 在 这 里 被 略 看 了 ， 
26.73 出 现在 题 26.56 中 的 特征 值 移 位 思想 是 如 何 庶 用 于 加 速 QR 算法 的 收 仇 的 ? 
解 # 知 代替 对 则 和 阵 太 的 因子 分 和 解 , 我 们 党 试 对 某 个 适当 的 p 值 转化 
Q'(H-- pl) 一 R, 
二 此 隐 会 着 因子 分 能 二 。、pI = QR. 于 是 
QH- p)Q= RQ= HY -pl, 
这 展示 了 倒 过 来 的 乘积 , 它 是 方法 的 核心 并 是 还 定义 了 旦 全 ,但 是 这 样 一 来 
Ho -ar -- p)Q+ pl = QHQ. 
也 以 上映 吕 仍 有 与 吾 相同 的 特征 全 .以 手边 的 甩 2 ,我 们 准备 开始 下 -个 从 代 , p 选 得 接近 特征 值 是 
好 的 ,然而 在 缺少 这 类 内 在 信息 的 情况 下 推荐 下 面 的 选择 .寻找 当前 的 五 的 右 下 角 的 2x2 子 天 隆 
的 特征 值 , 并且 当 这 些 特 征 值 是 实 的 时 , 令 P 等 于 最 接近 ,的 一 个 特征 值 .如 果 它 们 是 复 的 , 则 令 
户 为 它们 公共 的 实 部 ， 
26.74 给 定 一 个 小 型 的 Hessenberg 宇 许 


以 QR 六 法 寻找 其 特征 值 . 
解 8 和 容 易 发 现 它 的 特征 值 蚌 对 角 元 素 4, 1,3. 但 是 观察 QR 方法 怎 笠 执行 二 角 化 还 是 有 意义 


的 .选择 -个 3 的 移 位 .我 们 计算 
1 2 1 
H=31-= ' 一 了 | 
2 0 

它 只 项 一 次 旋转 就 达到 二 角形 式 


v2 0 0 | 2 2.2 v2 
一 » ST(H -31}= 一 4 4 

0 1 1 ( 万 0 0 

0 -1 -1 0 0 9D 


以 5S 后 莱 就 完成 了 相似 变换 


2 -A -32 
sons th “4 一 4 1. 
o 0 0 
最 后 我 们 加 37 并 得 到 
,3 
HY = 2 2 ， 

0 1 -2 

0 3 


保持 了 -角形 式 . -- 般 亲 说 ,这 种 情况 不 会 发 生 , 需 亡 好 几 个 像 上 面 这 样 的 步骤 ， 
26.75 应 用 QR 方法 十 Hessenberg 宠 阵 


Le 
= 一 和 一 
一 
人 


对 它 来 说 精确 特征 值 为 6,43 及 3， 
解 EE 大 量 的 反复 旋转 最 终 将 建 阵 转化 成 下 面 的 二 角 阵 : 
5.99997 1.50750 一 0.17830 0.29457 
3.99997 — 0.44270 0.22152 
3.00098 -0.60302 | 
2.99895 
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在 该 矩阵 中 特征 值 显然 就 是 漆 着 对 角 线 的. 对 于 较 大 的 作业 当 -个 容 对 和 角 线 欧元 素 为 党 时 计算 时 
间 药 节约 将 通过 降 阶 料 实 更. 单纯 观看 < “和 前 部 分 慢 堪 吕 当 失 是 右 趣 的 .用 上 而 的 近似 特征 值 直接 
得 到 对 应 的 特征 向 量 , 它们 与 淮 克 值 (3,3,2, 0 0 4 一 40,2) 点 (0,0， 1DD 相 正 配 大 约 到 3 位 小 
数 | -下 . 湛 丰 第 4 个 特征 向 基 . 

26.76 应 用 QR 方法 十 三 对 和 角 人 证 阵 


r 100 
1410 

1 
) 0 14 


然后 用 所 得 结果 去 " 猜 " 准 确 特征 值 
解 9 为 使 具有 该 结果 的 进程 运行 蝶 来 再 次 允许 反复 地 作 谣 转变 按 . 非 对 角 无 基本 为 鹤 ， 


-s.618031 
| 4.018065 
| 3.381945 

L 2.381942 
庄 十 给 定 的 所 阵 是 区 称 的 , 上 一 角 与 上 一 角 二 者 均 亚 成 索 ， 十 分 明显 留 下 特征 值 ,请 最 大 的 “个 , 特 
征 向 其 的 直接 计算 得 到 


{1.00002, 1.61806, 1.61806, 1), 
第 4 个 分 量 基 事 光 加 以 固定 的 .猜想 它 庶 该 是 (1， zc,1), 很 快 地 导出 六 程 
4- 了 了 +4 2 x-|1=0. 
这 第 二 个 方程 由 于 它 与 Tibonacei 数 的 联系 而 被 人 世 熟 悉 . 根 I- (1 +.5)/2 现在 与 1=19 +VS)72 


配对 ,而 =(1 -v5)/2 与 4=(9-v5)/2 配对 ,给 了 我 们 精确 解 中 的 两 个 .其 他 两 个 可 区 似 地 得 到 . 
复方 程 组 


26.77 人 解 复方 程 组 的 问题 怎样 才能 代 之 以 解 实 方程 组 的 问题 ? 
解 6 于 这 几乎 是 自动 实现 的 ,因为 复数 精确 地 相等 的 条 件 是 它们 的 实 部 和 虚 部 分 别 精 确 地 让 等， 


方程 
{A+iBICr+iy)} w+ 
立刻 等 价 于 
ArT— By—u, Ay+ Br = &. 
而 这 可 以 写成 拭 阵 的 形式 


[2 用 1i 1 _ | | | 
B Adiy!: ‘bh! 
一 个 竖 的 nx 方程 组 为 2n Xx2n 个 襟 的 芭 统 来 取代 ,于 是 我 们 对 实 方程 组 的 任何 方法 餐 吕 以 被 应 
用 ,还 可 能 以 二 个 实 的 方程 组 来 代 茶 它 
(B IAA!'BIr-B!la+A lb, 
{BIA+AIB)w = Bln-Ala. 
它们 部 是 nx x 的 只 有 相同 的 系数 贞 阵 .这 是 从 
(BIAr+AIBz Bi(Ar- By+A lBr+ Ay}= Bat+A 1p, 
(BIA+ATB)y = Bi(Ay+ Br)+t A (By- Ar)} -8 芒 一 贞 La 
得 到 的 .使 用 这 些 较 小 购 方 程 组 略微 销 握 了 异体 的 计算 ， 
26.78 将 复 矩 阵 的 求 道 简化 为 实 矩阵 的 求 道 ， 
解 I 于 令 给 定 的 算 阵 为 由 + 训 以 必 它 的 道 拭 阵 为 C+ .我 们 昌 寻 状态 DD 使 得 (A rr 1B 他 
~ D)= 工 成 立 . 假 定 A 是 井村 异 的 了 是 4 :存在 .此 时 
局 一 (《aA+PRA-IB) D 站 = -A BA+BATIB) 
这 可 以 通过 让 接 男 代 得 到 验证 如 果 B 是 廿 奇异 的 , 则 
C-BIA(ABA+B).', D=- (CAB IA+B)Y), 
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26.79 


26.80 


这 也 可 以 道 过 回 代 得 到 验证 .很 如 A 与 B 者 是 非 奇 异 ,这 二 个 结果 当然 是 恒 等 的 .在 4 与 下 都 是 奇 

蜡 的 情况 下 ,而 (A+ 古 ) 和 不 是 奇异 的 ,此 时 - -个 更 为 复杂 的 过 程 看 来 是 必要 的 . 首先 识 定 -- 个 实数 t 

使 得 矩阵 玉 = A+ 绍 为 非 麻 异 的 .然后 , 取 下 = 日- :4, 我 们 得 到 下 -FE=(-azA+ 吉 ?二 是 
(A+tiB)Yl= (] -ME+tiFE). 

由 于 王 是 非 奇 异 的 故 可 以 用 第 一 种 古 法 加 以 计算 . 


把 寻找 特征 值 和 特征 向 卉 的 jacobi 方法 所 广 到 Hermite 第 阵 的 情况 . 


解 上 5 我 们 利用 Hermitian 十 阵 在 一 个 西 变换 下 成 为 对 前 化 的 事实 , 即 U7!'HU 是 一 个 对 角 阵 . 
宦 隆 让 及 {有 = 日 及 UT=U ! 的 性 质 . 淹 阵 UU 可 以 遂 这 形 如 
, | -singe 下] 
Ul 二 
singe™ cosy 
所 有 其 他 元 素 与 了 的 那些 一 致 的 矩阵 的 无 穷 乘 积 而 得 到 ,所 示 的 4 个 元 案 是 在 (i,1), (i,),(, 1) 
及 从 ) 的 位 置 上 .假如 互 的 相应 的 元 未 为 


可 六 多 | 
L5 二 dd ， 


将 多 及 日 选 得 使 


an 有 = 于， tan2$ = se080 + ied), 

则 UTIHU 的 Ci,k) 及 (让 元 素 会 有 实 部 及 虚 部 都 为 零 ， 

{d — a)coagsingcosd + beoss$. 二 sin2geos28 -rsingsin28 = 0, 

(a — d)eosgsingsind — ccoss$ + bsin: psin28 一 coal $eos28 = 0. 
这 种 类 型 的 旋转 像 在 题 26.62 中 那样 迭 找 邮 被 使 用 直到 所 有 非 对 角 元 素 都 已 变 得 足够 小 ,这 {( 实 ) 
特征 值 于 是 为 结果 的 对 角 元 素 所 通 近 ,而 特征 向 基 则 被 = Us Uz Ua… 的 列 所 有 殖 近 . 
对 一 个 一 般 的 复 矩 阵 怎样 才能 找到 它 的 特征 值 和 特征 向 量 ? 假设 所 有 特征 值 都 是 互 
异 的 . 
解 ”#7 作为 第 - 步 我 们 得 到 一 个 要 矩阵 U 使 得 U-1AU= 了 ,其 中 了 是 一 个 上 三 角 阵 , 主 对 藤 
线 下 的 所 有 元 素 为 零 .这 个 U 再 次 是 由 在 上 题 中 所 未 的 形式 Ui 的 旋转 矩阵 的 无 穷 箭 积 而 得 到 的 ， 
现在 我 们 将 它 写 成 

7 了 
Di = [ 机 | 


了 
于 是 在 Ui 1AUL 的 人 , 门 位 置 上 的 元 素 为 
2 + {am as jy 一 ay2， 
为 了 使 它 为 零 我 们 令 y= Cr, z=17v1+1CE. 它 自动 地 向 我 们 保证 Ui 将 为 酉 的 ,然后 由 条 件 
aaCz+fa -aw)C 一 ax 一 0 确定 局, 它 使 


C- Lew at am- a): + qa | 


两 种 符号 均 可 使 用 ,更 可 到 的 是 使 |C1 更 小 - 些 的 那个 符号 .这 类 旋转 持续 地 做 下 去 直到 在 主 对 角 
线 下 的 元 素 基 本 上 为 零 .结果 年 阵 为 


o a 
T= U "AU = ， 


0 0 -2 gd 
其 中 UL-= Ui U2… Uw.T 和 有 A 两 者 的 特征 值 网 为 对 角 天 素 4. 
下 一 步 得 到 的 特征 向 量 , 必 为 W 的 列 


WH 3 "Hin 


0 0 L 
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第 -- 询 已 经 是 属 卫 zi 的 特征 向 量 . 为 了 使 第 二 界 风 一 个 属于 ec 的 特征 向 蔗 , 我 们 要 求 Pin ft 
-0 或 是 名 1; 一 tf(r32 一 tu) ,假设 ti 关 1x2. 类 似 闻 ,使 第 二 到 为 一 个 特征 向 量 我 们 要 求 


ww £13 z= {aT + +1s 
3 ft 3 tag — tt 
- 船 来 说 ws 由 递 推 公式 
_ a 
ti = 
epees 一 ta 


得 到 , 逐次 地 取 j= -1 -2,…,1, 最 后 A 自己 的 特征 向 量 可 由 UW 的 列 得 到 . 


补 充 题 


26.81 应 用 Gauss 消去 法 来 求 这 个 方程 组 的 解 向 基 : 
w+ 2r- la2y+ Be =27, 
Sm + t+ Ty — 2z 二 4 
— 3w+ Tr+9y+5gs =1l, 
bre 127 — By + 3z 二 49. 
26.82 应用 题 8.10 的 方法 来 求 这 个 方程 组 的 和 解 向 量 ; 
33r1 + lxs + 72x3 = 359， 
~ 24z1 — 107x2 - 57z3 = 281, 
— Bx -4r2 — 17zr3 = 85, 
26.83 ”假设 己 经 找到 方程 组 
1,7zi+2.3r3 — 1.5r3 = 2.35, 
1.1zi+1,6r -1.9r3 =— 0.94, 
2,771 -2.2zr; + ,Sry = 2.70. 
有 一 个 解 膏 近 (1,2,3). 应 用 题 26,28 的 方程 来 得 到 一 个 改进 的 近似 值 . 
26. 叶 ”应 用 Gauss 消去 法 于 如 下 的 方程 组 , 以 有 理 形式 进行 计算 ,因而 没有 会 入 误 莽 的 引入 并 由 此 得 到 一 个 
辕 确 解 .系数 症 阵 是 四 阶 的 Hilbert 阵 . 


+ 二 z+ 证 xy+t 二 20 
1 

计 zi + 本 za+ 于 za G4 D, 

rt ty+ 训 TH+ 六 0 


26.85 重复 上 题 ,将 所 有 系数 均 换 成 取 3 位 有 效 数字 的 小 数 .在 整个 计算 过 程 中 只 保留 3 位 有 效 数字 . 试 疝 
你 的 结果 与 上 秆 中 的 精确 解 接近 程度 如 何 ”( 高 阶 的 Hilbert 矩 嘿 特 别 麻烦 ,即使 有 许多 位 小 数 可 以 

用 来 进行 计算 .》 

26.86 应 用 auss-Seidel 近代 于 下 面 的 方程 组 


— 2r1+ x = 一 1， 
TI Dr + = U0, 
zs ~27; +x = 人 
X14 -2r = 0 
i 
0 1 2 3 4 5 
步 长 


图 26.4 
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26.87 
265.88 


26.89 


26.90 
26.91 


26.92 
26.93 
26.94 
26.95 
26.96 


26.97 


站 .多 
26.99 
26.10¢0 
26€.101 


26.102 


26.103 


对 所 有 下 以 巡 近 信 z; =0 开始 ,将 方程 组 由 写成 每 个 方程 就 其 主 对 角 的 未 知 景 解 出 .在 作 了 世 干 次 渤 
代 后 你 能 猪 出 淮 确 的 解 向 量 吗 ?这 个 问题 证 由 用 -- 个 随机 步行 者 来 解释 ,他 沿 着 直线 走 的 每 一 步 朝 
左 或 朝 右 是 随机 的 如 图 26.4 所 示 . 当 他 到 二 一 个 端点 时 他 便 停 下 ,每 一 个 zy 值 代表 他 从 位 置 上 到 
达 左 端点 的 概率 .我 们 可 以 定义 rw=1 战 了 x=0, 在 这 种 情况 下 每 个 方程 有 形式 x- 1 一 2x6 + 了 +1 二 
习 , 志 一 1,"' ,dd. 

超 松 弛 法 是 否 朝 着 题 26.86 的 精确 解 方向 闭 速 收 训 ? 

过 用 Gauss-Seidel 大 法 于 廊 程 组 


3 1 
Th 一 di 十 tl 中 二 1 19, 


A 二 i, 并 加 二 0. 
它 可 以 解 妓 为 表示 -- 个 随机 步行 者 在 一 条 有 编 苇 为 0 到 20 之 位 置 的 诗 线 上 , 他 坤 左 移动 经 常 3 倍 于 
辑 右 ， 
上 题 是 一 个 关于 差分 方程 的 边 人 问题 ,证 明 它 的 精确 解 为 mr =1- (3-1A33 -1 对 二 = 一 01)20 
计算 这 些 慎 并 与 以 只 代 算 法 所 得 结果 进行 比较 、 
对 同样 的 方程 组 应 用 超 松 弛 法 .以 w 站 作 试 验 . 低 松弛 法 (w <1) 看 起 来 是 天 适用 于 这 个 问题 ? 
亦 用 我 们 的 任何 一 个 方法 于 下 面 的 方程 组 ; 


和 1 二 光 + x + 4 十 六 5 = |， 
LL 十 272 + 3xr3 十 de4 + rs 二 0, 
中 十 卫 工 2 十 bxs 十 10x4 + 15xs = 由 


TI rdra +t0rs +20r +35rs = 0, 
Ti+ 5x2 +1573 +35rs +70xs = 10. 
以 题 26.38 的 请 去 算法 求 题 26.81 的 系数 年 阵 的 逆 盾 阵 ， 
以 交换 法 求 同 一 矩 蚂 的 道 答 阵 . 
以 任何 一 种 我 们 的 方法 求 题 25.86 中 系数 矩阵 的 道 第 阵 . 
党 试 使 用 3 位 算术 求 4 阶 Hilbert 矩阵 的 逆 短 阵 . 
兰 试 对 Wilson 秆 阵 求 逆 , 再 对 族 矩 阵 求 逆 , 它 能 接近 原始 矩阵 到 什么 如 上 度 ? 
0 7 8 7 
7 5 6 5 
8 6 10 9 
7 5 9 10 
应 用 题 26.43 的 方法 于 是 26.82 的 短 阵 .看 起 来 它 是 省 朝 着 精确 逆 短 阵 收 误 ? 


_s8 16 - 192 
‘te 15 153 |. 


16 4 54 
求 题 26.81 中 系数 矩阵 萨 行列 式 的 值 . 
求 古 26.82 中 系数 十 阵 的 行列 式 的 值 . 


什么 是 4 阶 Hilbert 第 阵 的 行列 式 ? 
应 用 题 26.48 的 方法 求 Ar = ;x 的 特征 值 和 特征 向 量 , 其 中 A 是 3 阶 Hiltert 矩阵 ,使 用 丰 理 算术 并 
求 精确 的 特征 多 刺 式 . 
参照 题 26.101, 应 用 同样 的 方法 于 
{2— A)r - x = 0， 
— r+ (2-A)za2 一 工 3 = 心 ， 
rt (2 hr rs = 0， 
r+ A zs = 0, 
一 和 二 (2 -Ars= td. 
使 用 算法 找 矩阵 
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25.104 
26.105 
26.106 
26.107 
26.108 
26.109 


26.110 
26,111 
26.112 


26.113 


26.114 


26.115 


26.116 


的 最 天 特征 值 与 特征 向 莉 

使 用 略 法 求 3 阶 Hilbert 矩阵 的 最 大 特征 值 与 特征 同 量 ， 
应 用 Jacob 方法 于 3 阶 Hilbert 惠 阵 . 

应 用 Jarebi 方法 于 是 26.103 的 第 阵 ， 

席 用 Givens 方法 于 题 26.103 ， 

应 用 Givens 方法 于 4 阶 Hilbert 和 窍 阵 . 

解 方程 组 


TI1+ 了 = 1, 
-这 1+Ta +ir = 人 0, 
-iira +xs = |b. 
几 题 26,77 的 方法 . 
应 用 题 26.78 的 方法 求 题 26.109 中 素数 第 阵 的 道 答 阵 . 
应 用 题 26.79 中 提出 来 的 Jarohi 方法 , 求 题 26.109 中 系数 矩阵 的 特征 信 与 特征 向 量 ， 
应 用 题 26.80 的 算法 于 矩阵 
1 i -1 
i 1 1 | 
-1 1: 1 


假设 算 竹 六 有 -- 个 LU 因子 分 解 ,我 们 有 题 26.14 中 关于 决定 因 于 元 素 的 公式 . 
Ur Tar trlily tau2 一 一 iy, lier Lg 了 芝 Ti 
ud aw aus anar 7 br,r 1 


假 秆 它们 都 是 从 左 到 右 计 算 的 .以 一 撒 . 表 示 遭 受 含 人 误差 的 计算 人 ,于 是 , a5 的 计算 像 下 面 这 样 开 
请 .( 见 题 1.22 及 1.23.) 
asll + EY- tnuy(l+ EY, 
每 个 下 代表 -- 个 售 人 误 善 , 在 不 同 的 地 方 很 可 能 有 不 同 的 误差 , 而 上 标 不 表示 筷 而 是 不 同 的 (1 + 
玉 ) 因 子 的 编号 , 这 种 措施 将 本 来 要 长 的 表达 式 缩短 -" 些 .继续 下 去 ， 
as(l + EE) fu tl + EY lous,(l + EY, 
直到 最 终 我 们 得 到 计算 的 wo 
wy lt EMD (lt ED nl + EY. 
证 明 相应 的 基于 计算 £1 的 表达 式 如 下 ; 
yl FE) a + ED Wutl + EY™ 


el + EY 


由 下 式 定义 ay 
{1+ EL + E2) = 1+2A, 


并 注意 


村 


以 zx 表 最 大 舍 入 误差. 类似 地 证 明 由 (1+ Et)(t+Es)(1+Fa)=1+3A 定 义 的 的 界 
wu+ wu?+ 六 局 存 在 ,以 及 更 为 - 般 地 我 们 可 以 记 


{1 + EY = 1 + nA,. 


| A | = 六 (El+ E+ EE2) + 


AAA 以 [If+a)a In 为 界 . 


综合 前 两 题 的 结果 来 得 到 (以 A 表 一 个 适当 的 A 
i ~ a =anti - DA- hwyjé -th, r > j， 
=atr DA- Luh- nand, r 过 
并 注意 到 以 惩 阵 形 式 它 等 价 于 
LT =AT+F 


具有 下 的 元 素 如 上 述 等 式 右 侧 所 未 ,这 说 明 因 子 分 解 LU' 对 被 拢 弓 的 扰 阵 太 + 上 是 精确 的 ， 
证 明 上 题 中 严 的 元 素 绝 对 值 不 超过 zaA 乘 上 与 LU 的 组 合 项 .也 就 是 说 


1 fy nA a + 人 
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26.117 


26.118 


26.119 


26.120 


26.121 


26.122 


26.123 


其 中 心 为 被 包含 的 所 有 A 的 界 , 而 岂 是 工 的 7 行 苑 素 的 饮 对 值 导 I 的 j 列 元素 绝 对 悄 计 算 而 来 . 
内 部 便 入 误差 效应 的 估计 强 剂 地 依赖 于 5,,, 这 些 可 以 在 因子 分 解 后 再 计算 .此 处 x 为 原始 起 阵 上 的 
阶 . 假 设 = 不 太 大 加 上 5, 是 配合 的 ,我 们 由 此 推断 全 局 误差 为 最 大 会 入 谋 差 的 这 中 的 信和 数 . 

在 题 26.9 中 导出 的 向 前 与 向 后 回 代 公式 


Jr 一 如 一 131 | ir tr 13r-lt 


HT = tTtl 一 
其 有 与 对 会 入 谋 差 传播 刚 分 析 过 的 那些 相同 的 形式 .理由 与 上 题 的 大 为 相同 , 人 们 可 以 为 计算 出 y 
得 色 方 各 


(L’ + G)y = &, 
其 中 |g,| 志 nA1L|, 然 后 为 计算 出 解 本 映 有 
【LI + H}x = > ， 


此 处 |h,| 夺 nAlu, . 
将 这 些 结果 与 上 是 的 综合 起 来 ,证 明 它 为 
{A+ Er = », 
其 中 巨 为 F,G, 玉 ,TL 及 U 的 混合 体 .进一步 推出 估计 式 
ey | nA[l a 1+ (3 + na}! py |.， 
其 中 定义 如 前 . 
应 用 题 26.80 的 算法 于 实 的 非 对 称 答 阵 


1 2 3 
站 = [il 3 3|， 
1 4 7 


解 方程 组 
6.4375z1 + 2.184972 — 3.7474r4 + 1.882224 二 4.6351, 
2.1356zr1 + $,2101r2 + 1.522073 -~ 1.123474= 5.2131, 
-3.7362x1 + 1.499872 + 7 了 .642173 + 1.2324:x4= .8665, 
1.866671 -= 1.1104zy + 1.2460r3 + 8.3312x4= 4.1322. 
求 下 面 方程 组 的 所 有 特征 值 : 
dr +2y+ z=AT, 
2I + 4y + 22 = Ay, 
工 十 2Y 十 二 =A, 
求 方 程 组 
4 2 2]171 | 
| 5 | 2| 一 大 | 开 2 
2 1 IT3 3 
的 所 有 特征 值 与 特征 向 量 ， 
对 Pascal 窍 阵 求 逆 : 
11 1 1 1 
1 2 3 4 5 
1 3 6 10 15 
1 4 10 20 35 
1 5 15 35 70 
对 丁 面 的 短 阵 求 道 ， 
二 
工 1 1 
3 5 了 | 
1 1 1 
5 7 9 
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26.124 


26,1258 


26.126 


26.127 


26.128 


26.129 


26.130 


26.131 


数值 分 析 
对 下 面 的 候 阵 求 道 ， 
T 5+ 4+2] 
10+3 8+61d 
求 


25 -41 10 -#6 
-41 68 -17 10 
[yy -17 5 一 
-5 10 3 2 
的 最 大 特征 值 到 三 位 . 


求 
i 8 — 37 3—2i 
| 51 3 0 
3+21 0 2 
的 最 大 特征 值 及 相应 的 特征 向 基 . 
求 
9 10 各 
[ 5 一 | 
杂 6 3 
的 两 个 极端 特征 值 . 
证 明和 矩阵 


1 1 
[i 
的 特征 多 项 起 为 A* -A -1 并 注意 它 与 题 18.23 中 以 及 在 别处 出 现 的 Fibonaeci 数 的 美 系 .对 十 更 为 
一 般 的 nm 阶 "Fibonacci" 第 阵 的 特征 多 项 式 是 什么 ? 
用 我 们 方法 的 性 何 一 种 求 


1 1 ] 1 1 
1 0 0 n 0 
0 1 0 0 0 
FF, = 
0 0 1 0 D0 
LO0 0 0 YY 1 0- 


的 特征 值 .给 出 某 个 初始 向 量 x, 当 p=2,… 时 向 重 Ftzr 是 什么 ? 
应 用 QR 方法 于 Hessenberg 后 阵 : 
1 0.5 0,1 
1 3 1 0.5 
v1 2 101 
} 0 0.5 12 
应 用 QR 方法 于 二 对 第 第 阵 ， 


-2.0 3.5 -1.5 
0 1.5 2.5 -414.0| 
LL D —1.0 1.5 


将 一 个 下 方形 顺 时 计 方 向 旋转 四 分 之 一 阐 可 以 通过 应 用 置换 年 竹 R 于 向 量 (1 2, 3, 4)” 来 模拟 . 
( 见 狗 26.5.) 相 对 于 竺 直线 { 虚线) 的 反射 可 以 用 符 阵 Y 来 模拟 . 易 获 R 的 特征 全 为 1.i, 一 1,- >， 
而 W 的 特征 值 为 1,1, - 1， 1. 二 个 提 阵 拘 有 是 Hessenberg 型 的 .点 26,73 的 QR 算法 在 两 种 情况 中 
是 否 都 将 收 做 ? 


3 和 37， 
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基本 问题 
-个 线性 规划 间 题 要 求 一 个 线性 函数 


H= crit 十 Cn 
在 受到 形 奶 
ai 十 十 ar 过 T) 
约 昌 下 极 小 化 (或 极 大 化 ) 其 中 了 =1 oa 及 j=1,…,n. 这 个 问题 以 向 量 形式 可 以 写成 
Htr)= cx = 极 小 Ar 过 b， 0 裤 . 
线性 规划 的 一 个 重要 定理 说 明 所 要 求 的 极 小 值 (或 极 大 值 ) 出 现在 一 个 极端 可 行 点 处 ,一 
个 点 (ci,…, zn) 称 为 可 行 的 假如 它 的 坐标 满足 所 有 n+ wr 个 约束 ,而 一 个 极端 可 行 点 是 这 样 
的 一 个 点 , 其 中 至 少 有 ? 个 约 东 真正 成 为 等 式 ,松弛 变量 x, 41,…, ,+ wm 的 引进 将 约 东 转化 为 
GT 十 ci2T2 一 oma 十 3 了 nti = b, 
的 形式 ,对 =1,…, 黄 . 它 人 允许 一 个 极端 可 行 点 恒 等 于 这 样 的 一 个 点 在 该 点 上 个 或 更 多 的 
变量 (包括 松弛 变量 ) 为 冷 .这 是 一 个 重大 的 方便 .在 特殊 情况 下 多 于 一 个 的 极端 可 行 点 可 以 提 
殿 所 要 求 欧 极 小 ,在 这 种 情况 下 其 他 的 可 行 点 也 对 这 个 目的 适用 .五 的 一 个 极 小 点 称 为 解 点 . 
单纯 形 方法 是 一 个 算法 , 对 于 在 某 些 极端 可 行 点 出 发 , 然后 通过 一 系列 交换 ,有 规则 地 进 
行 到 其 他 的 这 种 点 直到 获得 -个 解 点 , 它 是 以 这 样 的 一 个 方法 来 完成 的 , 它 稳定 地 使 五 前 值 
减少 .所 包含 的 交换 过 程 基本 上 与 前 意 关 于 答 阵 求 道 所 列 出 的 相同 ， 
对 偶 定 理 是 在 两 个 问题 解 之 闻 的 关系 
cr = 概 小 Ar 0 过 工 ， 
yb = 极 大 yiA cf, 0 y. 
它们 被 称 作对 偶 问 题 , 而 且 它 们 包含 上 相同 的 数 a, ,8B,, 及 c. 对 应 的 极 小 值 及 极 大 值 证 明 是 
相同 的 ,不 管 单纯 形 方法 应 用 在 哪 一 个 问题 上 上 (假定 对 二 者 中 容易 的 一 个 ). 允许 两 个 问题 的 解 
都 能 在 这 些 结果 中 引出 , 这 显然 是 一 个 重大 的 方便 . 


两 个 相关 的 问题 
1. 两 人 游戏 要 求 从 下 面 的 “支付 "("pay off 六) 矩阵 
1l Hl2 ln 
a2l 22 2 
Hml Rn nn 


中 民选 -个 行 而 C 选 一 个 列 . 元 素 au 位 于 所 选 的 行 与 列 的 交叉 处 , 它 决定 R 必须 付 

给 C 的 车 ,自然 C 希望 将 他 所 期 望 赢得 的 极 大 化 ,与 此 司 时 R 希望 将 它 期 望 的 损失 极 

小 化 , 这 些 矛 盾 观点 导出 一 个 对 候 线 性 规划 . 它 可 以 用 单纯 形 方法 来 解 , 这 个 解 称 为 对 

杂 个 游戏 者 的 最 佳 策略 . 

2. 超 定 的 线性 方程 组 . 在 这 个 方程 组 中 方程 儿 十 未知 其 ,没有 -个 向 量 可 以 满足 整个 方 
程 组 , 它 可 以 作为 线性 规划 问题 来 处 理 , 在 该 问题 中 我 们 寻找 向 其 x 它 在 某 种 意义 二 
市 最 小 误差 , 其 细节 公布 在 第 28 章 中 . 
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题 解 
单 绅 形 方法 


27.1 求 满足 不 等 式 
0 所 zl， 0 入 rz 一 xlI+2zS2，T1+T2 和 4，T1 委 3 

的 和 1 及 IT2 并 且 使 函数 下 = 2 ”1 极 大 化 ， 

解 于 由 于 只 包 当 了 两 个 变 基 , 为 方便 起 见 整 个 问题 可 用 几何 来 解释 .在 x1, za 的 一 个 平面 中 5 
个 不 等 式 将 点 (ri, z2) 约 束 到 落 入 图 27.1 的 阴影 部 分 .在 每 一 种 情况 下 等 号 对 应 于 (xl xz2) 它 在 5 
条 直 的 边界 线段 的 一 个 上 .在 这 些 约 东 的 限制 下 , 将 下- 极 大 化 等 价 于 投 斜率 为 1 有 最 大 的 y 裁 距 而 
且 还 与 阴影 区 域 相交 的 直线 ,看 来 很 清楚 所 要 求 的 直线 Li 是 1= zz - zi 而 交点 是 (0,1), 因 此 ,对 一 
个 最 大 值 来 说 ,x =0,z1=1,F=1. 


27.2 ” 寻 抽 满足 与 题 27.1 相同 的 不 等 式 约 束 且 使 G =2z;+x2 为 极 大 的 (x1, z2). 
解 4 现在 我 们 找 一 条 斜率 为 -2 的 直线 , 并 具有 最 大 的 y 截 距 同时 与 阴 昆 部 分 相交 ,这 根 直线 
L; 是 7= 2zl+ xz; 而 所 要 求 的 点 为 r1 = 3,zz=1.( 参 看 图 27.1) 
27.3 “寻找 yl, y2, y3; 满 足 约束 
Oy OC Oy WH-y2-W Rl -2y- Ye 1 
并 使 百 =2yi+4ya+3y3 极 小 化 . 
解 时 将 整个 同 题 用 几何 加 以 解释 ,我 们 发 现 5 个 不 等 式 约束 (yi, y2,y3) 点 落 入 一 个 如 图 27.2 
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数值 分 析 


所 示 的 区 域 , 这 个 区 域 在 y1, yz, y3 的 正方 向 是 无 界 的 , 然而 , 其 他 地 方 为 5 个 于 面 所 限 的 部 分 , 如 阴 
影 所 示 , 这些 平 面 对 应 于 在 我 们 的 $ 个 约束 中 等 导 成 立 .在 这 些 约束 的 限制 下 , 极 小 化 日 等 价 于 寻 
找 一 个 乎 面具 有 法 向 节 (2,4,3), 帮 最 小 的 截面 但 仍 与 所 给 的 区 域 相 交易 见 这 个 平面 就 是 1= 271+ 
472 + 3y 而 交点 为 | 十,0,0| . 
列 出 线性 规划 问题 的 三 个 主要 性 质 以 及 它们 的 解 ,它们 为 前 面 的 问题 所 说 明 . 
解 。 若 今 这 个 癌 题 是 导 堪 -一 个 点 + 共有 坐标 (rz rz yx) 受到 约束 0 入 xz,Azs 上 而 且 将 函 
数 HCry= cf= cr 极 小 化 . 称 :个 潢 足 所 有 这 些 约束 的 点 是 一 个 可 行 点 (假如 有 任何 这 种 点 存 
在 的 话 ), 则 : 
1. 可 行 点 的 集合 是 凸 的 , 也 就 是 说 连接 两 个 可 行 点 的 线段 全 部 由 可 行 点 组 成 ,这 是 由 每 个 约束 都 
定义 了 一 个 半空 间 ,而 可 行 点 的 集合 就 是 这 些 半 空间 的 交集 . 
2, 存在 其 些 极端 可 行 点 , 凸 集 的 角 点 , 它 为 在 这 些 点 上 至 少 有 = 个 约束 成 为 等 式 这 个 事实 所 确认 . 
以 一 维 的 情况 为 例 ,精确 地 有 二 2 个 边界 自在 这 类 角 点 上 相遇 , 以 三 维 的 情况 为 例 ,精确 地 有 三 
个 按 异 平 蚊 在 每 个 这 种 角 点 上 相遇 .然而 当 mn 六 3 时 可 能 有 更 多 的 平面 (或 超 平面 ) 在 一 个 角 点 上 
汇合 到 一 起 . 
3. 解 点 常常 是 一 个 极 痊 可 行 点 .这 是 由 要 极 小 化 的 函数 开 (x) 的 线性 .( 有 可 能 二 个 极端 可 行 点 都 
是 解 ,在 这 种 情况 下 整个 的 连结 它们 的 边 均 由 解 组 成 , 等 等 .) 
在 这 里 我 们 对 线性 规划 的 这 三 个 性 质 不 加 证 明 , 假 如 五 (z ) 是 要 被 极 大 化 的 ,或 昨 约 率 读 作 
Ar 字 5, 它们 同样 是 正确 的 . 
关于 解 线性 规划 的 单纯 形 方 法 背后 的 一 般 思 想 是 什么 ? 
解 63 由 十 解 出 现在 极端 可 行 点 上 ,因而 我 们 可 以 从 某 个 这 种 点 上 开始 计算 号 .接着 我 们 按 使 五 
能 取 更 小 值 的 万 则 ,来 选取 与 这 个 极端 可 行 点 以 直线 圈 结 的 另 一 个 端点 上 的 极端 可 行 点 , 进行 交换 ， 
这 种 交换 过 程 消 着 边 前 进 ， -让 持续 到 不 再 减少 为 止 .这 个 交换 算法 称 为 单纯 形 方法 , 它 的 细节 在 下 
题 中 给 出 . 
发 展 单纯 形 方法 ， 
解 EF 令 所 讨论 的 问题 是 
0 过 rr， Ar 之 5，H(x) = cz = 极 小 值 . 
我 们 首先 介绍 松弛 蛮 量 (slack variable) z+1,…, xn+ a 使 


Ql + dT2 + 十 lan + nt * bi: 


anztt a2T2 + + AapnTn + Tnrz ™ b2' 


TI 十 mT dm + Tntm = bmn- 
注意 这 坚 松 弛 变量 与 其 他 x, 一 样 必须 为 非 贡 的 ， 松弛 蛮 量 的 使 用 允许 我 们 以 另外 的 方法 对 一 个 航 
端 可 行 点 加 以 确认 .出 于 现在 Azrt5 中 等 式 的 成 立 对 应 了 一 个 松弛 变量 为 零 ，~ 个 极端 可 行 点 变 成 
了 在 zn+ mn 中 至 少 有 nn 个 变 基 为 零 的 这 样 一 个 点 .换言之 ,在 … 个 极端 可 行 点 上 这 些 变量 中 最 
多 有 m 个 非 零 ,系数 拒 阵 恋战 


ea 1 
最 后 mmr 列 对 应 了 于 松 驰 变 其， 令 枯 苗 的 列 称 作 v1, v02,…, urnm. 于 是 线性 上 址 程 组 可 以 写成 
TU 了 ID2 二 
现在 假设 我 们 知道 - -个 极端 可 行 点 .为 简单 起 见 我 们 将 取 在 这 -点 上 的 ;Ym+n 都 为 零 
所 雇工,… ,zs 是 (最 多 普 个 ) 莫 零 变量 . 六 是 
EE 十 和 村 om (1) 


而 相应 的 互 值 为 


Hy 一 了 Le 十 了 262 下 十 了 tm {2) 
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假设 向 是 wm， we 为 线性 独立 的 ,所 有 n+ mm 个 向 芋 可 以 用 这 个 基底 来 表示 
本 十 {3) 
同样 定义 
hy VAT tm j= (4) 
现在 ,假设 我 们 党 试 通 过 包含 一 部 分 pz 来 还 原 有 Fi, 对 肯 沁 mm 及 正 的 户 .为 保护 约束 当 j 了 = 上 时 我 们 
以 梯 (3),p 还 是 待定 的 ,并 从 {1) 减 去 它 ,来 得 到 
(zt Pag)ot (ra pu vat + {rm — Pom)um + pu = Bb. 
类 但 地 从 (2 和 (4), 新 的 五 值 将 是 
(一 jet + (ra — poar)es +t + Crm — Pun)em t+ es 末 - 扣 让 
这 种 变化 促 当 >0 时 将 是 有 利 的 ,在 这 种 情况 下 最 优 的 是 使 p 尽 可 能 地 大 而 不 让 一 个 系数 ,一 
pv 变 成 全 的 . 它 提示 选择 
p= min = 至 
Ua Up 
这 最 小 值 只 是 在 具有 正 的 vs 项 上 取 . 取 这 样 选择 的 p, ci 的 系数 变 成 零 , 其 他 的 为 非 负 , 而 我 们 有 一 
个 新 的 极端 可 行 点 使 抽取 什 
Hi = H, — phi, 
它 青 定 比 Hi 小 .我 们 也 有 一 个 新 基 底 , 改变 基底 自 量 w 为 新 的 六 .该 过 程 现在 被 重复 直到 所 有 疙 
为 负 的 ,或 是 直到 对 某 些 正 的 hi 设 有 us 再 是 正 的 ;在 前 面 这 种 情况 下 眼前 的 极 映 可 行 点 与 任何 邻近 
的 极端 点 一 - 样 地 好 ,这 可 以 进一步 地 证 明 它 与 任何 其 他 邻近 的 点 一 样 地 好 或 者 不 是 .在 后 一 种 情况 
玉 可 以 任意 地 天 因而 撤 有 关于 五 的 极 小 值 ， 
在 散 另 .个 交换 之 前 ,所 有 向 量 必 须 以 新 的 基 诬 来 表示 .这 类 交换 在 我 们 抢 阵 求 道 的 那 一 节 中 
已 经 做 过 ,但 是 细节 将 被 重复 .向 量 w 要 被 向 量 w 所 替代 .从 
UE = UU t+ Vink Tm 
我 们 解 出 w 并 代入 (3) 得 到 新 的 表达 式 


= WUT VO 1 WU Wty V+l 


t+ mami 


其 中 
vy 一 v4 当 i 关 并， 
my = 
a, 当 i = 1 
HH 


同时 将 w 代入 {1) 得 到 
TAU TD + TO + TH T+ 
十 四 tm 二 由 


其 中 


此 外 , 稍 加 计算 证 明 


而 我 们 已 有 


[X13 2 22 ”名 ,at 
了 2 U2 U2 OO Vorm 
Ta Wm] 


1 办 1 站 ht 


3342。 
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称 vi 为 主 元 , 在 主 元 行 上 的 各 元 素 被 主 元 来 除 , 主 元 列 的 各 元 素 除 主 元 位 置 上 为 1 其 他 均 为 替 , 而 
所 有 其 他 的 元 素 服从 干 先前 称 之 为 矩形 法 则 的 ,现在 将 以 各 种 不 同 的 例 王 来 说 明 它 
用 单纯 形 方法 解 古 27 .上 . 


解 #5 在 引进 了 松弛 变 其 之 后 ,约束 方程 变 为 


-TI + 了 二 = 2， 
I1 + 2 + 了 1 三 4， 
| + Ts 一 3. 


所 含 的 5 个 变 景 要 求 都 是 非 负 的 , 信 普 将 rz 7 极 大 化 我 们 将 ri - .2 极 小 化 ,这样 的 在 航天 和 极 
小 化 问题 之 间 的 一 个 开关 对 我 们 来 说 是 常常 可 用 的 .由 十 原点 是 -个 极端 可 行 点 ,我 们 可 以 选择 x 
04 二 2x4 二 由 ;二 3 为 出 发 点 .这 是 非常 方便 的 ,由 于 它 相当 于 选择 v3, v4 及 vs 为 我 们 的 
第 -个 基底 , 它 使 所 有 的 w = ay .从 此 出 发 的 阵 式 如 下 


芝 | 二 一 
芝 | 字 一 十 
| 


与 题 27.6 中 的 格式 进行 比较 , 人 们 发 现 这 6 个 向 量 8 及 vw,…, vs 形成 项 部 的 三 行 而 数 HH, 1,…， 
ji 在 座 行 中 .只 有 hx 为 正 的 . 它 确 定 了 主 无 所 在 的 列 , 在 这 一 列 有 二 个 正 的 wz 数 ,是 是 /2 比 4/1 
小 所 以 主 元 是 v1, =2, 这 个 数 已 被 园 起 .现在 应 用 前 题 中 的 这 些 公式 来 产生 一 个 新 的 阵 式 . 顶 行 篇 单 
地 被 除 以 2, 而 所 有 其 他 的 元 服从 矩形 法 则 . 


基底 | p 2 TV3 | Ua vs 
Ta 1 -1/:2 1 172 0 0 
Ua 3 32 TD -2 1 0 
ws 3 1 0 0 性 1 
-1 -1/2 0 -12 0 


基底 向 量 v3 为 vz 所 变换 而 所 有 向 量 现在 均 以 这 个 新 基底 来 表示 。 但 是 对 这 个 例 焉 更 为 重 费 
的 是 , 现在 ,无 - -为 正 的 所 以 算法 停止 . =; 一 xz; 的 极 小 值 是 -1 使 r: - xi 的 极 太 慎 等 于 1, 如 前 ). 
这 个 最 小 值 在 *, = 1,r,= 3,zs= 3 处 实现 , 正如 第 一 列 所 示 ,这 些 约束 使 xi 一, x3=0, 这 是 我 们 所 
预期 的 ,由 于 > 不 对 应 于 基底 向 攻 应 恒 为 淮 .结果 x = 0, ra= 1 对 应 本 我 们 前 面 的 几何 结论 .注意 
单纯 形 兽 法 曾 将 我 们 从 可 行 点 集合 中 的 极端 可 行 点 {0,0) 带 至 极端 点 (0,1), 它 证 名 为 解 点 .( 见 图 
27.1) 

以 单纯 形 方法 解 题 27.2. 
解 8 委 松弛 变量 及 约束 与 前 题 中 的 相同 ,我 们 将 万 = -2z1- zz 极 小 化 .各 点 为 一 个 家 端点 , 我 
们 可 以 从 这 个 阵 式 开始 ， 


27 .9 


第 十 七 章 线性 规划 


Al 晓 各 拘 为 正 的 ,所 以 我 们 有 -种 选择 . 选 4=2 使 wis 为 主 元 ,由 3/1 比 411 小 .这 个 主 元 
已 被 闸 起 ,将 ws 与 wl 交换 我 们 有 一 个 新 的 基 康 ,一 个 新 的 极端 点 , 及 - :个 新 的 阵 式 . 


va 1 0 中 8 -1 
vi 3 1 0 0 0 1 
-6 0 1 0 0 -2 


v3 3 0 0 1 -2 3 
v2 1 0 1 0 1 -1 
V1 3 1 0 0 0 1 

一 了 0 0 0 -1 -1] 


现在 六 无 : 为 正 , 于 是 我 们 便 停 止 . 极 小 值 为 -7. 它 与 在 题 27.2 中 获得 的 2zl + za 的 极 大 值 
为 了 相 一 玛 , 解 点 是 在 x1=3,72=1 它 也 与 题 27.2 所 获得 的 结果 相 - 致 .单纯 形 方法 曾 将 我 们 从 
(0,0) 带 至 (3,0) 叉 到 (3,1) ,其 他 对 我 们 来 说 可 用 的 选择 在 第 一 次 交换 时 就 会 把 我 们 带 到 以 另外 的 
方向 围绕 可 行 点 集合 . 
以 单纯 形 方法 解 题 27.3. 
解 本 取 松 弛 变量 约束 就 变 戚 

yl 3 ya = 1, 
一 231 — Ya + ys =-—1. 

所 有 的 5 个 变 基 被 要 求 为 正 的 或 为 零 . 然而 此 时 , 原点 !34 = 和 = 条 =0 不 是 一个 可 行 点 ,如 图 27,2 
所 示 并 且 为 执行 过 的 负 的 ys = - 1 及 证 实 的 .因此 我 们 不 能 恨 随 前 两 例 中 的 出 发 过 程 , 它 建 立 在 诸 
如 


的 一 个 阵 式 上 .在 5 列 中 的 负 慎 ys= 一 1 是 不 能 被 允许 的 , 基本 上 我 们 的 问题 是 我 们 没有 一 个 极端 
可 行 点 可 专 从 它 那儿 开始 出 发 的 .寻找 这 样 “个 点 的 标准 寺 程 ， 甚至 对 比 它 太 得 多 的 问题 , 是 介绍 一 
个 人 工 的 基底 .这 里 将 第 二 个 约束 换 成 -2y 一 yyt+ ys 一 96 王 一 就 足 通 了 , 它 包 含 了 负 的 5 分 基 ， 
现在 可 以 将 一 个 新 的 列 附 加 到 我 们 前 面 的 阵 式 中 去 . 


但 是 -个 极端 可 行 点 现在 对 应 于 y4= ys= 1, 所 有 其 他 % 均 为 零 ， 它 使 在 这 个 基底 中 将 vs 换 成 v6 
变 得 自然 ,经 过 we 行 时 只 要 求 少数 = 个 符号 改变 这 个 出 发 泗 式 蕉 最 后 一 行 现在 得 到 了 解释 . 
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mm 0 一 鲍 0 


引进 这 个 人 工 基 底 已 经 改变 了 我 们 的 原始 也 题 ,除非 我 们 可 以 肯定 ys 最 络 证 明 是 零 , 人 幸运 地 是 
它 可 以 通过 将 要 极 小 化 的 函数 ,及 =2y) + 4ya+33y3, 像 它 在 题 27.2 中 那 祥 的 ,改变 成 万 ”=231+4y3 
+3y3+ 和 ye 而 得 到 安排 .其 中 WW 是 这 样 的 一 个 大 的 正 数 ,对 一 个 级 小 化 我 们 肯定 必须 使 ys 等 于 
零 ,以 这 些 改 变 我 们 有 W 的 一 个 出 发 百 值 . 数 天 也 可 以 得 到 计算 而 出 发 阵 式 的 最 后 - - 行 止 如 所 示 . 
我 们 现在 以 正常 的 单纯 形 风 格 进行 .由 于 多 是 大 数 且 为 正 的 ,我们 有 两 个 正 的 6 值 的 -- 个 选 
择 , 选 hh 导 至 加 圈 的 主 元 .由 于 we 没有 进步 的 意义 ,将 ws 换 成 v) 带 来 一 个 新 的 阵 式 ,由 它 最 所 


- 列 就 被 摘除 了 . 
1 _ 3 - 1 
U4 3 0 7 1 1 7 
1 1 _1 
| 2 1 2 自 0 2 
1 0 -3 一 3 0 -1 


由 于 义 , 死 一 为 正 , 我们 已 经 到 达 竹 点 , 极 小 全 六 1, 它 与 我 们 在 题 27.3 中 的 几何 的 结论 相符 .此 外 ， 
从 第 -- 列 我 们 得 到 y= 二 ,ya = 十 其 他 及 及 等 于 罕 , 它 产生 的 极 小 点 | 十,0,0) 在 题 27.3 中 也 
得 到 这. 
27.10 极 小 化 函数 所 =2y1+4ya+3y3 受 控 于 约束 yi 一 yy 一 和 ~2， 一 2y1 一 2 和 一 ]， 
所 有 y 为 下 或 零 . 
解 GF 松弛 变量 及 人 工 基底 将 约 东 条 件 转化 为 
Yl 3 + 2 
-2y! 一 3 +ys -37=—1. 


并 且 很 像 在 前 题 中 那样 ,我 们 很 快 便 有 们 个 出 发 阵 式 : 


基底 在 31 Ty Ty Tw Us Us Tin 
Us 2 -1 1 1 —1 0 1 0D 
La 1 2 中 D 0 一 1 0 1 


3W WwW-2 2W-4 W-3 -WW -WW 0 0 


要 极 小 化 的 函数 为 
万 ”= 231+ dy + ys 十 Wys + Wyy. 
ws 1 一 3 必 OD —1 1 1 
了 1 2 1 0 0 一 1 


三 +4 -3 本 +6 0 一 3 -WW 全 一 4 由 


而 它 决 定 这 最 后 一 行 , 对 主 元 有 不 同 的 选择 , 我 们 选 加 图 的 那个 , 它 导 至 -个 新 的 阵 式 通过 和 将 wi 换 
成 v2 并 将 v7 这 一 列 摘 掉 . 一 个 新 的 主 元 也 被 加 了 泪 于 是 跟 之 而 来 的 最 后 的 阵 式 为 
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.345 ， 


了 3 1 -3 0 1 一 1 1 
Ta 1 2 1 0 0 一 1 
了 一 3 0 0 一 子 1 


所 "及 于 的 最 小 信 是 7?, 而 它 在 (0,1.1) 处 出 现 . 
对 侦 定 理 


27.11 什么 是 线性 规划 的 对 侦 定 理 ? 
解 上 考虑 这 两 个 线性 规划 问题 ， 
何 题 A 问题 BB 
cr= 极 小 ， wo= 极 大 ， 
< 产 0， y 这 DD, 
Ar 守 Db. yACeT, 
它们 所 以 称 为 对 偶 问 题 ,因为 它们 之 间 有 许多 关系 ,诸如 下 面 的 那些 ， 
1, 车 其 中 的 一 个 问题 有 一 个 解 , 则 另 一 个 向 题 也 如 此 , 而且 c?z 的 极 小 值 与 yb 的 极 大 值 相等 ， 
2. 对 其 中 的 一 个 同 题 以 通常 的 方法 求 得 它 的 解 向 量 , 则 对 倡 问题 的 解 向 量 可 以 通过 依次 取 松 弛 变 
重 而 得 到 , 把 零 值 分 配给 那些 在 最 后 基底 中 出 现 的 ， 并 给 每 一 个 其 他 的 以 相应 的 - 产 导 .这 里 对 
这 些 结果 不 加 证 明 而 是 使 用 我 们 前 面 的 例子 加 以 说 明 . 对 偶 忻 使 得 通过 解 点 与 B 二 个 问题 中 的 
- :个 而 得 到 西 者 的 解 成 为 可 能 . 
27.12 ”证 明 题 27.1 及 27,3 为 对 侦 题 ,并 证 明 在 题 27.11 中 说 明 过 的 两 个 关系 . 
证 “里 包含 了 少许 小 小 的 改变 .将 是 27.1 与 和 相配, 我们 以 对 zl - rz 的 极 小 化 来 代替 对 rz- 
< 的 极 太 化 ,于 是 向 量 "7 为 {1, -1). 约 东 则 改写 为 
T1271 字 -2， 一 X17X2 守 4 一 1 蓉 -3 


它 使 得 


于 是 对 问题 我 们 有 


Yl N27 33 1 
A | [<[ ,| 


— 2y— x 
它们 是 题 27.3 的 约束 . y'5 = 极 大 的 条 件 也 等 价 二 
yb) = 2y, + dy + 3y3 = 极 小 . 
所 以 题 27.3 与 也 也 是 匹配 的 , 两 个 问题 的 极 值 证 明 为 1, 它 证 明了 题 27.11 的 关系 1. 从 题 27.? 中 
的 最 后 的 单纯 形 隆 式 我 们 得 到 z7= (0,1) 与 宁 = | 十 ,0,0j ,而 从 题 27.9 的 计算 中 我 们 得 到 y 
[二 ,0,0) 与 z= (0,1), 证 明了 关系 2 
27.13 “证明 题 27.2 与 27.10 是 对 侦 的 ， 
证 “上 旦 究 阵 A 及 向 量 5 与 题 27.12 的 相同 ,然而 ,我 们 现在 有 r =( -2 - 1). 它 将 是 27.2 与 问 
是 4 相 匹 配 ,将 题 27.10 与 问题 B 相 氏 配 , 题 27.8 最 后 的 阵 式 产生 z={3,1) 及 y= 二 《0,1,1), 而 
同样 的 结果 来 自 题 27.10. 这 共同 的 cfz 的 极 小 与 y"6 的 役 大 信 是 一? 
27.14 证 明 如 何 使 两 人 游戏 等 价 子 线性 规划 . 
证 数 令 由 证 数 ,组 成 的 付 清 矩阵 (pay off 短 阵 ) 是 
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27.15 


用 它 我 们 的 意思 是 当 游戏 者 R 选 了 该 年 阵 的 第 , 行 而 游戏 者 Cl 独立 地 ) 选 了 j 列 , 接 下 来 RR 束 要 
向 C 付 清 a; 这 个 量 , 这 就 构成 了 游戏 的 一 局 问题 是 要 对 每 个 游 虐 者 在 选择 行 或 列 时 确定 最 好 的 
策略 .为 更 明确 起 见 , 令 忆 选 这 二 个 列 的 概率 分 别 为 p1, pz, 记 3, 则 
pirparpa 之 UH p+ prt+ p= 1 

司 赖 于 R 对 行 的 选择 , C 规 在 有 下 面前 一 个 量 为 他 所 期 望 赢 的 . 

P= aupr 十 amps + a13pa 

Pa= anpt* dnp2 + dap 

Pa= aaupl 十 dnp2 十 rmapa: 
仿 PP 为 这 二 个 数 中 最 小 的 一 个 .十 是 ,不 论 R 怎么 玩法 , 忆 将 有 希望 赢得 的 数 至 少 在 每 一 局 上 为 
P, 干 是 因此 他 问 自己 这 个 量 已 怎样 才能 极 大 化 .由 于 全 部 所 含 的 数 都 是 正 的 , 于 是 P 也 为 正 的 , 因 
而 我 们 通过 令 


了 | 二 


Ee + -站 如 
五 -27 FPF! FE 


得 到 - -个 等 价 的 问题 ,并 将 下 = > z+ 一 方 极 小 化 . 
不 同 的 约束 可 以 表示 为 T1130 [= 


HT 十 E1272 十 次 13.73 


之 1， 
aT1 十 @222 + anT1 之 |， 
ulT1 + G32 工 2 + 0yT} 1. 

这 就 是 我 们 取 c = 87={1,1,1) 对 偶 定 理 的 类 型 A 问题 . 
现在 以 只 的 观点 来 看 事物 .假设 他 选取 3 个 行 的 概率 分 别 为 gu q2， gd, 依赖 于 C 对 列 的 选 
择 , 他 有 下 面 基 中 的 一 个 作为 它 的 期 望 损失 ， 
dia + 3ze2l + 3a31 安 六， 
G1612 + g2622 + 93432 SQ, 
Qi1a13 + 92a29 二 33233 去 A, 
其 中 © 为 三 者 中 最 大 的 一 个 .于 是 ,不 论 忆 怎么 玩法 ,及 将 会 有 在 每 一 局 上 将 会 有 期 望 的 损失 不 
超过 己 . 据 此 ,他 癌 怎 样 才能 将 这 个 量 极 小 化 .由 于 和 >0, 我 们 令 


并 考虑 等 价 的 极 大 化 问题 


G=W+y2tyI = 三 ， 
约束 为 yy, yz 33 过 0 且 

att + yaa + ya SE |， 

YA + W422 + Yaa32 1, 

31213 + 32a33 + yd SS 1 
这 就 是 我 们 取 cr = 好 = (1,1,1) 的 对 偶 定 理 的 类 型 户 问 题 .我 们 已 经 发 现 了 R 问题 与 C 问题 是 对 
偶 的 ,这 意味 着 极 大 值 已 与 极 小 值 已 特 是 相同 的 . 故 二 个 游戏 者 都 在 最 优 的 平 岂 村 清 上 一 致 . 它 同 
时 意味 着 对 二 个 游戏 者 的 最 佳 答 略 正好 可 以 通过 解 同 -- 个 对 偶 问 题 找到 , 我 们 选择 RR 的 问题 由 于 
它 避 免 了 引进 人 工 基底 . 
同样 的 论点 应 用 于 其 他 规模 的 付 清 矩 阵 .此 外 ,所 有 4, 是 正 的 这 个 要 求 可 以 方便 地 去 掉 , 由 下 
若 aj 换 成 a,+a, 则 卫 与 Q 便 换 成 P+a 反 QQ+a， 因此 改变 的 只 是 游戏 的 值 而 不 是 它 的 最 佳 策 
略 .在 下 面 将 提供 例题 . 


对 具有 怎 阵 


» 

ll 
ma 
一 一 守 
to 二 一 
> 


的 游戏 , 寻找 对 二 个 游戏 者 的 最 佳 策略 以 及 最 佳 付 清 . 
解 ”# 和 我 们 代 之 以 在 约束 条 件 
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Vt 33 十 ya = 1, 
yi + 2y3 + ys= 1, 
2y1+ ?2 + ys= 1. 


下 函数 --G= -yl yy 一 y3 的 极 小 化 ,所 有 y, 包括 松弛 变 基 yy4, ys, ys 都 是 非 负 的 .由 于 原点 是 一 
个 极端 可 行 点 ,我 们 的 出 发 阵 式 为 


Us 1 0 1 1 1 D 人 


vs |3/4 DO 0 1 -V2 方 


vi |114 0 -二 1 0 1/2 -14 


Vl 1/2 1 172 0 0 0 172 


-之 0 34 0 0 -12 -14 


ww |3y5 — — 一 一 
U3 2/5 一 本 一 一 一 一 
5 -一 -一 一 一 


-6/5 和 0 0 -3/5 -145 一 275 


从 最 后 的 阵 式 我 们 推导 最 佳 付 清 , 或 游戏 的 值 ,是 二. R 的 最 优 策略 可 以 直接 地 通过 规范 解 y1 = 


十 ,y= 汪 , y= 辽 得 到 ,概率 9i,9z, 93 必须 与 这 些 成 比例 ,但 是 其 和 必须 为 1, 扣 此 


_ 1 3 2 
dH1 6 42 和 gd3™ 6 


为 了 得 到 关于 CC 的 最 优 策略 我 们 注意 到 在 最 后 的 基底 中 没有 松弛 变量 ,于 是 将 - hh 放 到 ( 非 基 廊 ) 
松弛 变量 的 位 置 上 


3 1 


下 1 二 与 1 工 2 盖 5? Iy 
规范 化 带 来 


3 多 
Pi= 6? pa = 二， p= 6 


假如 游戏 者 之 一 用 这 个 最 优 策 略 来 混合 他 的 选择 ， 平均 付 清 将 是 ， 为 使 游戏 公平 起 见 , 所 有 人 符 清 
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27 .16 


27.17 


27.18 


27.19 


27.20 


27.21 


可 以 按 这 个 者 来 减 作 ,或 者 忆 可 以 在 每 局 结束 以 前 要 求 付 这 个 其 . 


对 具有 答 阵 
mm 3 4 
ah 
3 0 


的 游戏 , 对 每 个 游戏 者 找 出 最 优 策略 以 及 最 优 付 清 . 
解 ”EF 注意 中 心 的 元 素 既 是 行 的 慑 大 也 是 列 的 极 小 , 它 也 是 行 的 极 天 中 最 小 的 ,也 是 列 的 极 小 


中 最 天 的 .这 样 的 一 个 鞍点 便 等 于 一 个 具有 纯 策 略 {pure strategies) 的 游戏 .单纯 形 直接 引出 这 个 使 
目 鞍 点 为 主 元 的 绪 果 出 发 的 阵 式 如 下 ， 


基 诬 四 Tl Ty TO a Ts Ti 
Ti 1 0 1 4 于 0D 0D 
Us 1 3 二 3 0 1 0 
ve 1 4 1 0 0 0 1 

0 1 1 1 0 0 0 
次 变换 就 足够 卫 ， 
ma 1 一 一 一 一 一 一 一 一 - 
2 
2 1 _ 一 
了 
+ 
6 1 
2 
_1 _l1 _1 _.1 
2 "2 0 2 2 7 1 


最 优 的 付 清 是 - 二 的 负 合 数 , 即 是 主 元 元 素 2. 直接 获得 对 R 的 最 化 策略 , 由 于 y 一 0,y2 一 方 , 力 
= 0, 我 们 规范 化 去 获得 纯 策略 
91 = 0, 42 =1, g3 = 0. 
只 有 第 二 行 应 一 喜 被 使 用 ,关于 C 的 策略 通过 松弛 变量 得 到 ,由 于 ws 及 vs 在 最 后 的 基底 中 我 们 
有 zz =x3=0, 以 及 最 后 ra = -= 1/2. 规 范 化 ,我 们 获 男 外 的 纯 策略 
p1= 0, p= 1, p3 = 0D. 


补 充 题 


作 一 个 图 示 说 明 同 时 满足 下 面 约 束 的 所 有 的 点 


jx 0 TT 十 2727 之 4 -Xl1t+Xi 和 1， 


X11+ Ya < 3， 
前 题 中 的 $ 个 引 端 可行 点 是 什么 ”在 哪个 极 问 可 行 点 上 F = xX1 一 273 取 它 的 极 小 值 尽 极 小 值 为 何 ? 
在 哪个 极端 可 行 点 上 这 个 函数 取 它 的 极 大 伪 ? 
通过 应 用 单纯 形 方 法 在 题 27. 17 约束 的 眼 制 下 找 出 F = zi 一 2x; 的 极 小 值 , 当 你 用 几何 方法 时 得 到 
的 值 是 否 相 同 ?” 极 蜡 可 行 点 是 性 相同 ? 
什么 是 题 27.19 的 对 侦 问 题 ” 证明, 通过 使 用 该 题 中 获得 的 最 后 单纯 形 阵 式 ， 得 到 对 偶 问 题 的 解 向 


量 yi= 柱 ,32= 号 90， 
通过 应 用 单纯 形 方法 在 题 27.17 约束 的 限制 下 求 FE= zi -2z3 的 最 大 值 .( 极 小 化 - 已 ) 用 见 何方 法 
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27 


.22 


27.23 


27. 


27. 


27. 


27. 


27. 


327 


27. 


27 . 


24 


25 


26 


27 


28 


29 


31 


27.32 
27 ,区 
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你 得 到 的 蝴 果 是 天 相同? 
什么 是 题 如 .21 的 对 偶 问 题 ” 从 该 题 的 最 后 单纯 形 阵 式 中 得 到 它 的 解 . 
直接 出 单纯 形 方法 解 是 27.19 的 对 偶 疝 题 ,使 用 一 个 外 如 的 变量 | 一 个 人 工 基底 ,约束 该 污 作 
31 ty 7 y+ = 1， 
— 2 一 3 -ya + ys—- Ys =—2, 
以 v4 与 ys 为 松弛 变 车 .万 = 4y1 + y+ 3y3 为 要 极 小 化 的 函数 , 由 最 后 的 阵 式 重新 找到 对 个 问题 的 
解 及 是 27.19 它 本 身 的 解 . 
极 小 全 下 =271+ 2, 在 约束 
371+ ri 守 3，471+3r3 这 6 I +2727 和 2 
的 限制 下 所 有 zx, 基 非 负 的 (得 到 的 解 为 x1= 3/5, zr2=6/5). 
几何 地 说 明 关 寸 一 个 在 题 27.17 约束 限制 下 下 = xi - xs 的 极 小 有 无 穷 多 个 解 点 .它们 在 何 处 ?证 
明 单纯 形 方法 直接 地 产生 一 个 极端 解 点 ,而 它 还 产生 另外 的 , 恨 如 作 了 最后 的 一 个 v3 与 v1 的 交换 ， 
即使 相应 的 六, 值 为 符 . 解 点 的 集合 是 连结 这 些 极端 点 的 线段 ， 
在 约束 
2z1+2r TI 之， 了 十 z4 1， 
2r1+ x +2r3 委 44， TI+ XI + T= 3. 


的 限制 下 极 小 化 上 = r,+ xu 所 有 zi 为 非 负 的 .( 极 小 此 为 零 ,在 多 于 一 个 的 可 行 点 上 出 现 . } 


对 游戏 
< 


使 用 单纯 形 方 法 寻找 最 优 策略 及 付 清 . | 付 清 基 2. 5, R 的 策略 是 (1/2, 1/2) 而 对 C 来 说 是 


[证] 


解 具有 短 阵 
的 游戏 ,证明 最 优 付 清 为 地 ,对 R 的 最 佳 策略 为 总 ,六 ,十 | .而 对 C 的 是 相同 的 ， 
由 单纯 形 方法 解 下 面 的 游戏 


-2 3 -2 3 
对 下 面 的 淆 数 求 极 小 - 极 大 王 次 多 项 式 .什么 是 极 小 - 极 大 误差 以 及 它 在 何 处 达到 ? 


求 关于 


(x) = 1 
> t+ (4.1163r)2 


的 极 小 一 极 大 二 次 多 项 式 以 及 极 小 - 极 大 误差 以 及 达到 它 的 自 变量 . 
对 前 题 的 菠 数 寻找 一 个 三 次 道 近 , 它 的 刍 果 是 什么 ? 又 怎样 从 前 题 的 结果 来 预报 它 ? 
在 约束 


r= 00.01)1 


TI1+ XI 3rTIt TI 
工 1 + ri 一 XT4 守之 


以 及 所 有 x 衬 0 的 限制 下 极 小 化 IT1 一 Trt 也 工 3 
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数值 分 析 


27 .34 
27.35 


27.35 


27.37 


解 前 题 的 对 偶 问 题 . 
在 约束 

Tt 一 TI 守 2， 了 J]+ 了 2 和 6 zt+2r 扫 各 
的 限制 下 及 所 有 xz; 衬 0 极 小 化 2x1 + zz, 处 理 A=0,3,6,9.12 的 情况 . 
利用 线性 规划 在 下 面 的 游戏 中 寻找 对 两 个 游戏 者 于是 最 优 的 策略 . 


站 4] 


3 !] 
L2 3 


作为 线性 规划 素 解 具有 付 请 窍 阵 为 


的 游戏 . 


第 二 十 八 章 ” 趋 定 方程 组 


问题 的 性 质 


一 个 超 定 线性 方程 组 其 形 起 为 
AT 二 五 ， 
第 阵 4 的 行 比 列 多 .正常 情况 不 存在 解 向 其 ,因而 像 这 样 写 出 的 方程 是 没有 意义 的 .这 个 方程 
组 也 称 为 不 相 容 的 .在 实验 或 计算 工作 中 , 当 在 精度 可 达到 的 情况 下 产生 的 结果 比 所 需要 的 更 
多 时 超 定 方程 组 会 出 现 .在 某 种 意义 上 说 ,一 堆 不 精确 的 ,冲突 的 信息 变 成 从 完美 的 结果 的 笠 
代 物 ,而 人 们 希望 以 某 种 方式 从 牙 盾 中 尽力 获取 对 精确 结果 的 一 个 好 的 逼近 ， 


两 种 处 理 方 法 


这 两 种 主要 方法 包含 残余 向 量 
R= Ax—5. 
由 于 R 通常 不 会 化 为 零 向 量 , 努力 以 这 样 一 种 方式 选取 x 使 得 R "在 某 种 意义 下 被 极 小 化 . 
1. 一 个 超 定 方程 组 的 最 小 二 莱 解 是 指向 量 r, 它 使 残余 向 量 的 名 分 量 的 平方 和 为 极 小 . 


以 向 量 的 语言 我 们 要 
RTIR = 极 小 . 
对 于 mm 个 方程 个 未 知 量 , 具有 m > ,在 第 21 章 中 用 过 的 那 一 类 的 讨论 可 引 
出 法 方程 


《al， QZ1 十 十 {a1 an) Ts 三 《al1， b), 


(gear + + (an an) rs = (ans 6b). 
它 决定 x 的 分 其 .这 里 
{an Qi = andl + "+ amilmy 
是 A 的 二 个 列 向 量 的 标量 积 . 
2、Chebyshey 或 极 小 化 极 大 解 是 指向 量 z, 它 使 残余 向 量 绝对 值 最 大 的 分 量 为 极 小 . 也 就 
是 说 ,我 们 尝试 极 小 化 


7 = maxfl ry 1, | rm 1) 
其 中 为 R 的 分 量 , 当 m=3, n=2 时 它 转变 成 一 组 约束 含有 要 加 以 极 小 化 的 ~， 
aNzl + amrz2— HEr, -ax anr2+ hr, 
Qazi + az br aurl anz2+ br, 
aaTi + aar2—- BRRr, -Aaurl- anr2+ br. 


这 容易 转化 成 一 个 线性 规划 问题 ,类 似 的 线性 规划 解 mx 和 x 为 任意 的 情况 . 


题 解 
最 小 二 乘 解 
28.1 导出 法 方程 用 于 寻求 超 定 线性 方程 组 的 最 小 二 乘 解 ， 


* 译注 ;原文 为 +. 
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数值 分 析 


28 .2 


解 和 令 已 知 方程 组 为 
qT + al242 = bl 
QT 十 @22Y2 二 ba, 
aa3tE1 +t G3273 = ba, 
它 只 包含 了 二 个 未 知 量 而 且 只 是 轻微 超 定 ， 但 是 其 细节 对 更 大 的 方程 组 是 几 平一 样 的 .正常 情况 我 
们 不 可 能 满足 我 们 方程 组 中 所 有 的 三 个 方 径 ,这 个 问题 就 像 它 现在 的 这 个 样子 很 可 能 没有 解 的 . 提 
此 ,我 们 将 它 改 写 为 
ET 二 zz 一 下 二， 
Url + umra 一 有 = r2, 
AMA 十 QT2z 一 而 3 = ra. 
其 中 数 ri ra r3 称 为 残 量 , 并 且 寻 找 数 工 1， 工 2 恒 rf+ rr 十 r3 为 极 小 .因为 
ri + r= {Cail 十 Ga3l 十 cr +(a 和 + a + 和) 
+ ana + Ga21G22 一 nd) 172 
— {aubit Ga2182 十 aab3}xl 
2{anmbl + anb2 + anb3)rz + (bt+ B+ 6), 
令 它 对 xi 及 rs 的 导数 为 零 得 出 的 结果 为 一 对 法 方程 


(aiyaljzrl+falye2)rz = (ai: 6), 


{a a)rit+t 【azy t2) x2 = (a2 6), 
该 式 中 的 圆 括 弧 表示 


2 2 2 
fam al) = an Tt a tT da 


{ua2) = dnd + aud22 + 434 
等 等 , 这 些 是 原 方程 中 各 列 系数 之 间 的 标量 积 .对 m 个 方程 n 个 末 知 量 {xx > n) 的 一 般 问题 


在 11 了 1 + lm 一 #1? 


aNTl + "+ Ann = b2 


全 mr 了 1 十 十 全 mm = Dr . 
一 个 几乎 完全 一 样 的 讨论 引出 法 方程 
(ars an}z1 + ata)z2t "+ falan) rs = (od), 


(azsarjrit (Cara) rt + (az aa) Ts = (2s 5), 


(quadrit (asaa) 72+ (Canran) rn = (Can b), 
这 是 一 个 对 丈 , 正 定 方程 组 . 

闫 时 值得 注意 的 是 跟前 的 这 个 问题 又 一 次 地 与 题 21.7 政 21.8 中 前 一 般 最 小 二 乘 近似 模型 相 
符合 .刚才 所 得 到 的 结果 作为 一 个 特例 世上 能 得 到 , 其 中 向 其 空间 EF 出 加 维 向 基 所 组 成 ,例如 , 皇 阵 
起 的 列 向 量 (我 们 用 ai ,az，… ea 来 表示 ) 以 及 数 六 的 列 { 我 们 用 ， 来 表示 }. 子 空间 S 就 是 定 阵 从 
的 域 {range), 也 就 是 指向 者 Az 的 集合 ,我 们 在 S 中 要 找 一 个 向 量 训 , 它 极 小 化 

| 入 -二 2 = 人 Ar 一 在 外 ?= > 
而 这 个 向 其 是 5 在 S 上 的 正 交 投影 ,由 (p 一 ux) =0 所 决定 , 其 中 mw 是 关于 S 的 某 个 基底 .将 这 个 
基底 选 成 &; = qi 二 1,…, ,我 们 有 通常 的 表达 式 =XI2t+ +xaas( 记 导 与 我 们 - - 般 模 型 的 稍 
有 不 同 ), 代 入 后 便 引 出 法 方程 . 


找 出 方程 组 
了 1 一 了 2 = 2, 
Xi+ TI2 = 4, 
2x1+ x2 = 8. 
的 最 小 二 乘 解 . 


解 GF 形成 所 需要 的 标量 积 ,我们 得 到 法 方程 


第 二 十 信 章 ，” 超 定 方 袜 给 
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6zil +2xy = 22，2xi+3zy= 10， 


由 此 得 x 二 可 及 z= 部 ,对 应 于 这 个 zi 及 x3 的 残 量 为 = 让 ,ry 一 和 ,及 = - 半 , 而 它们 的 


平方 和 为 .因此 标准 差 为 p= /之 .这 比 作 其 他 渤 择 的 ri 及 zs 都 要 小 
假设 在 题 28.2 已 经 是 超 定 的 方程 组 二 再 加 于 三 个 方程 
1 十 272 = 4, 
271 一 Xa = 5, 
Ti 一 273 二 了 
找 出 这 个 5 个 方程 的 方程 组 的 最 小 二 乘 解 . 
解 ”8 仍然 形成 标量 积 我 们 得 到 法 方程 12zi = 38, 12x3 = 9 解 之 得 zj 二 xz)= 


5, -1 -141.8,7 及 -4, 折 有 的 都 要 除 以 12. 标 准 差 为 p= /3. 

在 大 方程 组 的 情况 下 , 法 方程 组 可 以 如 何 去 解 ? 

解 EF 由 于 法 方程 组 为 对 称 正定 的 ,有 几 种 方法 完成 得 非常 好 .可 以 应 用 Gauss 消去 法 ,如 果 它 的 
主 元 是 通过 递减 主 对 角 元 来 选取 , 则 它 能 保持 对 称 性 直到 最 后 .因而 可 省 去 几乎 一 半 的 计算 量 . 


Chebyshev 解 


28.5 


28.6 


简明 超 定 线性 方程 组 的 Chebyshev 解 如 何 能 通过 线性 规划 方法 求 得 . 

解 《本 我 们 再 次 处 理 题 28.1 的 小 方程 组 ,对 于 大 的 方程 组 其 岗 节 几乎 完全 一 样 . 令 为 诸 残 量 
之 绝对 值 中 最 天 者 , 故 有 | 1 所 7 | ri 所 7 1731 志 7 .这 意 昧 着 和 r, 一 ri 所 7 ,对 r2 及 7; 的 要 求 
相同 .回顾 残 量 的 定义 我 们 现在 有 6 个 不 等 式 ，; 


QT1 十 人 ZI 一 二 Sr -ANT1 ~ R72 + Pl 窑 


Ga 了 1 十 有 43 一 站 sr， 一 G1 工 | 一品 22 了 2 十 by 
aiTl + damr2— br 一 Aur- A272+ br 
慨 如 我 们 还 假设 xl 及 > 六 人 须 为 非 负 的 ,并 记 住 Chebyshev 解 是 定义 为 选择 x1, rz 使 > 极 小 , 于 是 
我 们 显然 有 一 个 线性 规划 问题 ,为 方便 起 见 将 它 稍 加 改变 . 雇 r 通 除 并 令 ziyr= yi T2777 = yr 
= :约束 就 变 成 了 
al31 + 412y2 — 站 3 1, -ed -atay2 + biya El 
Ca131 + G2292 一 B23 < 1 — any1— a + bay3 1, 
as131 + Oy2 一 3 SE |， ~ aa31- a + byy3 Sl1. 
因而 我 们 必须 极 太 化 y3. 或 者 , 同 -… 件 事 ,使 = ~ ys 一 极 小 .线性 规划 问题 可 以 直接 地 由 原来 的 双 
定 方程 组 形成 .推广 到 大 的 方程 组 几乎 是 显然 的 事 . x 为 正 的 这 一 茶 件 在 实践 中 是 常常 满足 的 , 这 些 
数 表示 长 度 或 其 他 的 物理 度量 ,如果 不 能 被 满足 , 那么 可 以 癸 一 个 平移 x = zx,+ ,或 是 可 以 将 线 生 
规划 算法 加 以 修改 ， 
应 用 线性 规划 方法 求 题 28.2 中 方程 组 前 Chebyshev 解 . 


解 FF 在 每 个 约束 上 加 一 个 松弛 变量 ,我 们 有 


31 一 32 一 2393 十 34 = 1， 
M+ yat 4y3 + ys = 1, 
231 + 32 By + ys = 1, 
— v1 + y2 + 2 + ys = 1, 
— ¥1 ~ y+ 4y + ys = 1， 
— 2y1 — y+ Bys + yo= 1. 


加 上 下 = - y3 要 被 极 小 化 以 及 所 有 % 为 非 负 的 ， 出 发 降 式 以 及 按 单纯 形 算法 所 作 的 二 次 交换 如 图 
28.1 所 示 . 对 应 于 松弛 变量 的 6 列 被 省 路 ， 因为 它们 事实 上 并 不 包含 关键 性 信息 .从 最 后 的 阵 式 我 们 


_ ,wy 1 1] 1 ， 
得 到 一 10 及 只 = 凡 -3. 这 穗 得 r=1/ys= 二 以 及 xi 3 ,zs=1. 开 个 我 量 为 3 3 3 大 
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数值 分 棉 


熟悉 的 Chebysber 的 等 误差 大 小 性 质 叉 一 次 出 现 ， 


vs 1 1 -1 -2 3 

vs 1 1 1 一 #4 3 

vs 1 2 1 -8 0 

他 1 一 1 2 2 一 上 

Ua 1 一 1 一 1 4 wy 0 一 上 

» |! -2 -1 ® v -i 
0 0 0 1 


3 i —3 0 
0 (二 0 
2 0 o o 
2 0 0 0 
Ug 和 0 一 上 0 
vs 3 0 一 1 


图 28.1 


应 用 线性 规划 方法 求 题 28.3 中 超 定 方程 组 的 Chebyshev 解 . 

解 时 6 个 附 其 的 的 东 带 来 外 如 的 6 个 松弛 变量 yp 3215: 细节 与 题 28.6 的 十 分 类 似 , 在 图 
28.2 中 再 次 略 去 松弛 变量 列 , 它 概括 了 单纯 形 算 法 的 3 次 交换 .在 最 后 一 次 交换 后 我 们 得 到 y = 
二 ,=1,y- 世 .于 是 r= 当 与 <1 一旦,z2= 委 -6 个 残 量 为 2.0, -3,3,3 及 -1 所 有 的 者 要 除 以 
4. 再 次 有 3 个 残 量 等 于 极 小 化 根 大 残 量 r, 现 在 其 余 的 是 更 小 的 .在 一 般 问题 中 n+1 个 等 玖 重 , 其 
余 的 是 更 小 的 ,与 Chebyshev 解 一 致 ,n 是 未 知 晤 的 个 数 . 

将 最 小 二 葬 解 与 Chebyshev 解 的 残 量 进行 比较 . 

解 “上 对 一 个 数 z1,…, zx, 的 任意 集合 , 令 17 le 表 绝对 值 最 大 的 残 量 . 则 7 了 + … + 7 人 
m|r|2w 因 而 标准 差 肯 定 不 超过 | r|、 .但 是 最 小 二 药 角 是 所 有 中 最 小 的 标准 营 ， 三 而 ,以 p 表 这 个 
误差 , 5 去 | r| nx: 特别 当 了 为 Chebyshev 解 时 这 不 等 式 成 立 , 左 这 种 情况 下 | r| 就 是 我 们 曾经 称 之 
为 + 的 那个 .但 是 Chebyshev 解 也 有 它 的 最 大 误差 为 最 小 的 性 质 ,所 以 假如 | pw 表示 最 小 二 乘 解 的 
绝对 值 最 大 的 残 量 , 则 rm 之 | P|max- 将 这 二 个 不 等 式 合 在 一 起 ， p 迄 7 入 |p1mwn 于 是 我 们 有 


Chebyshev 误差 两 出 都 有 界 .由 于 最 小 二 莱 解 常常 容易 被 找到 ， 这 最 后 的 结果 可 以 用 来 决定 是 否 人 得 
继续 往 下 进行 ,来 得 到 ,出 Chebysher 解 所 带 米 的 最 大 残 莉 的 进一步 威 少 、 


应 用 上 题 于 28.2 的 方程 组 
解 EF 我 们 已 经 得 到 p= 三 ,-= 到 及 !p| wu= 3/7 这 确 如 题 28.8 所 提示 的 ,它们 正 是 稳定 地 
霄 吉 的 .最小 二 汇 残 量 之 一 为 其 他 的 3 傍 大 ,这 事实 已 经 推荐 了 对 Chebyshev 解 的 导 查 ， 


28.10 ”应 用 题 28.8 于 题 28.3 的 方程 组 . 


解 PF 我 们 已 经 得 到 p= EE 11 ,这 种 布局 确实 支持 了 对 Chehyshev 解 的 寻 
查 . 
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二 四 加 车 Na 和 四 本 和 am Im NI 和 


CO 


人 


和 和 | 各 I 本 一 和 加 和 区 Mi 丽 呈 届 一 本 


| 
La] 
Le 
pe 
t 
mi 
和 | 一 
加 上 
一 


上 0 一 0 3 0 0 0 
3 0 3 0 1 0 0 0 
2 0 0 0 2 0 0 0 
8 0 0 § 0 0 0 
3 0 一 0 1 0 0 0 
i 0 六 1 1 0 0 1 
3 0 0 1 0 1 0 
#§ 1 -0 1 0 0 
和 0 一 3 0 4 0 0 0 
§ 0 一 0 2 0 0 0 
2 0 0 0 2 0 0 0 
和 0 计 0 E 0 0 0 


-3 0 § 0 一 和 0 0 0 
图 28,2 
补 充 题 
对 方程 组 
1 一 工 2 =— 12z1 一 了 > 一 2， 
X1t xy = 8, 2r1+ x = 14. 


求 最 小 二 乘 解 .计算 这 和解 的 标准 差 . 
对 题 28.11 中 求 得 的 蟹 比 较 |plmx 与 e. 
寻找 题 28.11 中 方程 组 的 Chebyshev 解 并 比较 它 的 r 值 与 p 及 1p| mx 
对 方程 组 
TI1+ X32 一 3 二 3， rit+272a 254 = 1, 

2r1- Sr 二 一 4 4z1 z2 一 ZX3=6. 
导 找 最 小 二 飞 解 及 Chebyshev 解 ， 
根 设 ,已 知 -1 所 z,. 寻找 下 面 方 程 组 的 Chebyshev 解 .通过 首先 令 z,= z+1， 它 哥 证 了 0<z;. 同时 求 
最 小 二 坪 解 . 


27x! 一 2 十 工 3 + 2r4 


i 
如 


1 —2x! 一 2ra +373 十 324 一 
iL + 工 24 + 2I3 十 中 =1 一 Xl1 — 313 — 3I3 + 工 4 = 3 


xz1 -3r7 tr 十 224 二 之 Zr +4xr2 +Xx3 +Sr= 0 
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28. 


28. 
28. 


28. 


28. 


28. 


28. 


28. 


16 


17 
18 


19 


20 


21 


22 


23 


寻找 方程 组 
x1 二 0, 1+ Tr-—1, 
Tz2 = 0, Diri + 0.1rz = 0.1. 
的 最 小 二 飞 解 .标准 差 是 什么 ? 
寻找 题 28.16 中 方程 组 的 Chebyshev 解 . 
测量 所 得 的 4 个 高 度 z1, x3, zs, 4, 连 则 高 度 的 5 个 差 一 起 ,如 下 所 示 . 寻找 最 小 二 乘 解 . 
I1 二 3.47, Ta = 2.01, rxy 7 .58, x4 = 0.4, 
TI1— I2= 1.42, 71- x= 1.92, x1- Tr = 3.06, 
Ta r= Dd rr 1.53, rx- z= 1.20. 
一 个 最 x 被 测量 了 N 次 ,其 结果 是 sl az,…,aN, 以 最 小 二 乘法 解 超 定 方程 组 
4 二 人 1 一 2 
佬 么 z 值 会 出 现 ? 
测 攻 二 个 量 2 及 ”连同 它们 的 车 z-y 以 及 和 z+y. 
工 二 上 点， y=B, z+-y=C, rt+y= DD. 
以 最 小 二 乘法 解 超 定 方程 组 ， 
三 角形 的 三 个 角 测 得 为 1, A2, A3. 车 以 zi, x2,73 表示 准确 值 ,我 们 被 引 圣 超 是 方程 组 
TI = A X= A TK- I = A 


以 最 小 二 乘法 解 它 ， 


直角 三 角形 的 两 条 边 测 坦 为 A 与 B 而 八 边 为 C. 令 L1,L2 及 互 表 示 精 确 值 ,并 令 z1= Li, x2 32. 


考虑 赵 定 方程 蛆 

T= A wi Bl, Xx1+ 72 一 C2, 
并 得 到 ri 与 x; 的 最 小 二 乘 估计 值 ,从 它们 来 估计 工 1, 上 >, 玉 五 ， 
还 明 Ax = 6 的 最 小 二 乘 解 的 法 方程 等 价 汪 A"Axr = A 


+ 译注 :原文 为 ATA = ATE. 


第 二 十 九 章 按 值 问题 


问题 的 性 质 


这 是 一 个 流行 很 广 很 深 的 课题 , 它 的 变化 和 算法 可 以 写 几 本 书 . 本 章 仅 提供 许多 已 实现 的 
想法 的 实例 . 这 就 意味 着 难免 不 及 的 范围 较 小 ,但 忽略 它 却 是 完全 不 可 取 的 . 

边 值 问题 是 对 区 域 R 内 的 微分 方程 或 方程 组 求解 ,这 些 解 在 RR 的 边界 上 满足 附加 条 件 . 
实际 应 用 产生 了 大 其 这 类 问题 .经典 的 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 包括 一 个 二 阶 方 程 ,一 个 初始 
条 件 和 一 个 终 或 荣 件 

y = fr,yy), yl(a) = A y(b)= B. 
这 时 的 区 域 RR 是 区 间 (a,5), 边界 有 两 点 组 成 .典型 的 偏 微分 方程 问题 是 Dirichlet 问题 , 要求 
Laplace 方程 
U,+U,=0 
在 xy 平面 的 区 域 R 内 部 成 立 . 在 RR 的 边界 U(z,y) 取 指定 值 .这 两 个 例子 给 出 了 两 类 重要 的 
边 值 间 题 . 


题解 
1, 舌 加 原理 对 线性 问题 很 有 用 .例如 求解 ， 
=dfz)y， yla)=A, 3y(5) = 了 
我 们 可 以 用 第 十 九 章 的 办 法 . 解 两 个 初 值 问题 
31 = g(r) ys wa)=1, yx(5)= 0, 
y2 = q(x)y2, yz2(a) = 0, yath)=1, 


然后 就 有 
yxz} = Avi(x) + Bys( 7). 
2. 当 问题 是 线性 时 , 用 矩阵 问题 来 代替 也 是 一 种 选择 . 例如 用 二 阶 差 商 代替 y (xi ) 把 方 
程 y = g(x)y 变换 成 差分 方程 
Wi (2+ hy = 

要 求 它 对 训 =1,…, n 相应 的 自 变量 zi, …，, zc; 成 立 . 加 上 yo 一 A 和 >y,11=B. 我 们 就 
有 了 2” 阶 线性 方程 组 .全 此 得 到 在 列 出 的 自 变量 处 y 的 近似 值 . 

同样 , Laplace 方程 Us + CU = 人 0 变换 成 差分 方程 


U(r,y) = EU(z hy)+ Utzr+h,y)+ U(rsy— hy)+ U(x,y + Ah)], 


它 使 得 每 个 值 是 在 正方 形 阅 格 区 域 的 点 rw = xo+ mk， yn 三 yo + nk 的 四 个 相 邻 结 点 
上 的 平均 .对 每 一 个 内 部 网 格 结 点 写 出 这 个 方程 就 得 N 阶 线性 方程 组 , 其 中 N 是 内 
部 网 格 结 点 的 个 数 .这 种 想法 适用 其 他 方程 , 带 有 曲 边 边界 的 区 域 和 高 维 问题 , 在 相当 
沉 的 情形 下 ,能 证 明 对 于 精确 解 的 收敛 性 . 
经 典 的 扩散 方程 问题 
T= Te, TO = TI,t)} = 0, T(r,0D = f(x), 
有 限 差 分 方法 也 适用 于 它 , 这 个 方程 在 平 无 限 长 条 区 域 0 委 rz 守 1,0 扫 上 内 部 成 立 . 在 长 
条 的 边界 上 给 定 工 . 它 有 著名 的 Fourier 级 数 解 .但 有 限 差 分 方法 对 各 种 改进 很 有 用 
处 ,由 简单 的 差 商 代 葵 导数, 上面 的 方程 就 变 成 
Tint = AT -int Cl — 22) Ta + ATiarlns 


“358- 


数 次 分 白 


其 中 zz。 = mh ,ta = 堪 和 X= 此 /1h?*. 于 是 矩形 网 格 点 集合 代替 长 条 区 域 , 所 给 形式 的 
差分 方程 可 以 从 前 一 时 间 步 的 了 值 直接 计算 每 -个 了 值 ,用 所 给 的 初 值 f(x。 ) 启 动 
这 一 过 程 ,适当 选取 玉 和 有 R ,它们 趋 于 零 . 则 方法 收 部 于 真 解 . 但 是 对 于 小 的 友 计算 量 
很 大 .因此 为 了 减少 工作 其 已 提出 了 很 多 改进 的 方法 . 


, 花园 浇 水 法 (garden hose method), 对 经 典 的 两 点 边 值 问题 提供 了 一 种 直观 的 近似 .我 


们 先 解 初 值 问题 : 

多 = fryy), yla) = A, y(a)=M. 
M 可 以 有 上 几 种 选择 ,所 得 到 的 最 终 值 将 依赖 于 M 的 选择 , 称 它 为 FCM), 于 是 我 们 想 
要 的 就 是 FUM) = B. 这 一 问题 类 似 于 第 二 十 五 章 中 的 求 很 问题 , 因此 能 用 类 似 的 方 
法 解决 . 求 出 对 M 的 逐次 逼近 ,每 一 个 值 都 得 到 一 个 新 的 初 值 问题 , 如 同 求 根 , 有 有 好 几 
种 方法 来 选择 对 M 的 校正 , 包括 牛顿 型 方法 ， 
F(tM)-B 


M2 = Mi F'(MI) 


, 蛮 分 法 建立 某 些 边 值 问 题 和 优化 问题 的 等 价 性 .为 了 求 函 数 y(z) 满 足 y(a)= 和 和? 


(5)=B 并 使 
[F(z,y, 3) dz 
取 到 最 小 值 (或 最 大 值 ), 我 们 可 以 解 Euler 方程 
P = AF,, 
并 满足 相同 的 边界 条 件 ,还 有 其 他 直接 方法 , 例如 Ritz 方法 ， 使 积分 极 小 化 ,因此 它 可 
以 认为 是 求解 Euler 方程 并 且 满 足 边 界 条 件 的 方法 ， 
对 于 Laplace 方程 相应 的 极 小 化 问题 是 


Uz + Us}drdy = min, 


其 中 二 重 积分 取 在 边 值 间 题 的 区 域 R 上 . 
对 于 Poisson 方程 U + U,, = 下 ,相应 的 优化 问题 是 


TH ye you -mn 


. 有 限 元 方法 是 优化 问题 直接 解法 的 有 效 方法 .把 区 域 R 细 分 成 基本 小 片 (对 二 维 的 R 


是 三 角形 , 正方形 等 等 ), 解 元 素 和 每 一 个 小 片区 域 相 结合 ,例如 关于 一 组 基本 三 角形 ， 
我 们 选取 一 组 平面 三 角形 元 素 共同 形成 连续 的 表面 .这 些 元 素 的 各 个 角 点 之 纵 坐 标 成 
为 优化 的 独立 变量 , 使 关于 这 些 变量 的 偏 导 数 等 于 零 , 然后 再 解 出 所 得 到 的 方程 组 . 


, 无 窍 级 数 为 许多 经 典 问题 提供 了 解 .它们 是 从 加 原理 的 发 展 , 重要 的 有 Fourier 级 数 及 


其 各 种 推广 ， 
题 和 解 
线性 常 微分 方程 
29.1 求解 二 阶 方程 
Ly) = y (x)— plr)y (zx) ~ q(x)y(r) = r(x) 
并 满足 二 个 边界 条 件 


cuyla) 十 cy(b) + cay (a) + ca (b) = A, 
cay(a) + cny(b)+ casy (a} + cyay (bY) = B. 


解 “ 贬 对 于 线性 方程 , 我 们 可 以 用 使 加 原理 , 这 一 点 已 用 于 解析 方法 求解 的 基本 例子 里 , 假设 对 


第 二 十 九 童 边 值 问题 


:3 和 9 ， 


上 述 方程 不 能 求 出 基本 解 ,就 能 用 前 几 章 的 数值 方法 (RungcKurta 方法 , Adarms 方法 等 等 } 来 计算 以 
下 三 个 官 值 问 题 (4e 委 xz 和 电 的 近似 解 
工 (31) = 0， L(y2) = Th LCiY} = r{r), 
yta) = 1, yta) = 0, Yla) = 1, 
y (a) = 0, yta) = 1, Y fa) = 0., 
于 是 登 加 可 得 所 要 求 的 解 是 
yr) = CCz)+ Coytr)+ Y. 
为 了 满足 边界 条 件 , Cl 和 C2 可 由 以 下 方程 组 确定 ， 
[er + et) + emyiB) C+ [e+ cnyath) + cumy2tb)ICs 
= A- cayY(h) -cuyY (6), 
[ea + c2ayif6) + caayit hb) C+ [en 十 cayl Bb) + cady2[ 瑟 门人 2 
= Bc2Y(h) -cnY (sb). 
我 们 美 于 初 值 问 题 的 算法 以 这 种 方式 解 出 了 线性 这 值 问题 . 这 种 方法 容易 推广 到 高 阶 方程 和 线性 方 
程 组 .我们 假定 问题 有 疏 一 解 ,而且 能 求 出 具有 适当 精度 的 y1 和 y2. 于 是 确定 C1, C2z 等 的 方程 组 也 
有 惟一 解 . 
说 明 如 何 遂 过 化 为 线性 代数 方程 组 来 近似 求解 线性 边 值 问 题 ， 
解 ”I 和 选取 等 下 间隔 的 自 变量 4,= a 1 讯 , 而 且 ro=ayzNrl= 5. 现 在 我 们 企图 确定 相应 的 值 » 
= y(z),y (zx) 用 以 下 近似 代 圭 


, Ytl 一 2 了 WH 十 芒 - 
yr) A + 本 1 


y (zi) 由 下 式 近 介 


各 4+1 -1 


? (DT 让 
是 29.1 中 的 微分 方程 L(y) = r( 工 ) 精 作 穆 理 靶 成 为 
(1 一 lp, |», 1 十 (oy + hzg)y, + | i+ Tap, yn = hr,. 


加 果 我 们 要 求 它 在 所 有 的 内 点 j = 1,…, N 都 成 立 ,那么 就 得 到 N 个 未 知 量 y;，,…, yn 的 N 个 线性 广 
程 , 假设 两 边 值 规定 为 x0 一 y(a) = 有 A, yw+1= 区 有 = B. 在 这 种 情形 下 , 线性 方程 组 取 以 下 形式 : 


站 yl 十 132 = hr -a1 和 A 


a2y1 + hays + 72y3 = hr2, 


3y + Bays + Ysy4 = hirs, 


ay 1 + Pro = hirm — yw. 


其 中 w=1- 方 ii， B= -2+hg,, »=1+ hp 

这 个 方程 组 的 带 状 矩阵 是 对 微分 方才 边 俏 癌 题 离 散 化 后 得 的 线性 代数 方程 组 的 特征 . 只 有 三 条 对 角 
线 元 素 非 零 . 这 样 的 矩 阵 比 其 他 的 不 如 此 稀 玉 的 矩阵 要 容易 处 理 , 关 用 Gauss 消去 法 , 因为 主 元 转化 
成 主 对 角 线 , 所 以 带 的 性 态 不 会 释 坏 . 可 以 用 这 个 事实 来 简化 计算 . Gauss-Seidel 选 代 算法 也 有 效 . 候 
定 出 现 题 29.1 中 的 更 一 般 的 边界 条 件 , 也 能 进行 处 理 , 多 半 是 用 


- + 
YY Cp) 一 衣 拉 


， yl 一 区 0 
A 
YY 【ay 下 


这 就 得 到 了 N +2 个 未 知 量 yo2w+i 的 N+2 个 方程 的 方程 组 ， 
在 这 -- 章 以 及 前 面 问题 中 我 们 已 对 同一 自 标 进行 了 可 能 的 道 近 . 在 这 两 种 情形 给 出 的 是 数 % 
的 一 个 有 限 集 . 如 果 这 两 种 方法 用 较 小 的 上 重复 使 用 .那么 所 得 到 的 较 大 的 输出 有 希望 更 精确 地 代 
表 真 解 .这 就 是 收 襄 性 问题 ， 
证 明 对 特殊 情形 
y+y=0, y0)=0 yl)=1. 
题 29.2 中 的 方法 是 收敛 的 ， 


.360 ， 


数 信 分析 


证 精确 和解 是 y(z}= (str)tsinl) .近似 差分 方程 是 


-1 t 【一 了 hyy, t | 0), 
于 相同 的 边界 条 件 yo= 0, ww+1=] 它 的 精确 解 是 


sinfar zh) 


2 sinfayi 
这 里 一 志 ,cosa =1- 二 让 -这 些 结论 可 以 育 接 证 明 或 者 由 本 书 差分 方程 这 部 分 的 方法 推 得 . 因为 
当 有 赵 于 零 时 , lim(a/h) =1, 所 以 jimy, =y(zy), 即 当 皮 沽 小 时 ,差分 问题 的 解 收 伍 于 微分 方程 问题 
的 鲜 . 丰 这 个 例子 中 两 个 问题 可 以 解析 求解 .它们 的 解 可 以 比较 ,对 于 更 - 般 的 同 题 收 人 性 的 证 明 必 
须 用 其 他 方法 ， 
说 明 线 性 微分 方程 特征 什 问 题 转化 为 近似 代数 方程 组 
解 二 考虑 问题 


or 


y+Aay = 0 oO= y(1) = 0, 
它 有 精确 解 y(x) = Csinnrz, n=1,2,…. 相 应 的 特征 信和 是 1 = nw 为 简单 地 说 明 这 种 也 可 用 于 精 
确 解 不 易 求 得 的 其 他 问题 的 方法 ,我 们 用 差分 方程 

wt(-2+h y+ y= 0 
代替 微分 方程 , 要求 它 在 内 点 j= 1,…,N 成 立 .我 们 就 得 到 了 其 有 带 状 耸 阵 
-2 1 


1 
1 -2 - 
的 代数 特征 值 问 题 Ay = 疝 2y. 手 阵 A 的 其 他 元 素 全 为 零 , > 了 = (3 ,ww) ,能 求 出 这 个 问题 的 精确 
解 是 


y= Csinewrz 和 An 一 si 2 


显然 , 当 广 趋 于 零 时 ,这 些 结果 收 和 于 微分 方程 特征 值 问题 的 结果 ， 


非 线 性 常 微分 方程 


29.5 


什么 是 花园 浇 水 法 {garden-hosemethod)? 
解 4# 委 对 给 定 的 微分 方程 yy = f(r,y,y ) ,我 们 要 求 它 的 满足 边界 条 件 y(ta) = 及, y(58)= 上 8B 的 
解 .一 种 简单 的 方法 是 计算 以 下 初 值 问题 

y= Fr yta) = A, yia)= M 
的 解 . 对 不 同 的 M 值 , 直到 求 得 两 个 解 ,其 中 个 满足 y{5) < B, 而 委 一 个 满足 y(8)>B. 假 如 这 两 
个 解 对 应 于 初始 条 件 M1 和 休 ;, 那么 插入 将 在 这 两 个 值 之 间 提 供 一 个 新 的 值 MM. 因 此 可 以 算得 更 
好 的 近似 值 ( 见 图 29,1) .继续 这 个 过 程 将 不 断 得 到 更 好 的 近似 值 , 这 种 方法 实质 上 就 是 用 丁 非 线 性 
代 救 问题 的 试 位 算法 (regula falsi algorithm). 这 里 ， 我 们 计算 的 终 代 是 M 的 函数 , 区 如 上 (M) ,而 且 ， 
我 们 必须 解 方程 FLM) = 5. 但 是 对 于 M 的 每 种 选择 , FM) 的 算法 不 理 是 代数 表达 式 的 洲 值 ,而 是 
包括 求解 一 个 微分 方程 初 值 问题 . 


图 29.1 


第 二 十 志 童 所 值 问题 


优化 


29.7 


29 .9 


花园 赔 水 法 可 以 怎样 改进 ? 
解 # 本 不 用 相当 于 试 位 算法 的 那 种 方法 ,我 们 对 目前 的 问题 可 采用 牛顿 法 ,希望 对 正确 什 1 的 
收 丝 性 得 到 改进 . 为 此 我 们 要 知道 FC(M). 设 y(x, MMM) 表示 以 下 间 题 的 解 
六 > zy aay= A, yt{a}= M. 
为 了 简单 , 令 *(z,M) 是 yw(zryaM) 关 于 邮 的 偏 导 数 . 对 MM 求 导 得 到 
T= fry rt flr yy )z， {1) 
这 里 我 们 自由 地 转换 六 各 个 导数 的 阶 数 .再 对 初始 条 忻 求 导 ,得 到 
z{a, M} = 0, xz(a,M)=1. 
设 Mi 是 对 M 的 首次 通 近 , 然后 诗 求 出 原 问 题 的 近似 解 y(x, M1), 于 是 它 可 以 代 赫 方程 (1) 中 的 y. 
而 且 可 以 算得 zfx, M1), 因 此 FCM) = z(b, M1). 利 用 这 个 已 得 到 的 其 解 EFM) -有 =0 的 牛顿 法 
给 出 了 对 MM 的 下 一 个 近似 ; 


FIMI})-—B 

F'(MI) 
有 了 这 个 M2, 就 可 以 计算 新 的 近似 y(x, M2) 再 重复 这 个 过 程 . 这 个 方法 名 推广 到 高 阶 方 程 和 方程 
组 ,其 核心 思想 是 导 出 类 似 (1) 的 方程 , 称 之 为 变 分 方程 (variational equation). 


> 二 Ti 一 


将 | F(z,y sy )dz 的 极 大 或 极 小 问题 化 为 边 值 问题 . 


解 PP 这 是 变 分 学 的 经 典 问题 .如 果 解 函数 y(z) 存 在 而 且 充 分 光滑 ,那么 它 满足 Euler 方程 F， 
= (didx)Fy .假如 在 原 优化 问题 中 给 定 边界 条 件 ,如 y(a)=A,y(8)=B， 那么 我 们 就 得 到 了 一 个 
二 点 " 边 值 问题 .如 果 没 有 这 些 条 件 ,那么 变 分 理论 指出 在 区 间 端 点 必须 成 立 F, =0, 这 称 为 自然 边 
界 条 件 . 


极 小 化 | + ya2)dz,w0) = 1. 


解 E 匠 Euler 方程 是 2y =2y ,自然 边界 条 件 是 > {1) = 0. 现 在 容易 求 出 解 是 y= chz ~ thishz 而 
且 它 使 该 积分 等 于 thi, {大约 等 于 0.76) .在 一 般 情形 下 , Euler 方程 是 非 线性 的 ,可 以 用 花园 浇 水 法 
求 yz). 
说 明 解 边 值 问题 的 Ritz 方法 ， 
和 解 ”9 Ritz 方 法 的 思想 是 解 一 个 等 价 的 极 小 化 何 题 .考虑 

y=, yy0) = y(1) = 0. 
它 有 时 被 称 为 单 变量 的 Poisson 问题 ,但是 实际 上 只 需要 二 次 积分 就 得 到 解 


站 
y(z) = ] 


对 于 给 定 的 边 值 问题 可 以 得 到 求 与 它 等 价 的 极 小 化 问题 的 方法 , 其 中 著名 的 是 
jty) = 站 二 om 一 zy | = min, 
对 这 个 积分 的 Euler 方程 可 以 证 明 就 是 我 们 原来 的 微分 方程 ， 
为 了 用 Ritz 方法 求 近似 解 ,我 们 需要 - - 族 满足 边界 条 件 的 函数 .假定 我 们 选取 
bir) = crtl - x), 
对 这 个 问题 , 这 可 能 是 这 族 函 数 中 最 简单 的 .用 $ 代替 积分 中 的 y, 简单 计算 得 


上 
Jt$) = 6 20™ fey). 


令 F(c)= 0 使 其 极 小 化 ,结果 得 到 < = 让 ,于 是 我 们 得 到 近似 解 


gz) = 贡 zd1 _ 了) 


“361 ， 


362， 


29.10 


29.11 


在 图 29.2 中 给 出 了 它 与 精确 解 的 比较 . 还 可 以 通过 用 更 完全 的 近似 函数 族 得 到 更 精确 的 近似 解 .如 
果 取 


PEr) = zl ro t er + crxtt +t ere"), 

将 导出 确定 系数 。 的 线性 代数 方程 组 . Rirz 方法 的 核心 思想 在 限定 的 函数 旋 #{x) 中 寻求 优化 函数 ， 
而 不 是 在 使 所 给 积分 存在 的 所 有 y{x) 中 寻求 优化 函数 . 

用 在 题 29.9 中 解 过 的 相同 的 边 值 问题 说 明 有 限 元 解法 . 

解 EE 基本 思想 是 相同 的 , 假定 我 们 把 区 间 (0, 1) 分 成 两 半 , 用 相交 于 点 | ,A) 的 两 条 线段 

bx) = 2Ar, $lx)} = 2A{l - x) 
来 近似 ytxz) .实际 上 我 们 得 到 了 一 族 这 种 近似 , 其 参数 4 可 以 选择 .这 两 条 线 眉 称 为 有 限 元 , 而 近 
似 解 函 救 是 把 它们 拼 在 一 起 形成 的 . 和 前 面 一 样 , 我们 把 它们 代入 积分 得 


J(#$) = 三 wear + | gar -2A -二 4 = f(A), 
可 令 (4) =0 使 其 极 小 化 .这 就 得 到 4= 雹 .计算 很 快 说 明 这 实际 上 是 在 z= 盐 处 解 的 正确 值 ， 


( 见 图 29.2) .已 经 证 明 如 果 用 这 些 线段 作 有 限 元 (当然 是 在 一 维 问题 ), 有 规则 地 在 交点 处 得 到 正 
确 值 . 


真 解 Ritz 有 限 元 
图 29,2 
把 上 述 问 题 的 方法 推广 到 更 多 的 有 限 元 . 


解 #3 把 区 间 (0, 分 成 nn 份 ,分 点 是 0= zzz ,Ty =1. 设 yy, ,ynn1 是 相应 的 任意 维 
坐标 .而 且 yo= y=0. 以 明白 直观 的 方式 { 见 图 29.3) 定 义 线 性 有 限 元 贞 ,… ,由 .于 是 


(x) = yt + y, et = Yi-1 一 + mn . 
当 z 是 等 距 剖 分 时 ,上面 的 第 二 个 等 式 成 立 . 我 们 还 有 
， 上 各 Yi-l 
#7) TI: ITI-l h . 


现在 考虑 积分 
= DE [Fey 8 er = PD 


r=1 "Tl :=1 


图 29.3 
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一 Fy Yat), 
使 其 极 小 化 , 得 到 由 y, 表示 的 ,然后 再 计算 它 关 于 * 的 人 导数, 并 令 其 等 于 零 , 再 求解 所 得 的 方 
程 组 .这 就 是 刚才 在 较 简 单 情 形 所 做 的 .这 里 假设 我 们 先 求 导 后 积分 , 于 是 形成 了 最 后 的 方程 组 .对 
于 了 依 束 于 一 个 特定 的 纵 坐 标 y, 仅 通 过 两 全 部 分 项 J 和 Ji 与 其 发 生 闫 系 .因此 ,对 k=1,…，n 


一 1， 
af 站 bs yi 1 2 Tk :| 
3 J 上 (| Th dx 


£1 


a 


这 些 积分 是 初等 的 , 我们 立即 得 到 方程 组 


1 1 1 1 1 
-Wl 二 rp + 六 十 2h 一 EE 一 


k=1,",n-1. 
当 =2,=1 时 立即 得 出 前 面 已 得 到 的 y= To3. 当 #3 时 ,方程 组 是 
231 一 3 二 i 


25 
-1 +2 = 486° 


由 此 可 得 到 y, = 6: 43 一 = 二. 它们 与 真 解 在 这 两 点 的 是 一 致 的 ， 
扩散 方程 


39.12 用 有 限 差分 近似 来 代替 包括 方程 
aT RT| aT 
ar  ° a 2 + 6 
和 和 定 解 条 件 了 (OA TO DC TCz.0) = F(z) 的 扩散 问题 
解 有 FF 设 工 ,= mh ts =k 其 中 zw 11=1. 用 符号 工 ,,。 表 大 T(z, ,近似 关系 式 


a Tn 了 ma dT 有 了 w+rtn ” 了 
at ax 2 ， 


+ CT 


Ea 了 2 了 Ta +T Th ba 


i 


x 下 


把 扩散 方程 转变 为 
Twn ia -本 大 jos+EL-A2a+o50]Tn 


十 4| 全 十 pL 
其 中 1 = /hm 二 1,2,, 订 ,二 1,2,…. 利用 上 面相 辣 的 初始 和 过 界 条 件 , 记 成 To = (ts)， 
Tita=8(t,) 及 Tw. 一 F(zxm). 这 个 差分 方程 给 出 了 每 个 办 点 上 Tu,s+l 的 近似 值 . 它 是 四 前 
时 间 步 中 它 的 最 近 的 三 个 值 所 表 出 的 .因此 计算 从 + =0 所 给 定 的 值 开 始 , 首先 进行 到 上 = 大, 然后 
进行 到 上 = 34 等 等 ( 见 下 … 砷 的 说 明 . ) 
29 13 在 =18=c-=0Fi=gfi=0F(z)=1t1=1 的 情形 下 .用 上 题 的 这 个 方法 求 
解 ， 


解 5 候 设 取 h~ 二 ,= 二 , 则 4 一方, 本 是 差分 方程 化 成 


Tn,nt] 一 广 (Ta -is 十 了 Ts n) 
表 29.1 (a) 摘 录 了 前 儿 行 的 计算 , 底 行 和 边 列 是 初始 条 件 和 边界 条 件 . 内 部 值 是 由 部 分 方程 一 行 接 


一 行 计算 所 得 .从 圈 医 的 名 开始 , 它 得 自 它 前 一 行 的 两 个 相 舍 值 , 也 是 图 圈 的 . 可 以 注意 到 慢 惕 地 趋 
于 最 终 的 “稳定 状态 ", 这 时 所 有 的 本 值 为 军 . 对 如 此 简单 的 计算 应 顶 期 到 不 太 精 确 ， 


“364: 


29. 14 


29.15 


1 1 1 3 3 2 3 
0 0 1 0 -2 3 -2 0 
LL | 1 了 3 3 1 
093 7 0 0 F111 六 10 n 1 1 1 0 
1 i 1 土 
7 1 2 0 0 1 1 1 1 13 ? 0 2 1 0 8 
0 fF 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 n nn 1 1 1 9 
D1 D1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 
{ay 【by {ey 


其 砍 贱 们 取 广 = 书 ，,= 让 保持 1= 志 . 缚 果 见 表 29.1(b). 这 表 中 最 上 天 一 行 相当 于 表 29.1() 中 


的 第 一 行 ,事实 上 是 对 了 | >, 沁 | 的 更 好 的 近似 .由 这 个 结果 得 到 初步 的 猜想 是 这 一 过 程 开始 收 全 
于 了 (xz 六 的 正确 值 . 
如 果 我 们 取 卢 = 才 疏 = 让, 使 4=1. 就 有 表 29.1(e) 中 的 结果 .这 时 差分 方程 是 

Tsl 二 了 mn Tm tt Tmrlin: 
可 以 看 到 开始 激 列 地 振荡 , 这 并 不 都 和 正 磺 解 相 符合 , 它 称 为 指数 型 衰变 .以 后 , 我 们 将 看 到 除了 》 
< 省 ,者 可 能 出 现 这 类 并 非 实际 的 报 功 ,这 是 一 种 数 入 不 稳定 的 形式 . 
这 种 方法 的 截断 误差 是 什么 ? 
解 8 和 以 前 把 Taylor 室 理 用 于 差分 方程 -- 样 ,发 现 我 们 的 近似 引进 了 与 h 和 有 关 的 误 关 


项 .这 些 项 就 是 截断 误差 


二 
2 


下 村 站 示 偏 导 数 ,在 重要 的 特殊 情形 a = 1,5 = 0, 我 们 有 T= 了 ,由 此 看 来 从 使 吉 断 误 藻 等 于 
OCR 这 观点 出 发 特别 要 求 过 到 二 = 生 ( 或 者 = 二) 


_ a -上 上 4 
kIT, 3 Tr + 6 Tr + OFCh’), 


下 十 特别 的 情形 
. 2 
区 = 3 十， TO) = Tat) = 0 T(r,0) = sinpr, 


证 明 题 29.12 中 的 方法 收 钱 ,其 中 pp 是正 整 数 ， 
解 ”8 订 以 证 明 精 确 解 是 了 了 (7.1) = 。- 了 'sinpz .相应 的 差分 方程 是 
Tn 一 Ts = A(C Tr — 2Th,n 十 Ta). 


其 余 的 条 件 可 写 为 
Te = sin BM, To = To = 0. 
能 镍 分离 变 昌 法 解 这 个 有 限 差分 方程 问题 . 邻 T= wnvn, 代入 方程 后 得 到 
Unrl 一 Vn = | Hmrl 一 Dm 十 Um-l = - AD, 
We 9 


该 方程 定义 了 C. 把 C 与 最 左 端的 项 检 比 ,我 们 发 现 它 与 m 无 关 , 再 把 C 与 中 间 部 分 相 比 , 又 发 现 
它 与 无关 ,内 此 它 是 常数 ,我 们 分 别 得 到 kw 和 mm 的 方 型 

war = AMCho as ~ (2— Cu + unt = O, 
它们 容易 用 差分 方程 方法 求解 , 队 非 0<C<4, 第 二 个 方程 不 存在 解 满足 wo= wwii 二 史 除 六 4 寺 
0). 当 0<C<4 时 , 


Un = Acosam + Bialnam, 


此 中 及 和 8B 是 常数 ,cosa =1 ~ 方 C. 为 了 满足 边界 条 件 , 必 有 和 A=0 和 olM+1)=jr.j 是 整数 , 因 
此 
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mi 
M+1 
转身 mw ,我们 首 完 得 到 (=2{1 -cosa) = dsin? |jw/[2(M + 1)] 


um = Ban 
1, 然后 有 
_ .2 jx | 

Th | 4A45In 3M + 二 | Wh 


现在 容易 着 到 弧 B= vo=1,j= 记 就 得 到 一 个 区 数 


加 ， Fa " p 
Tin = ma = 11 — 43sin2 2 5 Sin Me ， 
它 具 有 所 有 要 求 的 性 质 .为 了 和 微分 方程 进行 比较 , 我 们 回 到 符号 zs = mh 和 = 大， 


Tn 二 | 1- 4Asin 部 | 


很 设 4 二 如/h? 保持 固定 , 当 玉 趋 士 零 时 ,sinpzw 的 系数 有 极限 *- ,因此 收敛 性 得 证 .这 里 我 们 必 
须 使 点 (x.,1,) 也 保持 固定 , 即 当 A 和 名 扑 于 零 时 , m 和 不断 增 大 ,以 使 得 Tu., 是 对 同一 个 
T(z,i) 的 过 次 近似. 


29.16 ”用 上 题 涪 明 对 所 考虑 的 某 些 特殊 情形 , 除非 \S >, 可 能 出 现 激烈 振 
解 GP 现 在 的 问题 不 是 当 和 赵 于 零 时 会 发 生 什 么 ,而 是 对 回 定 的 上 , 当 计 算 进 行 到 较 大 的 ”时 
会 发 生 什 么 .检查 sinpz, 的 系数 ,我 们 看 到 对 某 些 ,请 和 让 的 值 ,括号 内 的 量 可 能 比 - 工 小 ,这 将 
导致 随 着 1, 的 增加 而 产生 激烈 的 振 落 ,要求 4 志方 就 可 以 避免 这 种 激 列 的 振 赣 因为 这 使 kh 
所 以 计算 就 要 进行 得 很 慢 . 假定 要 求 对 大 的 z 的 缚 果 , 用 其 他 的 近似 方法 可 能 是 有 用 的 (多 下 一 问 
题 }. 
29.17 用 Fourier 级 数 解 题 29.12. 
解 FF 当 4 是 常数 ,5 =c=0 时 ,这 蚌 一 种 经 典 的 方法 . 我 们 首先 求 扩散 方程 具有 乘积 形式 
UsywtD 的 解 . 代 和 人 方程 中 得 到 YAVY=LAU= - a2, 其 中 a 是 -- 常 数 ( 负 号 将 有 助 于 满足 边界 
条 件 ), 这 样 就 求 得 
Y = Ae "1, U = Beosar + Csinar. 
为 使 了 (0,z7=0, 我 们 取 B=0. 为 使 TO1,#)=0, 我 们 取 a= nn 是 正 整 数 .可 党 局 =1 并 且 把 各 
改 宝 为 4 我 们 得 到 函数 
esinaxz， 并 二 12,3，…， 
除 初始 条 件 外 ,上 面 的 每 一 个 水 数 都 满足 我 们 所 有 要 求 ,如果 级 数 
T(r,i} = 2 Be nn 
收 襄 , 它 当然 也 满足 这 些 要 求 , 而 且 通 过 适当 选 到 4A,, 它 也 能 满足 初始 条 件 , 对 于 F(x)=1 我们 要 
求 
T{r,0) = F(x) = 和 Avsinnnz. 
这 可 以 用 F(z) 的 Fourier 系数 
成。 二 2| FCsnnnzds 
n 
而 得 到 , 现在 我 们 的 级 数 的 部 分 和 就 可 以 作为 扩散 方程 的 近似 解 .在 题 29.15 中 用 过 的 精确 解 可 看 
成 是 一 项 的 Fourier 级 数 . 
Laplace 方程 
29,18 用 有 限 差分 方程 代 赫 Laplacc 方程 
2 
ST 2 0 0grail, 0gy&Ll. 
日 工 dy 


如 果 T(x,y) 的 边界 值 在 正方 形 的 四 条 边 上 给 定 ， 说 明 怎样 得 到 线性 代数 方程 组 . 
解 8 自然 的 近似 是 


数值 分析 


Tr hv) 2Ttr,y) + Ttr+h,y) 


芭 


了 了 Tiriy— A) 


k= 
2T{7, 了 十 了 z+ hy) 


hn 


它们 六 即 年 出 差分 方 有 
Tir,y) 一 Ti — hv)}+ Ttrt+ Hy) Tsy hI- TO y + 4)], 
它 要 求 好 一 个 下 值 是 它 的 四 个 天 邻 点 上 的 值 的 平均 值 .这 里 我 们 把 注 


台 力 集中 到 求 平 和 重 直 臣 离 都 是 A 的 正方 形 网 格 .我 们 的 车 分 方程 就 能 
简化 为 


Tr 一 二 (Ts : Ta+ Te+ Tp), 
具有 在 图 29.4 中 所 水 出 的 点 .对 每 一 个 内 点 Z, 写 出 这 样 的 方程 (下 是 


术 知 晤 ), 我们 就 得 到 了 每 个 方程 包 人 省 五 个 未 知 量 (除了 当 已 知 的 边界 
值 减 少 了 这 个 数 日 ) 的 线性 代数 方程 组 ， 


岗 29.4 


29.19 扫 TIr,0)7=1, 其 余 过 界 值 册 零 时 ,应 用 小 题 中 的 方法 . 
解 ”EE 少 简单 计 ,我 们 选取 上 ,使 得 只 有 万 个 内 点 ,如 图 29,4, 从 顶 行 开始 .从 左 到 有 有 给 出 这 些 内 
点 排序 ,我 们 的 筷 个 方程 如 下 ; 
Ti = 二 (0 +r T+ Ty+ 0), Te 一 二 (Ti+ 0+Ty + Ts), 
. 1 的 ,1 
Ty =- 4 0 Ts fs rT1), T7 = 4 Tat TH- 1+0), 
Ts = A+ T+ Ta Te = 地 (Ts To+t+1+ Ty), 
Ls (Ti + Tst T1+0), Te = 二 (Te+ 0+1+ Te). 
T, = 于 Tt Tot TI Ty), 
这 个 方 香 组 本 碎 用 Grvss 消 志 法 求解 ,但 是 用 Gauss-Seidel 选 代 更 自然 .从 备 一 个 内 点 很 盖 的 初始 
过 骸 上 0 开始 得 到 J 在 表 29.2 中 给 出 的 逐次 得 到 的 结果 .对 这 个 考 程 组 兴 代 十 次 就 得 到 三 你 精 度 . 
{关于 Gaouss Seidel 选 汪 收 伍 性 的 讨论 见 题 26.34.) 
表 3. 
枝 代 次 数 Tl Ta Ts Ts Ts Te 了 ; Th Ts 
各 0 0 [0 0 性 [由 0 六 [0 
1 0 0 0 全 心 nD j. 之 50 0.312 0.328 
2 ' 总 J 站 10.062 0,078 0, 082 D.328 心 . 384 由 
3 .18 站 .人 + 0.27 0 106 .1532 .127 D.3753 性 .454 D0.398 
4 | 0.032 0.N53 nn 45 Nn.140 D.13% 0.160 中. 401 0.499 器.415 
5 0.048 站 -72 [1 0.,161 0.223 0.174 中 ,十 15 全 .313 0 422 
[a 站 .全 0 ngs 0 05 (174 Q.236 0.181 0.422 .520 D0.425 
了 .0065 .92 人 D5 0.131 ,24 人 ,484 0.425 0, S24 站 .427 
号 ,0 O68 人 85 (0.070 站. 184 0.247 0.186 0.427 0.525 0.428 
9 .070 0.097 0.071 0 186 0.249 D.187 0 .42% 们 .人 0 人 0.428 
10 性 07 上 DO.n9s 0.071 0.187 在 -23 D.187 0.428 0.526 ,44428 
收 语 性 证 明 
29.20 证 明 在 丁 29.18 中 进 到 的 线性 代数 方程 组 存在 惟一 和 解 . 
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29.21 


29.,22 


证 ”上 晤 ' 关 键 基 因为 我 们 的 近似 解 是 基于 这 个 方程 组 ,所 以 它 的 非 奇 性 很 重要 .把 骨气 于 的 末 知 
值 记 为 Ti,…， 了 Ts, 我们 可 以 把 方程 组 写 为 以 下 形式 


AN 


auT = 六， [11 
其 中 六 与 这 界 值 丰 关 . 假 设 边界 值 都 基 震 ,那么 上 也 将 都 是 零 : 
> as 一 0， (2) 


玉 据 绕 性 代 教 的 基本 定理 ,假定 (2) 仅 有 零 解 , 那 么 方程 (1) 就 有 惟一 解 .如 果 航 大 什 T; 出 现在 内 
点 Z, 于 其 ,因为 Tz = 二 (Ta + Tp+ T+ 了 bp) ,那么 它 也 必然 出 现在 了 的 邻 点 4 日 ,也 ， 其 位 
地 ,这 个 极 大 什 也 将 出 现在 A, B,C,D 本 身 的 邻 点 .继续 这 种 讨论 ,我 们 发 现 Ti 的 被 大 值 必然 出 
现在 边界 .因此 必 为 零 , 回 样 的 计 论 可 证 明 了 的 级 小 值 必 然 出 现在 边界 , 国 此 必 为 堆 . 因 此 方程 组 
(2) 中 的 T; 都 是 零 , 于 是 基本 定理 适用 .注音 ,我们 的 证 明 包含 了 -个 附带 的 定理 , 即 对 (1} 和 (2) 的 
到 的 最 大 最 小 值 都 出 现在 边界 点 上 ， 
证 明 当 有 赵 于 党 时 , 题 29.20 中 的 方程 组 (1) 的 解 收 伊 于 相应 的 Laplace 方程 的 解 . 
证 0F 用 T(z,y, 儿 表示 (1) 的 解 ,用 T(r, y) 表 示 Laplarr 方程 的 解 ,两 者 的 边界 条 忻 相 等 . 污 
1 趋 二 党 时 , 我 们 下 明 在 每 一 点 (x,3) 成 并 

hmT{r, yh) = Tr, y). 


为 了 方便 我 们 引入 符号 
IL[F]= Flx+ hv) + Fr hy)r Flr,y+h) 
二 Er 一 看) 4F{x,y), 
在 上 式 右 商用 Taylor 定理 ,我 们 容易 发 现 当 玉 = T(z,y) 时 ,| 工 [TIzr,y]]| 袜 MMR 76, 这 里 对 是 | 
Ti 和 | 了 ww, 的 上 界 ,而且 , 根 据 定 义 知 L[TCr,y,h)] 一 0. 现 在 假设 + -yy 坐标 系 的 原点 是 我 
们 正方 形 的 左下 角 顶 点 .这 可 以 通过 坐标 变换 而 得 到 安排 ,这样 并 不 改变 Laplace 方程 .引信 函数 


S{ryAh) = Tir,y,h)- Try) 7a(D - Ty 和 全， 


2 
其 中 心 是 任 一 正 数 , DD 是 正方 形 对 前 线 的 长 , 直接 计算 可 得 到 
[LSCzy,h)] -要 全 +O 办]. 
因此 对 充分 小 的 ,上 [51>0. 这 表示 S 不 能 在 正 方形 的 内 点 取 到 其 极 大 值 .因此 极 大 值 在 边界 上 
取 到 ,人 是 在 边界 上 T(x,w,h)= 了 lzx,y), 而 且 5S … 定 是 负 的 .这 样 就 使 S 在 任何 地 方 都 是 负 的 . 
因此 , 我们 容易 推 得 T(z,y 有 hi) 一 T(r,y) 气 A. 对 函数 


站 
31a? 下 2 2 


进行 类 似 的 讨论 ,可 以 证 明 T(z, wy)- 本 (wy 上 ) 之 态 . 这 两 个 结果 合 起 来 就 表示 当下 充分 小 时 ， 
1TCey yy) 一 全 (x;y)' 之 妨 对 任意 小 的 成立 .这 就 是 收 训 性 ， 
证 明 如 在 题 29.19 中 应 用 Gauss-Seidel 方法 , 收 化 于 题 29.20 中 方程 组 (1) 的 精确 解 
T(r, y, Ah). 
证 当然 这 与 刚才 得 到 的 收 全 性 结果 是 完全 不 同 的 .这 时 我 们 关心 的 是 了 (了 ,3 天 ) 的 实际 计 
算 .而 且 已 经 选 好 一 种 深 次 求 近似 和 解 的 方法 .假定 我 们 把 正方 形 网 格 的 内 点 从 1 到 NN 排 许 如 下 ; 首 
先 把 在 顶 排 的 点 从 堪 排 到 右 ,然后 对 下 一 排 的 点 从 左 排 到 右 , 等 等 .在 所 有 的 内 点 给 定 任意 的 初 全 
Teti 一 4, NY, 后 面 的 近似值 称 为 T7, 当 趋 于 无 穷 时 ,我 们 要 证 出 
limT" — T, = T(r,y,h). 

设 = 7* 一 了 ;. 现 在 的 日 的 基 证 明 timS" =0. 证 上 昭 是 报 据 这 样 的 事实 , 即 等 个 $， 是 它 的 四 个 相 邻 
直下 值 的 平均 ,这 是 因为 T? 和 T, 部 有 这 个 性 质 .在 边界 点 我 们 置 S 等 于 零 .) 设 村 M 是 150| 的 最 
大 年 .认为 第 一 个 点 至 少 与 个 边界 点 钼 分 .所 以 

1 $1 I 所 (M+ M+M+0)-— 3M, 


4 上 
而 且 每 “个 后 面 的 点 至 少 与 前 一 点 相 辑 ,所 以 


R{zsy hh) = Tasy) - TOr, yh)— 


3658， 
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| 号 +1 [过 本 COM+ M+ M+-| S|1) 

为 了 用 归纳 法 ,可 设 1s;| 志 |1 | 十】 jw 我们 立即 就 有 
se 
这 样 就 完成 了 归纳 法 . 即 有 1SS| 雪 | 1 -| 二] jM -aM, 它 进一步 表明 
1 SaoM 1 = 1 RN， 

重复 这 一 过 程 就 得 到 |S"| 坊 a"M ,因为 a<<1, 就 有 limS*=0. 这 正 是 所 党 要 的 .最 然 这 里 是 对 任意 
初 秆 T+ 证 明了 收 生性 ,但 是 ,如 捍 我 们 找到 精 交 的 初始 值 ,显然 能 更 迅速 地 得 到 T” 更 好 的 近似 
对 Poisson 方程 

Us + UD,, = KK 《K 是 常数 ) 
用 三 角形 元 建立 有 限 元 的 基本 公式 . 
解 “8 且 必须 先 把 方程 成 立 的 区 域 分 戌 二 角形 小 岂 , 再 在 所 需要 处 进行 近 仆 , 令 {z,y), (zy 
(xi1 4) 是 这 种 二 角 撒 的 顶点 ,在 这 个 三 角形 上 的 解 曲 面 被 平 画 元 素 $0{r,y) 所 近似 . 它 的 上 标 和 
问题 中 的 元 素 有 关 . 假设 z,, =, ,xs 是 三 角形 项 点 到 这 平面 的 距离 ,于 是 

pr 国 Lz, + Liz, 十 Ll, 

其 中 Lt? 在 结 点 i 处 等 于 1, 而 在 其 余 闲 个 结 点 处 它 等 于 零 ， 工 纪 和 工人 各 具有 相应 的 性 质 , 设 A 是 
由 这 二 个 结 点 组 成 的 基本 一 角形 的 面积 ,因此 ， 


1 a ~, 
328 = |1 x |, 
1 zz | 
它 很 快 可 得 出 以 下 表达 式 
1 x 3 1 工 3 1 3 9 
[= 起 | 于， 起 于 人 下 
1 2 名 1 zr 多 1 xr 
如 果 写 成 
L109 = Ea + bre + cy) 
于 是 从 行列 训 得 到 
和 


从 工 ! 和 上 名 可 得 天 与 上 面相 平行 的 公式 

-Ta Tk 已 = WR 

or 
所 有 的 系数 a,5,c 应 该 都 有 上 标 {e), 但 是 为 简单 起 见 已 把 它 省 掉 了 . 

现在 考虑 和 Posson 方程 等 价 的 极 小 化 问题 

I(U) = Te + U2) + KU |azay = min， 
它 在 边 值 问 题 的 给 定 区 域 上 求 二 重 积分 .我 们 用 晒 数 加 来 近似 ,是 各 自 定 类 于 R 的 二 角形 前 分 
的 平 而 三 角形 元 素 的 组 合 , 所 以 我 们 考虑 以 下 极 小 化 回 是 的 替代 问题 

J($) = DUA#O). 

和 的 每 一 项 在 它 不 身 的 基本 三 角形 求 值 .我 们 息 览 J($) 的 适当 的 导数 等 于 零 . 为 比 日 的 , 要 求 J] 
分 量 的 导数 .注意 到 


$i 一 去 (bz + be, 十 下 


1 
$i 一 了 Tt Ce 十 


所 以 省 略 上 标 就 得 到 
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j= 中 二 ce + 对) + K# |dzdy = f(z 4), 
求 导数 是 直接 了 当 的 ,和 例 邵 


-+ 这 + KL drdy 


-_ 1 bi 十 ct bb + ew pbs + ck | 4 
三 | 4 zi + 本 tg, 十 Th + 3 


对 中 和 2 有 非常 类 似 的 结果 .这 三 个 结果 可 简 消 地 以 短 降 形式 结合 起 来 
1 


df 上 + bp, + eg, Bb, + cr 中 1 

- 1 
ajiz | = 也 bo + eA b? 十 c bbe +t cxrl | |+ 全 4 中 . 
afi zh bb tera bbeters batei Lz 1 


假设 玉 是 常数 这 个 事实 使 所 需 的 积分 很 容易 得 到 这 个 结果 ,根据 初等 微 积分 也 可 知 每 -函数 工 的 
积分 是 1/3. 

上 面 的 矩阵 方程 包括 把 J 的 侦 导 数 和 集合 起 来 的 需要 成 分 在 个 别 应 用 时 , 仍 要 进行 正确 的 集 
合 . 特 别 地 对 每 一 元 素 0) ,必须 注意 起 作用 的 点 让 二 ,而 且 记录 关于 相应 变量 z1, x;, x3,… 的 导 
数 的 贡献 . 
对 上 是 用 有 限 元 法 ,给 定 的 区 域 丸 是 图 29.5 中 的 单位 正方 形 , 边界 值 给 定 , 容易 看 到 
精确 解 是 U(r, y) = xz?+ yy, 它 满足 Us+ Uy =4. 
解 4 从 对 称 性 , 只 需 考 虚 正 方形 的 右 下 半 , 而 且 这 已 分 成 两 个 三 角形 , 结 点 编导 从 1 到 4. 这 两 
个 三 角形 由 所 售 的 结 点 编号 数 所 确定 . 


结 点 zx y 元 素 ( 由 结 点 编号 数 ) 

1 1 1 2 3 (e=]) 
1 2 2 

1 34 ‘r=2 
2 0 0 * -2) 
3 1 0 nl 
Bl = = 

4 1 1 1 4 


相应 于 ix x+y32 的 边界 值 


图 29.5 


根据 这 种 基本 输入 信息 , 我们 先 计算 系数 a,5,c, 下 面 每 列 对 应 于 -个 结 点 (i,j,&) 


-一 


=1 e=2 
a 0 壮 0 1 0 -二 
i 
c 1 -二 -二 0 - 立 款 


证 明 每 一 列 的 确 提 供 了 所 要 的 函数 工 全 是 有 用 的 .例如 第 一 列 给 出 


:370 ， 
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LY = 2{0- (0x + (1})y], 


其 中 首 项 2 基 医 为 1/2A,, 在 结 点 1, 它 的 值 是 1, 而 在 结 点 2 利 3 它 是 零 .用 同样 的 方法 可 以 证 明 其 
他 列 . 


为 清楚 起 见 , 现在 将 比 可 能 需要 更 详细 地 提出 J(#) = 了 (zi, x2, gsyz4) 的 含 导 数 的 集合 过 程 ， 


前 : - 题 的 矩阵 方程 包括 了 来 白 两 个 基本 元 中 的 每 个 的 这 些 导 数 的 贡献 .由 苑 素 1 得 到 


TE] Ez Es 
or 
AP/ = -十 方 0 广 
377 za3 - 方 0 二 二 


景 后 - 列 包括 常数 . 元素 2 得 到 


Ei 3 ER 

wa 
wa 
we | 

把 这 两 个 租 阵 合 起 米 就 得 到 
z1 2 4 4 

da 2 -让 -1 -二 六 
BA zx -六 方 0 0 于 
arjs | -1 0 1 0 三 
aflzs 1 -二 9 0 二 二 


有 了 这 种 对 集合 元 素 的 说 明 , 现在 必须 重 认 .对 日 前 情形 ,仅仅 项 行 是 实际 需要 的 . zx， xz3, ss 
的 值 是 边界 值 ,给 定 为 4,1,2. 它 们 不 是 独立 变 景 , 国 数 f 仅 依赖 于 z1, 性 这 导数 为 0, 并 插入 边界 
值 ,就 得 到 


2z; - (0) -TD - 六 (2) + 六 - 0， 


使 z= 过. 当然 并 确信 是 二 
用 在 图 29.6 中 给 出 的 更 好 的 一 角形 网 格 ,重新 做 前 题 . 
解 ”6 我 们 有 这 此 输入 部 分 :首先 , 结 点 1 到 4, 它 们 的 学 标 是 | 二 ,二 ] ,| 十, 二 | ,| 二 ,于 | 和 和 


| 人, 王 | ,相应 的 从 椒 :要 确定 ;第 二 , 结 点 5 到 9, 在 这 些 点 处 斌 对 边界 信 合 得 (4,y,<) 的 人 村 是 


(013 ,| 1 本 ,三 ] .040.D,| 二 ,0, 二 ) 和 (0,0.0): 第 三 ,由 结 点 编号 数 确定 八 个 基本 三 角形 ; 


，2 "4 1 
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298, 281, 183, 387, 376, 136, 164, 465 
如 上 所 描述 的 有 限 元 算法 的 计算 程序 特需 要 这 种 输入 信息 . 
假设 我 们 开始 手工 计算 ,首先 仅 在 八 个 元 素 中 的 一 个 进行 计算 , 系数 a, 5,c 证 明 是 如 下 ， 


a 0 二 0 
1 1 

6 | 1 4 
1 i Ll 
2 4 4 


图 29.6 


这 可 以 像 在 前 题 中 一 样 进行 答 查 , 各 列 代表 接 给 定 次 序 的 二 个 结 点 .每 一 个 基本 三 角形 的 面积 是 
在 - 国 为 所 需要 的 偏 导数 仅 与 zi 烈 =, 有 美 . 所 以 我 们 可 以 通过 寻找 对 这 些 导数 有 贡献 的 项 来 减少 


手工 作业 .对 于 这 种 元 素 我 们 有 


是 + -0+ 二 = 玫 ， 


1 
有， bb t ce 0- gg 


bh, t ca, =0- 奋 = 
上 而 在 清 以 1/4A. =4 后 ,进入 偏 导数 矩阵 的 第 二 、 第 八 和 第 九 列 .常数 44A。/3= 广 也 被 记录 下 来 ， 


所 有 第 二 行 中 的 表 信 都 与 3 二 有关 


31 Es EP EE EE 7 了 Ei 
| 

1 1 

aflz! | 一 六 0 
1 1 1 

ffs 1 -过 -过 下 
8Prz3 
afixs 


0 


还 要 找 出 其 他 七 个 元 素 的 类 似 贡 献 .并 把 它们 组 合 到 上 述 矩 阵 中 去 , 验证 第 二 个 元 素 引入 在 第 一 行 
中 的 项 并 找 出 它 对 第 二 行进 一 步 的 贡献 是 有 用 的 .其 余 的 组 合 过 程 将 留 给 计算 机 ,就 像 边界 值 的 代 
换 和 所 得 到 四 阶 线性 方程 组 的 求解 .我 们 得 到 以 下 输出 数据 : 


结 点 计算 解 真 解 
| 
1 
1 OD. SOOUUGD 2 
1 
2 ,166667 B 
3 
3 .66667 六 
9 
4 ] .165667 8 


在 第 一 个 结 点 处 的 击 中 服 心 完全 网 合 ( 牛 限 :bull seye) 是 有 趣 的 . 
29 26 ”对 四 分 之 一 图 域内 的 Poisson 方程 用 同样 的 有 限 元 方法 求解 ， 采用 在 图 29.7 显示 的 


单个 元 素 ， 
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和 边界 值 x?+ yy =1 样 ,又 一 次 用 到 Poisson 方程 . 因此 真 解 和 ?+ vy 相同 . 


3 


图 29.7 


解 EF 这 一 - 太 题 说 明 可 以 用 直线 来 近似 表示 曲 边 边 内 .一 般 好 将 要 殷 很 多 这 种 线段 .三 个 结 点 
的 坐标 是 : 


由 此 导出 


结果 . 


图 29,.8 图 29.9 


当 使 几 有 限 元 方法 时 , 通过 比较 由 图 29.8 和 图 29.9 中 所 表 出 的 两 个 三 角形 和 四 个 
二 角形 作为 元 素 所 求 得 的 粗 近 似 . 氛 述 收 仇 性 的 概念 . 


第 .十 九 膏 边 值 问题 


解 BF 不 用 说 ,所 有 这 些 结果 都 比较 粗 , 但 观察 其 拓 果 是 有 趣 的 . 


结 点 《0,07 | 二 .0| 
图 29,7 0.33 一 

图 29.8 -0.08 0.35 
图 29,9 | -0.03 0.26 
真 解 0 .25 


才情 已 开始 向 妈 的 方向 发 展 .已 经 证 明 兵 要 合理 地 改进 元 素 , 有 限 元 方法 是 收效 的 . 


波动 方程 

29.28 ”把 有 限 元 法 用 于 方程 
2TT 他 2 
EU _ IY FU UU), -or< 0 
dr Dr 


其 初始 条 件 是 (x,0)= zx),， U,(z,0)= g(x). 
证 E 引 入 外形 网 格 结 训 z= mh 二 地 .在 zt 二 0 奸 1 的 值 由 初始 条 件 给 定 , 利 用 


aU Utrt+ 此 一 LE 
3 上 ’ 


在 1=0 处 我 位 有 U(z,k)ss F(z) + 妥 (r) 进行 到 较 高 的 : 层 时 ,我 们 需要 用 微分 方程 , 多半 用 以 
下 的 近似 


Drt+t+h) -LEIE) 十 TYt 一 下 
k2 


U(r+th,t) -2U{x,t1)+ U(r- hh,i) 
hr” 


- Fx, DUO- &) utrt ht) = hn | 
由 它 可 以 解 出 U(r, 一 上 .逐次 对 + 一 雇主 +1,…, 应 用 这 个 公式 ,就 产生 了 吕 U 在 + 层 上 所 有 x 上 
的 二 什 
29.29 ”对 于 简单 情形 =0, f(z)=x? ,g(x)=1 投 述 上 面 


的 方法 . 
解 ” GE 基本 着 分 方程 可 写 汐 ( 见 图 29.10) 

Ua =201 XU +AUg+ Un)- Ur， 
其 中 》 -对 天 大 = 1 这 个 差分 方 保 特别 简单 .在 表 29.3 
中 给 出 了 五 -上 =0.2 时 的 计算 结果 .注意 了 =0 到 =1 的 初 
值 确定 ”一 个 近似 :角形 区 域 的 UU 值 .这 点 对 微分 方程 也 是 


对 的 ,Ufa 。 昌 的 信 内 位于 fx = 4.0) 和 (x + 0) 之 间 的 村 29.10 
所 决定 ,( 见 划 29.30.) 
表 29.3 
0 1.00 1.20 
0.4 0.52 0.64 人 .84 1.12 
02 | 0.20 0.24 0.36 0.56 0.84 1.20 
0 (1.00 .04 .16 0.36 .64 1 
tix 0 让 .2 0.4 n.6 0.8 1.0 


29.30 证明 :上 惧 有 =U LIz 0) 一 Fr) U(r,0)= g(x) 的 精确 解 U(r, 7 的 值 , 依 


,374 ， 
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29.32 


29.33 
29.34 
29.35 
29.36 


好 .37 
29.38 


更 于 {x 一 :,0) 和 (x +z,0) 之 间 的 初始 值 . 
证 BEE 对 这 个 古老 的 熟悉 问题 ,这 里 旦 作为 试验 情形 , 容易 证 明 精 确 解 是 
Ut) — H+ + Nx, 二 | (endt， 

因此 就 立即 得 到 所 需 结 论 . 对 更 一 般 的 问题 成 立 类 似 的 结论 . 
对 目前 的 例子 叙述 收 和 化 性 概 食 .( 注 :应 是 对 题 29.29 中 的 情况 ,) 
解 证 保持 1=1, 我 们 减 小 步 长 上 和 上 ,作为 开始 ,当天 = 开 = 直 1 时 的 一 些 结 果 列 在 表 29.4 
中 ,图 起 来 的 数 是 对 (0.2,0.2) 的 第 二 个 近似 值 , 因此 0.26 大 构 是 比 0.24 更 精确 ,用 天 = 站 二 
0.05 对 这 个 位 置 的 U 将 得 到 值 0.27. 因 为 微分 方程 的 精确 和 解 可 以 证 明 是 

Urt) i r+t+1i. 
我 们 看 到 U(0.2.0.2)=0.28, 而 且 当 天 和 # 减 小 时 ,我 们 的 计算 是 朝 关 正确 解 的 方向 进行 的 ,但 是 
这 决 不 是 证 明 收 襄 性 .同样 , 另 一 个 圈 圈 的 是 对 U0.4.0.4) 的 第 二 个 近似 . 它 比 我 们 早先 的 0.64 
可 好 ,因为 正确 什 是 0.72. 


表 29.4 
0.4 0.61 0.68 
0.3 加 .40 0.45 0.52 0.61 
0.2 0.23 026 03 0 0.47 0. 
0.1 0.10 Dll 04 019 0.26 035 0 和 4 0.5 
0D 0.00 0.01 D.04 0.09 D0.16 25 0.36 全 .49 
ti 0 0.1 0.2 0.3 0.4 小. 和 0.6 0.7 


尽管 选取 1 = 有/ 产 >1 可 以 使 在 :方向 进行 得 更 快 ,为 什么 我 们 个 介绍 它 ? 
解 5 正确 解 U(x,1) 的 值 依赖 于 位 于 (x -tz,0) 和 {z+t,0) 之 间 的 初 值 ,如 果 %>1, 计 算 在 


Cz, 1 处 的 值 将 仅 依赖 于 这 区 间 的 子 集 AB 上 的 初 值 ( 见 图 29. 11), 可 以 改变 AB 之 外 的 初 值 ,这 
将 影响 到 其 解 ,但 是 不 影响 我 们 在 (zx, +) 处 计算 得 到 的 租 . 这 和 事实 不 符 . 


(rt,0) 


图 29.11 


补 充 题 


用 古 29.1 的 方法 求解 方程 yY + +xy=1 及 YI0=1 和 SU=U， 

用 题 29.2 的 方法 求解 前 三 . 你 觉得 哪 种 方法 更 方便 ? 

解 y +xy +y=eo2(0=D 和 3 人 0， 

对 六 +ay=0 有 30 = 小 y {1) =0, 用 题 29.4 中 的 方法 证 明 对 正确 解 y= sin(2n + (ar/2),X，” 
[C2n + 1) (rm/2)] 的 收益 性 . 

用 题 29.4 的 方法 求 +xy =0,y(0) = y(1)=0 的 最 大 特征 值 ， 

对 y= =0, y(t) =1 用 题 29.5 的 方法 ， 


第 二 十 九 章 边 值 问题 


29. 


29. 


29. 


29. 


29. 
29, 


29. 


29. 


29. 
29. 
29. 
29. 
29. 
29. 


29. 
29. 


29. 
29, 


29. 
29. 


39 


45 


53 
54 


ED 
S56 


S57 
S58 


-物体 在 一 秒 内 从 昌平 线 上 升 至 100 英尺 高 ,假定 大 气 阴 力 的 影响 ,使 得 运动 方程 是 y= -32-0.1 
一 物体 在 一 秘 内 从 (9,0) 上 升 到 (2000, 1000) ,长 麻 为 英尺 ,假定 运动 方程 是 
X(t) =— lv acosa， y (1) =- 失 一 0.1 vsina, 
其 中 心 一 (x + (ya =arctanty /x ), 求 初始 速度 . 


用 题 29.7 的 方法 求 当 数 y(z), 使 得 | [zsz + (dz 取 极 小 ,并 卫 满 足 y(0}=0, yt1)=1. 


1 
0 


把 题 29.12 中 的 方法 用 到 情形 a=:=1,8 -0,1=1, f(D)= g(t)=0,F(z)=z(1-z). 取 4= 方 .不 
断 减 小 六 ,逐次 得 到 近似 解 ,直到 你 觉得 已 经 精确 到 阅 位 小 数 . 
取 4= 十 ,重复 亨 一 题 ,得 到 清 意 的 结果 是 更 经 济 还 是 并 不 经 济 ? 再 取 X=1 试验 次 . 
证 明 通 过 简单 的 有 限 孝 商 代替 导数 把 二 维 扩 获 方程 T, = Ti + Ty 变换 为 
To mari = (1— AA) TE mn t A TI mn + Tetmn + Ti,mtlun + Te) 
并 且 对 三 维 扩散 方程 T= Te + To + T- 得 到 类 似 的 近似 ， 
对 于 在 区 域 0<<x,0 所 yy 所 1- ?中 的 Laplace 方 程 及 了 (0,y) =1T-y，T(z,0=1-z, 其 余 的 边界 


值 为 零 , 求 近似 解 .处 理 曲 边 边 界 用 最 简单 的 方法 , 即 把 边界 什 转 移 到 附近 的 网 格 点 . 取 = 志和 = 
十 作 试验 .你 认为 你 的 结果 的 精 砚 程度 如 何 ? 


采用 Ritz 近似 (x) =z(1 一 xz) (cot+ cer) 重复 丁 29.9 中 的 办 法 . 画 出 相应 的 曲线 并 与 真 解 进 行 比 
较 . 
对 n=4 的 情形 , 写 出 题 29.11 中 的 线性 方程 组 ,把 它 解 出 来 并 证 明 求 得 了 精确 牌 ， 
证 明 关于 z,, z,, 5 的 偏 寻 数 和 题 29.23 中 给 出 的 相同 . 
证 明 系 数 a,5b,c 和 在 题 29,24 中 提出 的 是 - 样 的 ， 
证 明 第 一 个 有 限 元 的 商 献 和 在 题 29.25 中 提出 的 是 一 样 的 . 
证 明 题 29.27 中 对 两 个 三 角形 和 四 个 三 角形 所 给 出 的 结果 ， 
把 有 限 元 方法 用 于 Laplace 方程 ( 置 把 = 和 0 而 不 是 4) 在 以 人 0,0)， (1 1 (1 1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 ， 
边界 值 由 米 一 ?给 出 .注意 ,这 使 得 U(x,y)=y -xz 是 真 解 . 报 据 对 称 性 知 只 须 在 三 角形 的 右 半 


部 计算 就 足够 了 用 两 个 内 部 结 点 | 0, 寺 | , | 0, 之 | 和 (1,1) 一 起 形成 三 个 基 三 角形 , U 的 正确 全 在 


这 两 个 内 点 当然 是 站 各 . 这 三 个 元 素 产生 什么 信 呢 1 
对 了 ,+ T+ T= 提出 一 种 简单 的 有 限 差 分 通 近 . 
边 慎 问题 Y= n(n 一 1)y/(x 一 1) ,y(t0)=1,x(1)=0 有 一 个 基本 解 ,不 顾 这 一 事实 ,用 花园 浇 水 法 
求解 . 取 ”=2， 
对 ”= 20 再 试 一 次 上 题 , 麻 旺 的 性 质 是 什么 ? 
池 值 问题 ” - may= 一 ni(l-e "), y(0)=0,y(1)=1 有 一 个 基本 解 .不 顾 这 一 事实 ,用 一 种 我 们 的 
近 届 方法 求解 , 取 n=1. 
取 "= 100 试验 前 题 , 麻 闫 是 什么 ? 
边 值 问题 
TU + Ur= 0, Or 0<i, 

U0) = Uz 0D Ut 2) = 0,U(0,1)=1 
表示 木 梁 振动 ,起 初 在 x 轴 上 静止 , 且 在 z=0 处 给 了 一 个 位 移 ， 这 个 问题 能 用 1.aplace 变换 求解 , 其 
结果 表 为 Fresnel 积分 ,这 个 积分 必须 用 数值 积分 来 计算 .现在 用 一 种 我 们 的 有 限 差分 方法 来 求解 ， 


"35 + 


第 三 十 章 Monte Carlo 方法 


随机 数 


对 我 们 的 目的 而 言 ,随机 数 涉 是 由 随机 过 程 (如 硬币 的 投 毛 或 轮子 的 旋转 ) 生 成 的 数 . 相反 
它们 是 由 完全 确定 的 计算 过 程 所 产生 的 ,结果 所 得 到 数 集 有 各 种 统计 性 质 , 它们 统称 为 随机 
性 .上 典型 的 过 程 是 

Xntl 一 imodN ), 

其 中 + 和 NN 给 定 , ro 是 “随机 " 数 序列 的 “开端 .这 种 模 乘 积 方法 常用 作 随 机 数 的 生成 程序 . 
对 十 进 制 计算 机 采用 
ra = Prymod 10°), zo= 1. 
对 二 进 制 计算 机 , 当 + 是 大 数 时 采用 
= (B81 — 3)rtmod 2'), xo=1. 
某 些 生 成 程序 包括 以 下 形式 的 附 圳 成 分 

Tatl = (ren + smod N). 


对 实际 问题 合适 的 简单 例子 基 
Til = (25,1737, + 13,849)(mod 65,536), 

由 它 产生 从 0 到 65, 535 的 整数 的 Well-scrambled 分 布 . 

数字 x, 的 序列 要 被 认为 是 哇 机 数 必 须 道 过 一 组 统计 试验 , 它们 必须 均匀 地 分 布 在 区 间 
(0, N), 必须 有 预期 的 上 下 两 束 数字 (例如 13,69,97) 或 者 三 东 数 字 (09, 17, 21, 73) 等 等 .有 时 
合格 的 序列 据说 是 由 雹 随机 数组 成 .天 概 是 把 随机 这 个 词 留 给 真正 的 随机 装 息 ( 轮 盘 赌 ) 的 产 
品 ,在 这 一 章 中 随机 性 将 表示 产品 的 性 质 而 不 是 生成 靛 的 性 质 . 这 将 在 术语 上 掩盖 往 表 面 的 巴 
盾 . 许 多 程序 语言 , 《例如 Fortran) 都 厂 装 在 内 部 的 可 调用 的 随机 数 生成 器 , 很 像 它 被 造成 一 个 
模 数 飞 法 装置 


应 用 


通过 使 用 随机 数 , Monte Carlo 方法 解决 几 类 问题 .尽管 在 理论 上 这 些 方 法 最 终 将 收复 于 
正确 解 ,但 在 实际 上 , 仅 达 到 适当 的 精度 .这 是 因为 收 族 速度 极 槛 ,有 了 时 Monte Carlo 方法 用 来 
对 加 速 改进 算法 求 得 好 的 起 始 值 ,提供 两 类 应 用 . 
1. 模拟 足 指 对 “实际 "现象 提供 算法 模拟 的 方法 .在 广义 上 这 描述 了 应 用 数学 的 一 般 概 
念 . 例 如 微分 方程 可 以 模拟 导弹 的 飞行 .但 是 在 这 里 模拟 这 个 术语 是 指 Monte Carlo 方 
法 中 长 机 过 程 中 的 模拟 .经 典 的 岗子 是 中 子 向 反应 器 的 屏障 运动 的 模拟 . 它 的 曲 析 的 
途径 为 算术 随机 游 动 所 模拟 .( 见 题 30.2 和 30.4) 

2. 抽样 晨 指 通过 研究 小 的 随机 子 集 , 推出 一 个 大 集合 元 素 的 性 质 的 方法 . 上 是 fix ) 在 一 
个 区 和 间 上 的 平均 值 能 通过 在 这 区 间 内 点 的 有 限 随 机 子 集 的 平均 值 来 估计 . 因为 F(x) 
的 平均 实际 上 是 一 个 积分 ,这 就 相当 十 Monte Cario 方法 和 近似 积分 .作为 第 一 个 例 
子 ,单位 圆 上 一 组 N 个 随机 点 的 重力 中 心 的 测定 可 以 用 几 百 个 或 几 二 个 这 种 集合 作 
翌 本 来 研究 .( 见 题 30.5) 


题 解 


30.1 ”什么 是 随机 数 , 它们 是 如 何 生成 的 ? 


第 一 十 瘟 ” Meonte Carlo 片 法 


-TY 


解 上 作为 -- 个 简单 却 有 益 的 例子 是 从 数 01 并 始 , 习 以 13 得 到 13, 再 乘 以 13 并 去 掉 吾 位 数 得 
到 69, 以 这 种 方法 进行 下 去 , 纵 续 箭 以 13 除去 模 100 产生 斑 以 下 滑 位 数字 的 序 剂 
01, 13,69,97,61,93, 09,17, 21, 73,49, 37, 81, 53,89, 57, 41, 33, 29, 77. 
77 以 后 ,序列 再 从 01 开始 . 

已 产 生 这 些 数字 的 方法 毫 不 随机 , 但 是 这 些 数 宁 还 是 被 称 为 随机 数 .假如 我 们 把 它们 放 到 从 00 
到 99 的 刻度 尼 上 .它们 昆 得 是 相当 均匀 地 分 布 ,对 刻度 尺 的 任 一 部 分 没有 一 点 偏爱 .从 01 开始 再 返 
问 ,连续 地 取 这 些 值 , 我 们 发 现 10 次 增加 i0 次 减少 ,将 它们 到 成 三 个 一 组 , 我 们 发 现 两 次 增加 ( 庶 如 
01, 13, 69) 与 两 次 臧 少 一 起 出 现 大 约 一 半 的 时 间 . 正 符合 概率 论 理论 所 提示 的 .随机 数 这 个 术语 是 应 
用 在 一 串 数 上 , 它 通过 合理 次 数 的 随机 性 的 这 类 概率 试验 .当然 我 们 的 序列 志 短 对 任何 有 经 验 的 试 
痊 还 目 不 住 脚 .假如 我 们 数 出 三 个 增加 (诸如 01,13, 69,97) 与 二 个 减少 … 起 ,我 们 发 现 比 它 们 本 该 如 
此 的 还 多 .所 以 我 们 不 能 期 漠 太 高 .正如 它 的 本 来 面目 ,这 个 序列 比 我 们 以 5 为 乘 数 所 得 到 的 还 要 好 
一 些 , (01,05,25,25, 25. … 它 科 在 任何 意义 下 都 不 是 随机 数 ), 一 个 小 的 习 数 诸如 3 会 导致 {01, 03， 
09,27,81,…) 这 一 直 向 增加 前 进 , 简直 不 是 一 个 好 龙头 , 看 看 好 好 地 选择 -个 大 的 浅 数 , 可 能 是 最 好 
的 . 
在 中 于 穿 过 原子 上 反应堆 的 铅 尽 位 运动 的 模 氛 中 应 用 前 问题 中 的 随机 数 . 


解 8 为 了 简单 ,我 们 假设 每 一 个 进入 屏障 的 中 子 在 搜 到 铅 原子 前 ,行进 距 高 站 , 然后 这 个 中 子 
以 随机 方向 弹 回 来 ,并且 在 它 的 下 一 次 撞击 中 义 行进 距 高 DD. 再 假设 屏 孙 的 厚度 是 3D, 尽管 这 个 厚 
度 不 足以 适当 的 防护 .最 后 假设 所 有 的 中 子 每 - -个 能 经 受 十 次 撞击 .进入 的 中 子 有 和 多少 比 例 能 穿 条 
这 和希 屏障 ? 假如 我 们 的 随机 数 被 解释 为 方向 (图 30.1), 那么 它们 可 以 有 来 预测 弹 回 移 随 机 方向 . 候 
如 从 01 开始 将 得 到 图 30.2 中 虚线 表示 的 路 线 .这 个 中 子 在 四 次 撞击 后 就 穿 过 了 .第 二 个 中 心 沿 着 图 
30.2 中 的 实 线 存 十 次 撞击 后 停 在 屏障 内 . 枫 在 明 乌 对 实际 企图 我 们 没有 足够 随机 数 . 不 过 可 参见 是 
30. 3， 


图 30.1 
图 30.2 


30.3 ”如 何 能 产生 更 广泛 的 随机 数 供应 ? 


解 吞 现在 有 相当 多 的 方法 ,但 是 其 中 最 好 的 是 用 题 30.1 中 的 模 乘 想法 .例如 , 递 推 公式 
at = Tramol 10), zo~=1 
产生 了 有 很 好 的 统计 性 质 ,长 魔 为 5.40: “的 序列 . 它 适 合 于 干 进 揣 机 器 . 递 推 公式 
x = (Bt - 3)zrtmod 2:), ro= 1 
产生 了 有 一 定 统计 性 质 的 一 列 数 1,5,9,…, 公 一 3, 它 适合 二 进 制 机 器 . 数 :是 任意 的 ,但 应 进 大 的 忆 
免 间 上 的 过 程 友 发 .在 这 两 种 方法 中 , s 代表 计算 机 的 标准 字 长 ,在 十 进 制 机 器 中 多 半 “= 10. 二 进 制 
机 器 多 半 ;= 3x. 


数值 分 析 


30.4 ”用 一 种 好 的 随机 数 供 应 继续 题 30,2. 


解 “上 在 十 位 数字 机 器 (, = 10) 上 用 亚 30.3 中 第 -个 序列 ,就 得 到 下 面 给 出 的 结果 .这 些 是 


Monte Carlo 方 法 的 典型 站 果 , 朝 正确 解答 的 收敛 很 慢 .好 象 有 28% 将 穿 透 铅 墙 ， 因此 必须 用 更 厚 的 
猴 屏障 . 


试验 数 5.000 10.000 15, 000 20,000 


穿 透 百 分 比 28 .6 28.2 28.3 28.4 


假设 在 单位 圆周 上 随机 地 选取 N 个 点 ,我 们 能 预期 其 重力 中 心 降落 何 处 ? 
解 # 根据 对 称 性 ,其 重力 中 心 的 角 坐 标 应 均匀 分 而 , 即 角 的 位 置 签 此 相同 , 它 的 径 坐 标 更 有 直 ， 
我 们 通过 抽样 技 术 来 通 近 它 . 题 30.3 中 的 序列 中 , 每 个 戎 机 数 前 面 可 加 上 十 进 制 小 数 点 (或 二 进 


制 ) 并且 乘 以 2x. 结 时 是 0 到 2r 之 间 的 随机 角色 ,我 们 用 它 来 测定 单位 轩 上 的 随机 点 .把 YY 个 这 种 
随机 点 放 在 一 起 ,它们 的 重力 中 心 在 


™ 1 呆 
y "cos 有 ， Y= 了 ,sin 如， 


1=1 N +=1 

径 举 标 是 r= v XX?+ .把 区 间 0 志 rf 守 1 分 成 长 为 3 的 子 区 间 , 下面 我 们 提示 这 个 特 天 的 r 值 落 在 
哪个 子 区 间 . 于 是 取 N 个 随机 点 新 的 取样 ,并 重复 这 个 过 程 .用 这 种 方法 ， 我 们 得 到 了 径 坐 标 分 布 的 
随机 和 近似 .6000 过 种 取样 ,对 N = 2,3 和 4 的 情形 的 结果 在 表 30.1 中 给 出 . 冠 凡 Freq 的 列 给 出 了 重 
力 中 心 出 现在 每 个 子 区 间 ( 从 中 心 向 上 ) 的 真正 的 频率 . 冠 以 Cum 的 列 给 出 了 累积 的 部 分 ,对 十 N = 
2 的 情形 , 这 累积 结果 还 而 巧 刚好 是 (2/x)arcsin(r/2), 它 作为 一 种 精度 检查 , 注意 我 们 大 约 有 三 位 精 
度 . 


表 30.1 
玉 二 儿 理 三 入 允 二 4 

Freq Cum Exact Freq Cum Freq Com 
1 121 .0197 0.0199 7 0.001 36 0.005 
2 133 0.0413 0.0398 37 0.007 87 0.018 
和 126 0.0618 0.0598 58 D0.017 128 0.038 
4 124 0.0820 0.0798 67 0.028 169 全 .063 
5 329 0.1030 0.0999 95 0.043 209 0.094 
6 1]11 .1211 0.1201 113 0.061 192 0.123 
7 123 0.1411 0.1404 141 0.084 266 0.163 
多 115 0.1598 0.1609 172 0.112 289 0.207 
9 129 .1808 0.1816 224 0 149 238 0.242 
10 142 0.2039 .2023 336 0 203 316 D.290 
11 123 .2240 0.2234 466 0.279 335 0.340 
12 138 0.2464 .2447 344 D.335 360 0 394 
13 126 0.2669 0.2663 291 0.383 $57 0.448 
14 1S7 0.2923 .2883 285 0.429 365 0.503 
15 126 0.3130 0.3106 269 D0.473 365 0.558 
16 123 性 ,3333 0 3333 2535 0.514 405 0.618 
17 130 人 .3577 0,3555 223 J, $51 353 D.672 
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30.6 


30.7 


"370° 


续 表 
n= 二 2 所 二 了 nn 4 

Freg Cam 下 xset Ereq Cum Freq tum 

18 158 0.3833 0. 3803 189 0 581 233 v0.710 
19 135 0.4054 日 .4047 208 .515 275 .751 
20 148 0.4295 0. 4298 185 人 .645 262 .90 
2 157 0.4551 D0.4558 215 0.680 ]82 .318 
22 158 0.4808 0.4826 197 0.712 139 0.842 
23 i173 0.5090 0.S106 183 .742 163 10.866 
24 190 日 . 33998 0.5399 201 .775 6% 0.892 
25 191 U 5710 .S108 18B 0. 805 167 D0.917 
26 211i 0.6053 D.6038 183 0. 835 131 ,6 
27 197 0.6374 D0.6393 163 0, 862 102 (2 
28 247 .60776 0.8783 176 0.890 B7 0. 005 
29 262 0.7202 0.7221 170 0.918 31 .978 
30 308 0.7703 0.7737 162 们 .9944 75 .989 
31 d24 D0.8394 0 .B407 163 0.97] 45 0.,998 
32 987 1.0000 1.0000 178 1.000 27 上 .000 

通过 使 用 随机 游 动 的 取样 方法 求解 边 值 间 题 
T + Ty = 0 T(0,3) = T(,y) = T(x,1)} =0, T(x,0) =1. 


解 BP 这 是 一 个 不 带 有 明显 统计 风味 的 问题 . 它 可 以 转化 为 适合 于 Monte Carlo 方法 的 形式 . 癌 
悉 的 有 限 差分 近似 导出 一 组 离散 的 点 (在 图 30.3 中 九 点 ), 在 每 -- 个 这样 的 点 上 下 面 的 方程 


Ts = 于 (Ta+ T+ To + Ts) 


使 得 每 -个 了 值 是 它 的 四 个 邻 点 上 了 值 的 平均 ,这 种 妃 个 
方程 的 相同 集合 在 题 26.29 中 曾 遇 到 过 ,每 个 未 知 量 代表 
迷路 的 狗 最 终 出 现在 我 们 图 中 南面 的 边 上 的 概率 . 也 可 重 
新 解释 为 回廊 迷 官 .尽管 取样 近似 在 这 里 不 是 最 经 济 的 ， 
但 是 了 解 它 是 如 何 进行 的 是 很 有 趣 的 .例如 一 条 虚构 的 狗 
在 位 置 1 出 发 , 我 们 产生 了 一 个 随机 数 .根据 这 -随机 数 


了 区 四 | 二 | [于 二 [到 本人 
的 哪 -个 ,我 们 的 狗 从 北方 ,东方 ,南方 或 者 西方 朝 下 一 个 


交点 运动 ,我 们 检查 看 着 这 样 是 否 把 它 带 出 迷 家 .如 果 没 
有 ,就 产生 了 另 一 个 随机 数 , 并 且 进 行 第 二 次 运动 . 当 狗 最 


图 30.3 


后 出 现在 某 处 ,我 记录 这 是 否 是 南面 的 边 或 者 不 是 .然后 ,在 位 置 1 处 的 新 的 虚构 狗 义 出 发 ,并 重复 
这 种 行动 10 000 次 这 种 计算 机 取样 的 结果 有 695 次 成 功 地 在 雍 面 出 口 处 出 现 .这 就 使 得 成 苏 的 概率 
是 0.0695. 这 应 该 和 用 Gauss-Seidel 进 代 求 得 的 结果 0.071 进行 比较 . 后 省 是 更 精确 .但 是 用 取样 方 
法 解答 分 方程 两 点 边 值 问题 的 可 能 性 在 更 复杂 情形 下 可 能 是 用 的 . 


叙述 用 Monte Carlo 方法 进行 积分 的 近似 计算 


解 $5 最 简单 的 方法 可 能 是 通过 平均 来 求 积分 的 近似 信 ， 
四 1 站 

[fadr ~ N Df) 

这 里 = 是 (a,5) 中 随机 地 选取 .例如 ,假如 我 们 刚好 使 用 题 30.1 中 的 最 移 互 个 随机 数 , 每 一 个 在 前 


面 加 上 小 数 点 ,于 是 我 们 有 


1 
| IUdL A 工 (2.40) a 0.48, 
0 5 


而 这 个 正确 信 是 二, 我 们 还 求 得 | zzdz 0.36 ,而 它 的 正确 值 是 3 .对 于 同 磋 的 积分 , 当 N= 100， 


380 ， 
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30 ,8 


30 .人 


哲 . 始 


30.11 
36.12 


30.13 


30.14 


30 ,15 


30.16 


用 题 30.,3 中 较 长 的 序列 ,结果 分 别 得 到 0.523 和 1.316, 误 差 大 约 是 5% .这 不 太 精 确 , 划 在 高 维 积 分 
的 情形 有 同样 的 精度 ,而 且 Monate Carlo 方法 比 其 他 积分 算法 好 . 


补充 题 


用 .= rz(med 100) 生 成 20 个 中 机 数 的 序列 ,你 自己 选取 乘 子 -. 像 在 题 30.2 中 那样 ,用 这 些 数 去 
模拟 三 条 或 上 四 条 中 子 的 路 线 ， 
用 题 30.3 的 那 种 序列 , 像 在 题 30.4 中 那样 1000 个 中 子路 线 .对 厚度 为 5D,40D 和 20P 的 铬 屏障 重 
复 进 行 , 防护 效应 是 怎 祥 增 加 的 ? 
模拟 在 平 而 上 的 1000 个 点 的 随机 运动 , 每 一 次 运动 是 25 步 ,等 步 的 长 度 相 等 . 设 每 次 运动 在 (0,0) 
点 开始 , 而 且 每 步 旺 随机 方向 .计算 从 (0,0) 点 开始 到 4,9,6 和 25 步 后 的 平均 距离 . 


用 随机 数 近似 计算 | Tainzdz 


用 随机 数 近 似 计 算 
[ | f ff [ dAdHdCdDdEdF 
ololololoolt+A+B+C+DTE+RF, 
高 尔 夫 球 手 A 和 旦 有 以 下 记录 
得 分 BD 81 82 83 84 85 86 87 88 89 
A 5 5 的 20 10 
B 5 5 10 40 2 10 10 


入 行 和 名 行 的 数字 表示 每 人 而 中 所 给 线 号 的 次 数 . 假 设 他 继续 这 种 性 质 的 游戏 , 而 且 入 允许 B 每 轮 
四 次 击 中 (意思 是 也 可 从 他 的 记分 中 减 去 四 次 击 中 ) .模拟 这 两 人 间 的 1000 次 比赛 .A 多 久 打 败 B 一 
次 ? 他 们 多 和 久 打 平手 -次 ? 

A,B 和 CC 每 人 有 普通 的 一 包 卡 片 ,他 们 进行 了 洗 牌 并 且 每 人 随机 地 排 开 一 张 卡片 ， -= 总 卡片 显示 的 
可 以 包含 1,2 或 3 不 同 的 花 式 , 赢 者 决定 如 下 : 


显示 花 式 的 数字 1 2 3 
高 者 是 入 B i 


取代 捧 开 了 的 卡片 就 完成 了 这 游戏 , 假如 进行 很 名次 这 种 游戏 , 每 人 多 久 启 一 次 ? 初等 概率 能 求 出 
每 个 答案 ,但 是 通过 每 次 产生 三 个 随机 数 来 模拟 真实 的 游戏 , 按 下 面 的 阁 式 贝 定 花 式 ， 


-一 


< 藻 到 区 问 内 | {60 二) [十 十 ) (十, 宇 ) 【至 


花 式 是 SS H D 己 


樟 球 手 在 -~ 次 比赛 中 平均 0.300 轮 到 四 次 做 打手 ,他 分 别 击 中 0,4 2 3 和 4 次 的 机 会 是 多 少 ? 能 用 
初等 概率 求 得 等 案 , 但 是 要 用 模拟 求解 . 
在 * 回 到 有 堆 的 第 一 人 "游戏 中 ,两 个 参与 者 轮流 把 同一 个 指标 点 向 后 或 向 前 移动 各 过 棋盘 ， 


指标 点 在 0 开始 , 参与 者 A 开 始 并 且 一 直 向 右 运 动 而 B 间 左 运动 .运动 的 正方 形 的 数字 是 由 投 般 子 
次 定 的 . 停 在 0 处 的 第 一 个 人 就 是 赢 者 ,假如 指标 点 艳 出 棋盘 的 任 一 端 ， 游戏 为 平局 ,指标 点 回 到 0， 


30.17 


30D. 1 全 


30.19 


30.20 
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同时 由 参与 者 态 开 始 新 的 游戏 .A 赢 的 可 能 福 有 多 太 ? 用 概率 论 不 太 容 易 求 得 管 案 , 二 模拟 方法 进 
行 求解 . 

把 整数 1 到 N 进行 随机 地 排列 .没有 整数 在 它 的 自然 位 置 的 可 能 性 有 名 大 ”这 就 是 普 名 的 “和 恒 数 问 
题 ", 而 且 用 概率 论 解 闫 了 .不 过 在 这 里 可 选取 某 些 N 的 值 用 模拟 方法 求解 . 

产生 三 个 随机 数 . 按 照 增 加 的 次 序 ri< za< xs 排列 它们 , 重复 许多 次 ,并且 计 算 x 的 平均 值 , ra 的 
平均 值 和 za 的 平均 值 ， 

殷 设 要 求 随机 数 y 非 均 匀 分 布 , 密度 是 六 9) .这 种 数 y 能 由 均匀 分 布 的 随机 数 * 遂 过 使 两 者 的 累积 
分 布 相等 而 产生 , 即 


| dr = fas 

对 于 特殊 情形 ¥(y) =e 7, 说 明 从 x 可 计算 出 y 是 多少 ? 

对 于 正 态 分 布 f(y)=e */ V2x, 前 一 问题 中 的 方法 比较 麻烦 . 道 常 可 殿 选 择 的 肖 法 是 从 (0,1) 的 均 
名 分 布 产生 12 个 随机 数 x+, 再 对 它们 求 和 并 减 去 6, 这 是 因 鸭 常 带 用 零 的 平均 值 世 蔡 正 态 分 布 较 侍 

这 一 过 程 是 依赖 以 下 事实 , 即 若干 个 泡 匀 分 布 的 随机 数 的 和 是 接近 于 正 态 分 布 的 .用 它 果 产生 100 


或 1000 个 随机 数 


12 


> = D>) -6 


然后 再 检查 产生 的 数 y 的 分 布 .它们 中 间 多 少 是 在 区 间 (0,1),(t,2)》,(2,3) 和 (3,4)? 内 ? 相应 的 负 区 
间 应 有 类 似 的 份额 . 
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1.39 1+4.018, 仅 害 两 项 ， 

1.40 -0.009. 

141 N=100,N=10,000. 

1.42 0.114904,0.019565,0.002486,0.000323,0.000744,0.008605. 
1.43 0.008605， 

1.44 算出 Ja=0.119726,， 

1.48 0.1494 近似 . 


1.49 超过 也 ,上 混 ; 才 以 下 ,下 滋 . 


二 进 制 的 点 , 近 电 . 

1.57 工 | 适合 于 出 租车 ,上 适合 于 国王 . 

第 三 章 

11 {x-1)(ri+1). 

12 3,—3,3, 3,3, 

13 p{r)}=2r- 2?, 

,15 “最 大 的 估计 误差 =0.242: 实 际 误差 =0.043 . 
16 y=1.1l,p =1. 

.17 y=—1.75,p = -2. 


rs 
um 
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tt 


18 4/r 本 


y= +77x{rT-1)+6rtz -1){xr -2). 
r= rr lr -2)(r”~ 3), 
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4 阶 着 分 全 沟 24， 
As 二 yi 一 各 yo 并 且 , 现 用 我 们 对 于 4 阶 差 分 的 结果 . 


ty 
pt 
和 


Wl MM VET+l 
， 


Cu 
rs 
un 


tl 下 De+ LU 
16 5 阶 差分 是 5,0, -5. 
,17 将 wy 改 为 0， 
22 1,3,7,14,25,41. 
.23 Ay =0,1,5,18,36,60;y: =0,0,1,6,24,60,120. 
Aly = 24,30, 367 By = 60,90, 126; yx = 120, 210, 336. 
.25 将 113 改 为 131. 
26 Ay my 2y+ yA yy 2y3+ y2- 
,27 3, 
.28 ,一 2)*. 

[2]. 
对 差分 的 正弦 使 用 恒等式 ， 
对 差分 的 余弦 使 用 恒等式 
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9 1+ + 六 < 


I0 6+18Cr -3)+9r -3 rd)+(r-3)(r -dr -5). 
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12 1+z+ 人 ztz-D+ 二 7(z-1D(e-2)、 

14 了 22 -67， 
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16 和 否 ,3 次 

.17 和 否 ,… 次 . 
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12.34 1.12250. 
12.35 1.05830. 
12.36 0.12451559. 
12.37 0.1295. 
12.38 1.4975. 


“38 白 ， 


数值 分 析 
12.39 1.4975. 
12.40 0.1714,0.1295,0.0941 . 
12.41 0.02. 
12.42 0.006， 
12.43 0.25,0.12. 
12.45 大约 1. 
12.48 对 于 了 >1 大 约请 = 和.15， 
12.49 了 
12.51 15.150. 
12.52 0.841552021. 
12.54 1.16190,1.18327,1.20419, 最 后 一 项 舍 去 3 个 单位 . 
12.55 1.20419,1.22390, 酚 者 和 多少 带 有 误差 
12.56 误 益 =x4-7r2+6ziE=0 解 释 误 差 为 0. 
12.57 幸运 的 值 . 
12.58 0. 
12.59 24. 
12.60 0 与 1. 
第 十 三 章 
13.22 hp’ = yiyz+ | 点 一 二 | ny 十 Sh Sh+ la + 外 一 6 一 下 2 84y iy 
Sk* — 1083 十 下 一 1 和 5 
120 ys 
h2 pe 一 A3 yy2™ | E -二 | 人 9172 十 D122 ,84y,, + Mt 1s yy, 


13. 
13. 
13. 
13. 
13. 
13. 


23 
24 
25 
28 
29 
31 


hI{ p= BI y+ | 中 一 i) jtyyat+ 二 (后 -yz, 


hsp = ds yt | -二 | BSy11 Spl) = 85yig. 
0.4714, —0.208,0.32, 

预测 近似 误 盖 10 ;实际 误差 0.000038， 

最 大 含 入 误 益 约 为 2.5EAR 对 于 表 13.1 它 变 成 0.00025. 
精确 结果 为 + = x/2, y=1. 

1.57 

n=3F/8A hh. 11. 


第 十 四 章 


14, 
14. 
14. 
14. 
14, 
-6 


14 


14. 
14. 
14. 
14. 


14. 


14 


41 
42 
43 
44 
45 


S2 
53 
SB 
60 


62 


.7 


ha 3/100. 

=0.69564, A1=0.69377, (4A1™ A2)/3=0.69315. 
0.69335. 

0.6931, 无 须 校 正 . 

hh=0.14. 

梯形 公式 为 /3710 和 ;Smpson 公式 为 D.014. 

精确 值 为 x/4 =0.7853982. 

准确 信 为 1.4675. 

0.36422193， 

9.68848. 


a-1T a is 1s O06- -1 = 3 
0.8075311. 


补充 题 答案 .387 ， 


第 十 五 章 


15.56 1.0000081 . 
1§.57 1.5. 
15.61 Lo=t,Li=1-x,L2=2-4r+r,L3=6-18r+9r -zx), 
La—24- 96r+72r: 16r 3 +z, Ls=120- 600r + 600x7— 200x3 +257 一 之 
15.68 ”精确 值 是 5， 
15.69 准确 到 5 位 是 0.59634. 
15.71 Ho=1,Hi=2x, Hi=4r -2,H3=8r’—12z, Hi=16xt- dB8r:+ 1, Hs=327: -160. + 120z. 


15.73 C6) | sl 一 />| + /| + 4y(0) | :3RA4， 
15.77 2.128. 
17.78 0.587, 
15.80 了 .404， 
15.8] 3.82. 


第 十 六 章 


16.13 0.5 与 -0.23, 与 精确 值 0.5 及 -0.25 相 比 ， 
16.]5 1.935. 
16 .18 一 中 .797. 


第 十 七 章 


17.50 n(n-1)(n—2)/3. 
地 .51 (n+1)2nit2n2+2n — 1)/12. 
3 2 十 急 


17.52 2+ nt2) 

1/ 1 1 上 
17.55 183 3 antl nt2 n+tal: 
]7.57 0.6049. 
]7.61 大 约 工 =0,7. 
17.62 至 名 为 8. 


17.63 ”大约 r=0.7, 


r+l , (2 + 2 
(2n+1)! (2n+2)2—x 
17.65 0.798. 


17.66 0.687. 

17,67 0.577. 

17.68 1.1285. 

17.73 Q,=7'. 

17.78 ”在 4 项 之 后 ;此 法 提供 CA:0.5769， 
17.86 在 了 项 之 后 . 


第 十 八 童 


17.64 23 大约 工 =10. 


18. 31 [A+] 外 
18.32 1,3,1,3,cte.52—(—1)t;(y -2)( -1)*+2, 

18.35 令 必 =( 本 一 1)1 ACR) 当 上 >0, 得 到 = (RR 一 10)1 (2* ~ 1). 
127 

64 


ss |[ 亲 =] 关 可 癌 - 寺 大 ?= 


18.36 


8 - 


数 秆 分 村 


18.40 1A-1)!., 
| 


和. 41 pn) 一 art/90, Of = 31 | 向 一 六 二 | 


18.42 4 


311 1 
18.43 2 16， 


18.44 证 二 | =0.0365.4| 卫 | -0.7032.4| -二 | =1.9635. 


18.45 取 任 意 大 的 负 值 . -~ 
了 1 3 _1 下 
18.46 壮 W0) io /3 Lyl - 3]. 
1 工 31 工 | 3 
.47 了 外 0 lyl ,| 二 -| 
18.50 5( - 1)*—3(—2)*. 
18.52 A+B(-1)*, 
18.53 Ad:+B3t+(acosk + psink)/ (a + 52), 
其 中 心 = cos2 -= Yeosl 二 12,5= sin2 -7sinl， 
由 =(3a -acosl ~ bsinl)/(a?+ 5), 
B=(- 4a+taucosi+ hsint)/ (a + b*), 


了 ]/ 
18.54 | .4 -二 | +24k| -十 | + 3k2— BR+4 |/27. 
之 :_ (+) | 
18.56 2|2 >| . 
18.57 Ea cosh9 ~ sinkg 42 aliasg= - 辣 sng= 全 
18.59 ua<0， 
1 yas 1 1_ 3.,27_1 
18.60 (3) -T6116 


18.61 振荡 的 ,线性 的 , 指数 的 . 
18.65 [1 (一 1 


第 十 九 章 


19.76 “ 精 允 值 是 1. 

19.77 1.4060059. 

19.78 ”精确 解 为 zr?y* +2y= 3x. 

19.79 “精确 解 为 rzy + ze 一 |. 

19.80 “精确 解 为 log(z2+ y*)=arctany/ 工 . 
19.81 4 天 ,18 小 时 ,40 分 . 

19.82 4. 


19.83 ”精确 值 为 三 arctan 上 
19.84 ”精确 解 为 z= 一 Vy+log(1+ WI)/y 
第 二 十 章 


20.16 参看 是 19.87. 
M19 aor=ar=l ka (2 -a 1+ a 2 二 个 当 名 之 1， 
20 20 对 6 2 的 4 次 Taylor 近 候 为 6.2374 与 准确 值 0.014996 相 比 较 ， 


第 二 十 一 章 


1.57 y=0.07h +4.07. 
21.58 4.49,4.63,4.77,4.91,5.05,5.19,5.,33,5,47,5,61,5.75. 


补充 题 答 案 


:389 . 


21.5 D0.07. 
21. 则 ” 理 . 
21.62 很 小 . 
21.63 ”它们 是 交替 的 ， 
21.65 A=84.8, M= -0.456. 
21.67 这 时 5 点 公式 确实 较 好 . 
21.69 其 结果 几乎 与 五 点 公式 的 相同 . 
1 

41.88 plr)= 3- 
21.86 plx)=3x/5. 
21.87 plxr})=3x/5. 
21.88 plz)-0.37+0.0r -0.225(3z  —1)/2. 
21.90 pe 六 - 
21.91 疡 CT)J=- 3774. 
21.92 ” 夫 掉 两 项 我 们 得 到 1.2660To -1.1303 了 +0.2715Ta -0.0444 了 3+0.0055T4- 0.0005Ts. 
21.102 。 (81+75x1764; 存 (一 1,1) 上 它 仅 略 差 于 二 次 的 . 
21.106 37r/4. 
21.107” 极 小 ,积分 抛物 线 为 p= 之 + 计 (277 一 1)， 
21 109 0.001,0.125,0.217,0.288,0,346,0.385,0.416,0.438,0.451,0.459,0.466. 
21.110 _ 0.8,19.4,.74.4,143.9, 196.6,203.9,108.2,143.4,126.7,118.4,112.3,97,3, 87.0,73.3, 56.5, 

41.8,33.4,26.5,15.3,6.6,1.2. 
21.111 5.045 一 4.043r+1.00922. 
第 二 十 二 章 
22.34 已 =4.44e0 7, 

和-3v3 31 1 1-v3 。 

22.37 = 16 + 二 | 二 + 2 ri 
22.38 p={1-18z+ 8x7)/32:= 翅 ， 
22.41 (10Ta + 15T2+ 6T4)/32:27. 
22.42 Thn+ 了 ;+ Tsl. 

1763.. 353 .. 19 ~ 
22.43 2304 Tu T1361? 38407 1/23,040, 
22.44 p=27rirx-1.10525. 
22. 旺 ”方法 兴 败 ,x; 成 为 间断 点 . 
22.46 p= -2rin+1.105. 
32.50 1.6476+0.42527 + 0.052977;0,0087. 
22.51 4 次 . 
22.52 不 更 过 间 .000005. 
22.53 4 次 ， 
22.54 次. 
第 二 十 三 章 
23.18 3/x; 天 ,该 方法 得 出 4 一 x. 
23.19。 90/(90+97x -7r2); 否 ,该 方法 得 出 (20+7x)/(20+ 34<) 
23.20 {xi—l)/(r +1)., 
23.21 ztl+2). 
33.323 (z+ti)/tr t+2). 
23.34 1/(2— x*). 


"00: 


数值 分 析 


23,25 


23.28 
23.29 
23 30 
23 31 


23 
23 
23 


32 
.33 
-34 


1 

2 

$l- rrr (lt+r). 

12(T + i/(4— x ). 

( 工 ? 十 工 十 2)A(cz 十 工 十 1). 

17fsin1"30 ys38.201547， 

(1680 - 2478z + 897x2 — 99x3) (140+ 24zr -17z2)》. 
(24+18.c +6x + x) {24-67). 
(24+6x)/ 024- 18z + 671— xr). 


第 二 十 四 章 


24 


24. 
24. 
234. 


24 


24， 
24， 
24. 
24. 
24. 
24. 
24. 


-和 0 


42 
3 
45 


46 
#47 
49 
50 
S52 
$6 
$7 
SB 


a0=1.6,21= -0.8472, a2= 0.0472, 651=0.6155, 82 = -0.1454. 
a0=2,24= -1,a2=a3=0, b1=3/3,b2 =0, 
0.8;0.8—0.8472co8( nr/5) + 0.6155sin(2rr/5) 
Totxr}=1;Tit.e)=1 -cos(nr/3)+ 《373)sinf rrA3) = y(tx). 
[V2+2)/2]sin(xr/d) + [IV2 -2}/2]sin(3rr/4). 

1 — costxzr/2). 

m/l2 与 mi$. 

m8. 

mA/32 . 

1—w,0,1-&. 

VT=(3, -2,0, -1,0, -2). 

VT={5,1,5,1, -3,1, —3,1). 


第 二 十 五 章 


25., 
25. 
25, 
25. 
25, 
25, 
25, 
25. 
25. 
25. 
25. 
25. 
25. 
25. 


sl 
52 
与 3 
54 
55 
60 
看 和 
72 
74 
75 
76 


芍 为 1.839. 
2;3;0.567143. 
1.83929. 

1.732051.， 

1.245731. 

1.618034. 

r=0.772, y=0.420. 

3 与 一 2. 

x +1.9413r+1.9538. 
4.3275, 

1.123106 与 1.121320. 
1.79632. 

0.44880. 

1.895494267. 
—0.9706+ 1.0058i. 
=7.4977, y=2.7687 
4 =1.8836, y=2,7159. 
0.94775. 

之 一 2.55245. 

1.4458. 

z=1.086, y=1.944. 
1.85558452522 
0.58853274. 
(xz2+2.90295x —4.91774) (7: +2.09705z + 1,83011). 


入 充 古 管 案 


25.90 1.497300. 
25.91 7.87298，- 1{.5,0.12702. 
25.92 1.403602. 
25.93 [7684 与 2.2410. 
第 二 十 六 
26.,86 ” 征 确 解 沟 0.8,0.6,0.4,0.2, 
26.88 精确 解 在 题 26.55 中 给 出 . 
26.91 精确 解 为 5 10,10, 5,1, 
’ 5 10 ID -> 1 
-10 30 -35 19 -4 
26.92 ”精确 道 为 | 10 35 46 -27 6|. 
-SS 19 -27 17 -4 
| 1 -4 6 -4 1 
TT 25 -4 10 -#6 
26.95 ”精确 道 为 1 | 
10 -17 5 一 3 
L -6 10 -3 
26.101 216043 一 331242+3814 -1=0, 
236.1 的 (C0,- 站. 
站 了 1 
26.11 |-i -1 i 
1 -i 0 
26.119 2.18518, -0,56031,2,00532, —0.36819, 
26.120 1,62772,3,7.37228. 
26.121 8.3874, C (0.8077,0.7720, 1);4. 4867, C (D0. 2170, 4, 
-0.3698]3C 为 任意 常数 . 
5 -10 10 -5 1 
-10 30 -35 19 -4 
26.122 10 -35 46 -27 6 
-5 19 -27 17 ~4 
1 -4 6 -4 1 
15 -70 63 
26.1233 全 | -70 588 -630|. 
63 -630 735 
1[ 6 一 8i 4 
26.124 . 
6 CL-3+10: 1-5i 
26,12§ 98.522. 
26 126 12.054;[1,0.5522i,0.0995{3+27)]. 
26.127 19.29, -7 了.08. 
26.129 0.625,1.261,1.977,4.136. 
26.130 0.227= 最 小 的 . 
26.131 否 . 
第 二 十 七 章 
27.18。 (0,0),(0,1) ,| 之, 吝 ] ,62,1),63.0): 极 小 值 在 | 全 ,于 | 处; 极 大 值 在 (3, 0 处， 
27.19 ”参看 题 27.18. 
27.20 -4y1- 2 一 394 一 极 大 ;yyy2133 非 久 ; 一 yi? y2 33 守 1， -2y1-y2 -33 委 -2. 
27.21 参 在 题 27.18. 
27.22 4 in 位于 (0,0,1). 


— 0.9473);2, 1260, C (1, -0.5673, 


391 


332 ， 数值 分 酉 


| 二 全 ra 一 


27.25 ”极端 解 点 为 (0,1) 与 | 卫 , 壮 上 . 


3 
27. 好 支付 为 2.5iR[ 本 ,|C[ 二, 言 |. 


2 2 | 
37 .17 EL 
125 20 12. 


27.31 1.04508- 2.472104 +1.5278477;0.04508;0, .08,0.31,0.73,1. 
27.32 ”同伴 结果 ;科大 误差 的 5 个 位 置 ， 

27.33 要 大 =4.4 当 工 三 (4.4 是 个 和 .6 

27.34 极 小 {5yi + 2y2) =4.4. 


28.11 xz)=3.90, x1= 525, error=0.814. 
28.12 p=0.814,|plss.= 1.15, 
28.16 x 1= -0.3278= zi, 误 莽 =0.3004， 


1 
28 17 ri= -= 
28.18 3.472,2.010;1.5823426， 


28.19 “平均 值 为 ( 2 9,]AN， 
28.20 r=(A+C-D)/3,y=(B- C+D)/3. 


28.21 = 和 + 本 (ri AD 由) 


28.22 [= 42-D,L= 和 -DC2+DD 其 中 D= 二 (42+ 了 2- C2). 


29.52 0.2.0.5. 
3239. $3 T(z #) EIT(r+h, ys) + T{r—h,y,r)+ Tir, y+h,2)+ete.]. 


29.54 y=(x—1)". 

29.55 一 个 过 - 育 异 点 在 x=0 处 . 
29.56 y={l-e ")/(l~e =). 
29.57 “个 村 -奇异 点 在 x = 处 . 


Ei 
29.58 精确 解 为 1 - | fcosfa2y》 + sint ue) du 


第 三 十 章 . 
39.10 理论 二 为 2,3,4 与 个 步 长 ， 
30.11 精确 过 为 2. 

6 


30.14 理论 值 为 宙 ， 到 ， 16. 
30.135 理论 值 为 0.2401,0.4116,0,2646,0.0756,0.0081， 
3 和 .17 “ 当 N-ceo 理 论 值 为 17e. 


补充 题 蔡 案 


+ 3 了， 


; 1 13 
30.18 理论 得 为 ,二 , 才 . 
30.19 y= -Ilogfdi-) 或 同样 地 好 y= 一 logx ， 
30.20 ”理论 全 为 0.3413,0.1359,0.0215,0.0013. 


